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Ïî÷àòêîâèé ïðîöåñ çi çëi÷åííîþ êiëüêiñòþ òèïiâ µ(t) ïîðîäæó¹ çóïèíåíèé

ãiëëÿñòèé ïðîöåñ ξ(t). ßêùî ïî÷àòêîâèé ïðîöåñ ïîòðàïëÿ¹ â äåÿêó íåïîðîæ-

íþ ìíîæèíó S, òî ïðîöåñ çóïèíÿ¹òüñÿ. Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ïî÷àòêîâèé ïðîöåñ

äîêðèòè÷íèé, íåðîçêëàäíèé i íåïåðiîäè÷íèé. Äîâåäåíî, ùî éìîâiðíiñòü âèðî-

äæåííÿ çáiãà¹òüñÿ äî ïåðiîäè÷íî¨ ç ïåðiîäîì 1 �óíêöi¨.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ãiëëÿñòi ïðîöåñè, éìîâiðíiñòü âèðîäæåííÿ, àñèìïòîòè÷íà

ïîâåäiíêà.

1. Íåõàé çàäàíî �àçîâèé âèìiðíèé ïðîñòið (X,A), äå A � σ-àëãåáðà çàäàíà íà
X . Íà öüîìó ïðîñòîði ðîçãëÿäà¹òüñÿ íåîáðèâíèé îäíîðiäíèé ìàðêiâñüêèé ïðîöåñ ç

ïåðåõiäíîþ éìîâiðíiñòþ P (t, x, A), äå t � ÷àñ, x ∈ X, A ∈ A. �îçãëÿäàþ÷è êîæíó

òðà¹êòîðiþ öüîãî ïðîöåñó ÿê åâîëþöiþ áëóêàííÿ ÷àñòèíêè, P (t, x, A) iíòåðïðåòó¹òü-
ñÿ ÿê éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ÷àñòèíêà, ÿêà ïî÷àëà áëóêàííÿ ç òî÷êè x ∈ X çà ÷àñ t
ïîòðàïëÿ¹ â ìíîæèíó A ∈ A. Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ÷àñ äèñêðåòíèé, òðèâàëiñòü æèòòÿ
÷àñòèíêè äîðiâíþ¹ 1, i â êiíöi ñâîãî æèòòÿ ÷àñòèíêà ìèòò¹âî ïîðîäæó¹ äåÿêó âè-

ïàäêîâó êiëüêiñòü íîâèõ ÷àñòèíîê, ïî÷àòêîâi ïîëîæåííÿ ÿêèõ ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâî

íà ïðîñòîði X . Êiëüêiñòü i ïîëîæåííÿ öèõ ÷àñòèíîê çàëåæàòü òiëüêè âiä ïîëîæåííÿ

÷àñòèíêè-ïðåäêà â ìîìåíò ïåðåòâîðåííÿ. Äàëi êîæíà íîâà ÷àñòèíêà íåçàëåæíî âiä

iíøèõ ÷àñòèíîê åâîëþöiîíó¹ àíàëîãi÷íî.

Íåõàé µxt(A) âèïàäêîâà ìiðà, ÿêà äëÿ êîæíîãî A ∈ A äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ÷àñòè-

íîê ó ìîìåíò ÷àñó t, òèïè ÿêèõ ïîòðàïëÿþòü â ìíîæèíó A çà óìîâè, ùî â ïî÷àòêî-

âèé ìîìåíò áóëà òiëüêè îäíà ÷àñòèíêà â òî÷öi x ∈ X . µt(A) � âèïàäêîâà ìiðà, ÿêà

äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê ó ìîìåíò ÷àñó t, òèïè ÿêèõ íàëåæàòü ìíîæèíi A.
Íàäàëi ââàæà¹ìî, ùî ïðîñòið X ñêëàäà¹òüñÿ çi çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ

x1, . . . , xn, . . . , òîáòî ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ìíîæèíà òèïiâ ÷àñòèíîê {T1, . . . , Tn, . . .} çëi-
÷åííà.
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Íà ïiäñòàâi ìiðè µxt(A) ââîäèòüñÿ áàãàòîâèìiðíà ìiðà µxt(A)

µxt(A) =






∞∑
i=0

ni∑
j=1

µxijt(xm), ÿêùî xm ∈ A

0, â iíøîìó âèïàäêó






∞

m=0

,

äå x = {x11, . . . , x1n1 , x21, . . . , x2n2 , . . . }, xij ∈ X � j-é åëåìåíò i-ãî òèïó.
Ïîçíà÷èìî N0 = {0, 1, 2, . . .}, i âiäïîâiäíî N∞

0 íåñêií÷åííî âèìiðíèé ïðîñòið,

åëåìåíòàìè ÿêîãî ¹ xi ∈ N0.

Ìàþ÷è P (t, x, A), ââåäåìî P̂ (t,x,y), (x,y ∈ N∞
0 ), äå P̂ � éìîâiðíiñòü òîãî, ùî

ÿêùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ¹ âåêòîð x, òî çà ÷àñ t îòðèìó¹ìî âåêòîð y. Êåðóþ÷èñü

çðîáëåíèìè ïîçíà÷åííÿìè, ìîæíà çàïèñàòè ñïiââiäíîøåííÿ

P̂ (t,x,y) = P{µxt(X) = y}.

Ââåäåìî E(i) = (δi1, . . . , δin, . . .), äå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, δxy =
∏∞

i=1 δxiyi
,

E(i)-÷àñòèíêà i-ãî òèïó. Ââàæà¹ìî, ùî ab = ab1
1 ab2

2 · · · abn
n · · · , a! = a1!a2! · · ·an! · · · ,

a = a1 + · · · + an + · · · , a
[bi]
i = ai(ai − 1) · · · (ai − bi + 1).

Îçíà÷åííÿ 1. Ôóíêöiîíàë

F (s(·)) = F (s) = E exp

{∫
ln s(x)µ(dx)

}

íàçèâàòèìåìî òâiðíèì �óíêöiîíàëîì âèïàäêîâî¨ ìiðè µ, äå s(x) � âèìiðíà îáìå-

æåíà �óíêöiÿ.

Òâiðíèé �óíêöiîíàë F (s) âèçíà÷åíèé çàâæäè, êîëè 0 < |s(x)| 6 1 òà iíòåãðàë∫
ln s(x) µ(dx) iñíó¹.
Äëÿ ïîáóäîâàíîãî ïðîöåñó òâiðíèé �óíêöiîíàë ¹ òàêèì:

h(t, s(·)) = E exp

{∫

X

ln s(z)µt(dz)

}
.

Íàäàëi âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òiëüêè s(·) = const = s = (s1, s2, . . .). Ëåãêî ïåðåâi-
ðèòè, ùî ââåäåíèé òâiðíèé �óíêöiîíàë ¹ òâiðíèì ó òîìó ñåíñi, ÿêèì âií ¹ ó âèïàäêó

ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi òèïiâ (òîäi öå íå �óíêöiîíàë, à �óíêöiÿ).

Ââåäåìî

hi(t, s) = hE(i)(t, s),

hβ(t, s) =
(
(hE(1)(t, s))β1 , (hE(2)(t, s))β2 , . . .

)
,

h(t, s) =
(
hE(1)(t, s), hE(2)(t, s), . . .

)
.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ [3℄, ùî ââåäåíèé òâiðíèé �óíêöiîíàë çàäîâîëüíÿ¹ îñíîâíå

�óíêöiîíàëüíå ðiâíÿííÿ (∀ t, τ = 0, 1, 2, . . .)

h(t + τ, s) = h(t, h(τ, s)).
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Çà�iêñó¹ìî ñêií÷åííó ïiäìíîæèíó S ⊂ N∞
0 , 0 /∈ S. Çóïèíåíèì, àáî S-çóïèíåíèì

ãiëëÿñòèì ïðîöåñîì íàçèâà¹òüñÿ ïðîöåñ ξxt(X), âèçíà÷åíèé äëÿ t = 1, 2, . . . òà

x ∈ N∞
0 ðiâíîñòÿìè

ξxt(X) =

{
µxt(X), ÿêùî ∀v, 0 6 v < t, µxv(X) /∈ S
µxu(X), ÿêùî ∀v, 0 6 v < u, µxv(X) /∈ S, µxu(X) ∈ S, u < t.

Îòæå, äëÿ S-çóïèíåíîãî ãiëëÿñòîãî ïðîöåñó ξxt(X), òî÷êè ìíîæèíè S ¹ äîäàò-

êîâèìè ñòàíàìè ïîãëèíàííÿ ïîðiâíÿíî ç ïî÷àòêîâèì ïðîöåñîì µxt(X), ÿêèé ìàâ

òiëüêè îäíó òî÷êó ïîãëèíàííÿ 0. Òîìó íà âiäìiíó âiä ïðîöåñó µxt(X) â S-çóïèíåíîìó
ãiëëÿñòîìó ïðîöåñi ξxt(X) îêðåìi ÷àñòèíêè â t-ìó ïîêîëiííi íåçàëåæíî ðîçìíî-

æóþòüñÿ çà éìîâiðíiñíèì çàêîíîì, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ òâiðíîþ �óíêöi¹þ h(·), òiëüêè
â òîìó âèïàäêó, êîëè ξxt(X) /∈ S. ßê òiëüêè âèïàäêîâèé âåêòîð ξxt(X) ïîòðàïèòü ó
ìíîæèíó S, åâîëþöiÿ ïðîöåñó ïðèïèíÿ¹òüñÿ.

Îñêiëüêè ïðîöåñ µxt(X) ¹ ëàíöþãîì Ìàðêîâà, òî

P̂ (t1 + t2, α, β) =
∑

γ∈N∞

0

P̂ (t1, α, γ)P̂ (t2, γ, β).

Êðiì òîãî, ðîçãëÿíåìî éìîâiðíîñòi P̃ (t, α, r), ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ òàê:

P̃ (t, α, r) =

{
P̂ (1, α, r), t = 1;∑

β /∈S P̂ (1, α, β)P̃ (t − 1, β, r), t > 2.
(1)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî P̃ (l, α, r) � öå óìîâíà éìîâiðíiñòü ïîäi¨

{
µαl(X) = r

}⋂
(

l−1⋂

l′=1

{
µαl′(X) /∈ S

}
)

.

Ïîçíà÷èìî

qn
r (t) = P

{
ξnt(X) = r

}

� éìîâiðíiñòü âèðîäæåííÿ â ñòàí r ∈ S äî ìîìåíòó ÷àñó t S-çóïèíåíîãî ãiëëÿñòîãî
ïðîöåñó ξxt(X), ùî ïî÷èíà¹òüñÿ çi ñòàíó n ∈ N∞

0 .

2. Îñíîâíi �àêòè.

Òåîðåìà 1. Äëÿ äîâiëüíèõ n /∈ S, n 6= 0, r ∈ S, t > 1 ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

qn
r (t) =

∑

α∈S

t∑

l=1

cαr(t, l)P̂ (l,n, α), (2)

äå êîå�iöi¹íòè cαr(t, l) çíàõîäÿòü iç ñïiââiäíîøåíü

cαr(t + 1, l + 1) = cαr(t, l), (3)

cαr(t + 1, 1) = δαr −
t−1∑

l=1

P̃ (l, α, r), (4)

cαr(1, 1) = δαr. (5)
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Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî

τ = min {t :µnt(X) ∈ S}

ìîìåíò ïåðøîãî ïîïàäàííÿ â S. Òîäi ïðè t > l

P{ξnt(X) = r, τ = l} = P{ξnl(X) = r} = P̃ (l,n, r).

Çàñòîñîâóþ÷è äî P̃ (l,n, r), l > 2, �îðìóëó (1), îäåðæó¹ìî

P̃ (l,n, r) =
∑

α/∈S

P̂ (1,n, α)P̃ (l − 1, α, r) =

=
∑

α/∈S

P̂ (2,n, α)P̃ (l − 2, α, r) −
∑

α∈S

P̂ (1,n, α)P̃ (l − 1, α, r).

Àíàëîãi÷íî ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ïåðøà ñóìà â ïðàâié ÷àñòèíi öi¹¨ �îðìóëè

∑

α/∈S

P̂ (2,n, α)P̃ (l−2, α, r) =
∑

α/∈S

P̂ (3,n, α)P̃ (l−3, α, r)−
∑

α∈S

P̂ (2,n, α)P̃ (l−2, α, r).

�îáëÿ÷è òàêi ñàìi ïåðåòâîðåííÿ â ñóìàõ

∑
α/∈S P̂ (i,n, α)P̃ (l − i, α, r), îòðèìó¹ìî

P̃ (l,n, r) = P̂ (l,n, r) −
∑

α∈S

l−1∑

i=1

P̂ (l − i,n, α)P̃ (i, α, r), (6)

l = 2, . . . , t, P̃ (l,n, r) = P̂ (1,n, r). (7)

Îñêiëüêè qn
r (t) =

∑t
l=1 P̃ (l,n, r), òî ç �îðìóë (6), (7) âèïëèâàþòü âiäíîøåííÿ (3),

(4), (5). Òåîðåìà äîâåäåíà.

Äàëi ðîçãëÿäàòèìåìî ïðîöåñ àíàëîãi÷íî ÿê â [1℄. Íåõàé

A1(x, D) = E{ξx1(D)}

ïåðøèé �àêòîðiàëüíèé ìîìåíò, äå ξx1(D) � òàêà âèïàäêîâà ìiðà, ÿêà äëÿ êîæíî-

ãî D ∈ A äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê ó ìîìåíò ÷àñó 1, òèïè ÿêèõ ¹ â ìíîæèíi

D, ÿêùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó áóëà òiëüêè îäíà ÷àñòèíêà òèïó x ∈ X , çà

óìîâè S-çóïèíåíîãî ïðîöåñó, òîáòî ξx1(D) =
∑∞

i=1 ξxi1(D). Îñêiëüêè E ëiíiéíå, òî

A1(x, D) = E{ξx1(D)} =
∑∞

i=1 A1(xi, D). Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî D ìîæå áóòè âåêòî-

ðîì i ìíîæèíîþ.

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé A1(x, D) = A(x, D) òà

An+1(x, D) =

∫

X

An(y, D) dA(x, y) =

∫

X

A(y, D) dAn(x, y).

Ââàæà¹òüñÿ, ùî A0(x, D) = 1, ÿêùî x ∈ D, i A0(x, D) = 0 â ïðîòèëåæíîìó âèïàä-

êó.
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Â [4℄ äîâåäåíî, ùî iòåðàöi¨ îïåðàòîðà A çáiãàþòüñÿ ç ïåðøèìè ìîìåíòàìè ξ, ÿêùî
âèçíà÷èòè A(t) � ìàòðèöþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà, äå ¨¨ åëåìåíòè Aij(t) = At(xi, xj), òî
áóäå âèêîíóâàòèñü A(t) = At

, äå A = A(1).
Íåõàé

Bt(x, D1, D2) = E{ξxt(D1) · ξxt(D2) − ξxt(D1 ∩ D2)}

äðóãèé �àêòîðiàëüíèé ìîìåíò.

Çà Ñåâàñòüÿíîâèì [3℄ âñi òèïè ÷àñòèíîê ðîçáèâàþòüñÿ íà êëàñè.

Îçíà÷åííÿ 3. Íåðîçêëàäíèé ãiëëÿñòèé ïðîöåñ ç äèñêðåòíèì ÷àñîì íàçèâà¹òüñÿ

ïåðiîäè÷íèì ç ïåðiîäîì d, ÿêùî íàéáiëüøèé äiëüíèê äëÿ âñiõ òèõ t, äëÿ ÿêèõ

〈At(xi, xi)〉 > 0, äîðiâíþ¹ d. ßêùî d = 1, òî ïðîöåñ íàçèâà¹òüñÿ íåïåðiîäè÷íèì.

Îçíà÷åííÿ 4. �iëëÿñòèé ïðîöåñ, â ÿêîìó âñi òèïè óòâîðþþòü îäèí êëàñ åêâiâà-

ëåíòíèõ òèïiâ, íàçèâà¹òüñÿ íåðîçêëàäíèì. Âñi iíøi ïðîöåñè ðîçêëàäíi. �iëëÿñòèé

ïðîöåñ � öiëêîì ðîçêëàäíèé, ÿêùî ìíîæèíó òèïiâ ìîæíà ðîçáèòè íà äâi íåïî-

ðîæíi çàìêíåíi ïiäìíîæèíè.

Îçíà÷åííÿ 5. Íåðîçêëàäíèé ãiëëÿñòèé ïðîöåñ ç äèñêðåòíèì ÷àñîì íàçèâà¹òüñÿ

äîêðèòè÷íèì, ÿêùî êîðiíü Ïåððîíà δ ìàòðèöi A ìåíøèé, íiæ îäèíèöÿ, íàäêðè-

òè÷íèì, ÿêùî δ > 1 i êðèòè÷íèì, ÿêùî δ = 1 i f(xi)B
i
jkν(xj)ν(xk) > 0, äå Bi

jk �

ìàòðèöÿ îïåðàòîðà B, à f i ν âiäïîâiäíî ïðàâèé i ëiâèé âëàñíi âåêòîðè, ùî âiäïî-

âiäàþòü êîðåíþ ïåððîíà δ.

Óìîâà 1. ßäðî Eξxt(S) íåðîçêëàäíå, íåïåðiîäè÷íå i äîêðèòè÷íå.

Çãiäíî ç óìîâîþ 1 îïåðàòîðA, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ÿäðîì E{ξxt(D)} â ïðîñòîði âèìiðíèõ
�óíêöié i â ïðîñòîði ìið ìà¹ âëàñíó �óíêöiþ f(·) é iíâàðiíòíó ìiðó ν(·), òàêi, ùî

∫

X

f(y)At(x, dy) = f(x) =

∞∑

i=1

f(yi)At(x, yi),

∫

X

At(x, Y )ν(dx) = ν(Y ) =

∞∑

i=1

At(xi, Y )ν(xi).

Äàëi ââàæàòèìåìî, ùî 0 < x1 < f(x) < x2 < ∞, ν(X) < ∞ òà

∫

X

f(y)ν(dy) = 1 =
∞∑

i=1

f(yi)ν(yi). (8)

Îïåðàòîð, ïîðîäæåíèé âèçíà÷åíèì ÿäðîì ó ïðîñòîði îáìåæåíèõ �óíêöié ìà¹ ñïåêò-

ðàëüíèé ðàäióñ ìåíøèé îäèíèöi.

Óìîâà 2. ∀i, j = 1, 2, . . . E{µE(j)1(xi) log µE(j)1(xi)} � ñêií÷åííi.

Óìîâà 3. Iñíó¹ ðîçêëàä At(x,y) =
∑

k f(xk)δt
kν(yk).

Îñêiëüêè â íåðîçêëàäíèõ, íåïåðiîäè÷íèõ, äîêðèòè÷íèõ ïðîöåñàõ ç äèñêðåòíèì ÷à-

ñîì âñi âëàñíi çíà÷åííÿ çà ìîäóëåì ìåíøi îäèíèöi, òî íà ïiäñòàâi óìîâè 3 ìîæíà

ñêàçàòè, ùî ïðè t → ∞

At(xi, yj) = f(xi)δ
tν(yj) + o(δt

1),



124 ßðîñëàâ �ËÅÉÊÎ, Iðèíà ÊÈ�È×ÈÍÑÜÊÀ, Îñòàï ÎÕ�IÍ

äå δ � íàéáiëüøå âëàñíå çíà÷åííÿ. Îòæå,

lim
t→∞

At(xi, yj)δ
−t = f(xi)ν(yj). (9)

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

Ri(t, s) = 1 − hi(t, s),

R(t, s) = (R1(t, s), . . . , Rn(t, s), . . .),

R(t, 0) = Q(t) = (Q1(t), . . . , Qn(t), . . .) = lim
s→0

R(t, s).

Òàê ÿê i ó âèïàäêó ç îäíèì ÷èñëîì òèïiâ, ëåãêî äîâîäÿòüñÿ íåðiâíîñòi [3℄

0 6 Ri(t, s) 6 Qi(t) ïðè 0 < |s| 6 1, (10)

|Ri(t, s)| 6 2Qi(t) ïðè 0 < |s| 6 1. (11)

Ç íåðiâíîñòi (11) âèïëèâà¹, ùî â ãiëëÿñòèõ ïðîöåñàõ, ÿêi âèðîäæóþòüñÿ Ri(t, s) → 0
ðiâíîìiðíî ïî 0 < |s| 6 1. Íàêëàäåìî òàêi óìîâè íà ïðîöåñ.

Óìîâà 4. At > 0 ïðè äåÿêèõ t > 0 â ñåíñi ∀i, j aij > 0 òà hi(t, s) 6= Aij(t).

Òóò i íàäàëi çàïèñ A > 0, äå A = {aij}, îçíà÷à¹, ùî ∀i, j aij > 0, à çàïèñ A > B,

äå A = {aij}, B = {bij} � ìàòðèöi, îçíà÷à¹, ùî ∀i, j aij > bij .
Ïîçíà÷èìî h(s) = h(1, s).

Óìîâà 5. Çà ââåäåíèõ óìîâ äëÿ öüîãî ïðîöåñó âèêîíó¹òüñÿ

1 − h(s) = [A − E(s)](1 − s), (12)

äå ìàòðèöÿ E(s) ïðè 0 < |s| 6 |s′| 6 1 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 0 < E(s′) 6 E(s) 6 A i

lims→1 E(s) = 0.

Òåîðåìà 2. Çà óìîâ 3-5

lim
t→∞

Ri(t, s)

f(xk)Rk(t, s)
= ν(xi)

ðiâíîìiðíî çà âñiìà s 6= 1 i 0 < |s| 6 1.

Öþ òåîðåìó äîâîäèìî àíàëîãi÷íî äî òåîðåìè 1 íà ñòîð. 192 ó [3℄, çàìiíþþ÷è ïðàâèé i

ëiâèé âëàñíi âåêòîðè âëàñíîþ �óíêöi¹þ òà iíâàðiàíòíîþ ìiðîþ âiäïîâiäíî. Ìàòðèöi

¹ ç êëàñó ìàòðèöü íåñêií÷åííî âèìiðíîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 3. Çà óìîâ 1-5 ∀i, j = 1, 2, . . . òà ïðè l → ∞

1 − P̂ (l, E(j), 0) = K(Sj)δ
l(1 + o(1)), äå K(Sj) > 0; (13)

à) iñíó¹ ãðàíèöÿ óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé

lim
t→∞

P{µnt(X) = k|n 6= 0} = p∗k, (14)
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à òâiðíà �óíêöiÿ h∗(s) =
∑

k∈N∞

0
p∗ksk

íå çàëåæèòü âiä n i çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíî-

øåííÿ

1 − h∗(h(·)) = δ(1 − h∗(s)), (15)

h∗(0, . . . , 0, . . .) = 0 , h∗(1, . . . , 1, . . .) = 1;

á) ðîçïîäië p∗k ìà¹ äîäàòíå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ

h∗
j (1) = lim

s→1
h∗

j (s) =
∑

k∈N∞

0

kjp
∗
k,

äå h∗
j (s) = ∂h∗(s)

∂sj
.

Äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî òåîðåìè 3 íà ñòîð. 198 ó [3℄, ç âèêîðèñòàííÿì òåîðåìè 2

äëÿ çîáðàæåííÿ ãðàíèöi òâiðíî¨ �óíêöi¨ äëÿ óìîâíîãî ðîçïîäiëó.

Íàêëàäåìî ùå îäíó óìîâó.

Óìîâà 6. Íåõàé hij(s) = ∂hi(s)
∂sj

, òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî j, 1 6 j < ∞ iñíó¹ òàêå

i, 1 6 i < ∞, ùî hij(0) äîäàòíi.

Íà ïiäñòàâi ðiâíîñòi

hij(0) = P̂ (0, E(i), E(j)) = P{µE(i)1(X) = E(j)}

öå îçíà÷à¹, ùî âiäïîâiäíi éìîâiðíîñòi P̂ (0, E(i), E(j)) äîäàòíi.
Äàëi íàì áóäå ïîòðiáíà ùå îäíà ëåìà.

Ëåìà 1. Çà óìîâ 1-6 ãðàíèöi óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé

lim
t→∞

P{µnt(X) = E(i)|n 6= 0} = p∗E(i) > 0,

ïðè âñiõ i = 1, 2, . . .

Äîâåäåííÿ. Òâiðíà �óíêöiÿ h∗(s) =
∑

k p∗ksk
â òåîðåìi 3 çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (15).

ßêùî â öüîìó ðiâíÿííi çàìiíèòè s íà h(s), à ïîòiì ïîâòîðèòè öþ çàìiíó t ðàçiâ,

îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü

1 − h∗(h(t, s)) = δt(1 − h∗(s)), (16)

äå h(t, s) � t-òà iòåðàöiÿ �óíêöi¨ çãiäíî ç îñíîâíèì äè�åðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì.

Äè�åðåíöiþþ÷è ðiâíiñòü (16) ïî sj â òî÷öi s = 0, îòðèìà¹ìî

∞∑

i=1

h∗
i (h(t, 0))hij(t, 0) = δth∗

j (0) = δtp∗e(j). (17)

Ïðè t → ∞ âñi êîîðäèíàòè h(t, 0) ïðÿìóþòü äî 1, òîìó íà ïiäñòàâi òåîðåìè 3 çíàé-

äóòüñÿ òàêi T i C1, ùî ïðè t > T âñi h∗
i (h(t, 0)) > C1 > 0. Ç óìîâè 6 âèïëèâà¹, ùî äëÿ

∀ 1 6 j 6 ∞ ìîæíà çíàéòè òàêå i, ùî hij(t, 0) > 0, îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêèõ

i1, i2, . . . , it+1

hi1it+1(t, 0) >

t∏

l=1

hi1hil+1
(0).
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Òîìó ç (17) âèïëèâà¹, ùî äëÿ ∀1 6 j 6 ∞

δtp∗e(j) > C1

t∑

i=1

hij(t, 0) > 0,

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Òåîðåìà 4. Ïðè âèêîíàííi óìîâè 1 ãðàíè÷íi éìîâiðíîñòi âèðîäæåííÿ

qn
r = lim

t→∞
qn
r (t), ∀n /∈ S, r ∈ S ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ðÿäó

qn
r =

∞∑

l=1

∑

α∈S

cαrP̂ (l, n, α), (18)

äå cαr = lim
t→∞

cαr(t, l) = δαr −
∑∞

u=1 P̃ (u, αr).

Äîâåäåííÿ. Éìîâiðíîñòi qn
r (t) çðîñòàþòü ç ðîñòîì t i îáìåæóþòüñÿ çâåðõó 1. Òîìó

iñíóþòü ãðàíèöi qr
n = lim

t→∞
qr
n(t).

Ó �îðìóëi (2) çëiâà i ñïðàâà ìîæíà ïåðåéòè äî ãðàíèöi ïðè t → ∞, îñêiëüêè

çà áóäü-ÿêèõ α, r ∈ S âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü P̃ (l, α, r) 6 P̂ (l, α, r), à ç íåðiâíîñòi

×åáèøîâà i óìîâè 3 âèïëèâà¹

P̂ (l, α, r) 6 P





∞∑

j=1

µαl(E(j)) > 1



 6

∞∑

j=1

E {µαl(E(j))} =

=

∞∑

i=1

αi

∞∑

j=1

dijδ
l(1 + o(1)),

òîìó ðÿäè

∑
l P̃ (l, α, r) i

∑
l P̂ (l, α, r) ñõîäÿòüñÿ. Çâiäñè âèïëèâà¹ (18).

�îçãëÿíåìî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó qn
r ïðè n → ∞.

Äàëi ïðèïóñêàòèìåìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (1.),(2.),(3.).

Òåîðåìà 5. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1, 2, 3 i limn→∞(ni/n) = ai, äå

a = (a1, a2, . . .). Â öüîìó âèïàäêó ïðè n → ∞ äëÿ áóäü-ÿêîãî r ∈ S

qn
r − H(logδ n) → 0, (19)

äå H(x) � ïåðiîäè÷íà �óíêöiÿ ç ïåðiîäîì 1, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíîñòÿìè

H(x) =

r0∑

j=1

cjHj(x),

Hj(x) =

∞∑

L=−∞

δj(L+x)e−(a,K)δL+x

,

äå êîíñòàíòè cj = cj(r,a, p∗) çàëåæàòü âiä r, a i ãðàíè÷íîãî ðîçïîäiëó p∗ = {p∗k}
âèçíà÷åíîãî â ëåìi 1, (a, K) =

∑∞
i=1 aiKi, Ki � â (13), r0 = max{r = r1 + r2 + . . . :

r ∈ S}.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé θ(l) = (θ1(l), θ2(l), . . .) âèïàäêîâèé âåêòîð, êîìïîíåíòè ÿêîãî θi(l)
äîðiâíþþòü ÷èñëó ÷àñòèíîê i-ãî òèïó, ùî äàëè ïîòîìñòâî â ïðîöåñi äî ïîêîëiííÿ l.
Òîìó ìîæíà çàïèñàòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ α ∈ S, l > 1 i n /∈ S ìà¹ìî

P̂ (l,n, α) =
∑

{β:16β6α}

P
{
µn,l(X) = α, θ(0, l) = β

}
=

=
∑

{β:16β6α}

P
{
θ(0, l) = β

}
P{µβl(X) = α | θ(0, l) = β}. (20)

Â óìîâàõ òåîðåìè 5

P
{
θ(0, l) = β

}
=

∞∏

i=1

(
ni

βi

)(
P̂ (l, E(i), 0)

)ni−βi
(
1 − P̂ (l, E(i), 0)

)βi
=

= nβ αβ

β!
Kβδlβe−(a,K)nδl(1+1+o(1))

(
1 + o(1)

)
, (21)

i íåçàëåæíà âiä n éìîâiðíiñòü

P
{
µβl(X) = α | θ(0, l) = β

}
=

∑

{α(jk)}

∞∏

k=1

βk∏

j=1

P
{
µ

jk
E(k),l(X) = α(jk) | E(k) 6= 0

}
−→

−→
∑

{α(jk)}

∞∏

k=1

βk∏

j=1

p∗α(jk) ïðè l → ∞, (22)

äå µ
jk
E(k),l(X) � ãiëëÿñòi ïðîöåñè, ÿêi ìàþòü òîé ñàìèé ðîçïîäië, ùî µE(k),l(X), à ïiäñó-

ìîâóâàííÿ â

∑
{α(jk)} ïðîâîäèòüñÿ çà âñiìà òàêèìè α(jk)

, äëÿ ÿêèõ

∑∞
k=1

∑βk

j=1α
(jk) =

= α. Ç (20)-(22) âèïëèâà¹, ùî çàãàëüíèé ÷ëåí ðÿäó (18) ïðè n → ∞, l → ∞ ìîæíà

çàïèñàòè ó âèãëÿäi

(1 + o(1))
∑

α∈S

∑

{β:16β6α}

g(α, β)

r0∑

β

δ(l+logδ n)β ×

× exp
{
− (a, K)δl+logδ n(1 + o(1))

}
, (23)

äå g(α, β) íåçàëåæíi âiä n i l âåëè÷èíè. Íåâàæêî ïîìiòèòè òàêîæ, ùî ïðè n → ∞ â

�îðìóëi (18) êîæíèé ÷ëåí ðÿäó ç áóäü-ÿêèì l > 1 ïðÿìó¹ äî íóëÿ.

Âèáåðåìî L1 < L2 òàê, ùîá ñóìè

∞∑

L=L2

δβLe−(a,K)δL

òà

L2∑

L=−∞

δβLe−(a,K)δL

(24)

áóëè ìàëi. Ïðèéìåìî li + logδ n = Li + xin, i = 1, 2, äå 0 6 xin 6 1. Ç (23) òà (24)

âèïëèâà¹, ùî ìîæíà âèáðàòè òàêi L1, L2 i n0, ùîá õâîñòè ñóìè â �îðìóëi (18) ó
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ìåæàõ âiä 1 äî l1 i âiä l2 äî íåñêií÷åííîñòi áóëè ìåíøi ε/2, äå ε > 0 äîâiëüíî ìàëå.

×ëåíè ðÿäó (18) ç l1 < l < l2 ìîæíà çàìiíèòè ãðàíè÷íèìè âèðàçàìè (23), îñêiëüêè

ïðè n → ∞ òàêi l → ∞. Âñüîãî äîäàíêiâ ó ñóìi

∑l2−1
l=l1+1 â �îðìóëi (18) ñêií÷åííå

÷èñëî l2 − l1 − 1 = L2 − L1 − 1, òîìó n0 ìîæíà âèáðàòè òàêèì, ùîá äëÿ âñiõ n > n0

ïîìèëêà àïðîêñèìàöi¨ òàêîæ áóëà ìåíøå ε/2. Çâiäñè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè,
îñêiëüêè ε > 0 äîâiëüíå.

Ç äîâåäåííÿ òåîðåìè íå âèäíî, ÷è áóäóòü â �îðìóëi (19) êîå�iöi¹íòè cj òàêi, ùî

�óíêöiÿ H(x) > 0. Äëÿ öüîãî äîâåäåìî òàêó ëåìó.

Ëåìà 2. Ïðè âèêîíàííi óìîâ 1-6 iñíó¹ òàêà êîíñòàíòà Θ > 0, ùî ïðè äåÿêîìó

÷èñëi n0 äëÿ âñiõ n ç n > n0 i âñiõ r ∈ S

qn
r > Θ.

Äîâåäåííÿ. Ïîçàÿê çà áóäü-ÿêîãî t qn
r = limt→∞ qn

r (t) > qn
r (t), òî íàì äîñòàòíüî äî-

âåñòè, ùî íåðiâíiñòü qn
r (t) > Θ > 0 âèêîíó¹òüñÿ çà áóäü-ÿêèõ äîñòàòíüî âåëèêèõ t äëÿ

âñiõ r ∈ S i n ç n > n0. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ââåäåíèì âèïàäêîâèì âåêòîðîì θ(0, t) i ââå-
äåìî ùå îäèí âèïàäêîâèé âåêòîð θ′i(t − 1) = (θ′1(t − 1), θ′2(t − 1), . . .), äå θ′i(t − 1)
äîðiâíþþòü ÷èñëó ïî÷àòêîâèõ ÷àñòèíîê i-ãî òèïó, ïîòîìñòâî ÿêèõ íåïîðîæí¹ â

(t− 1)-ìó ïîêîëiííi, àëå ïîðîæí¹ â t-ìó ïîêîëiííi. Ïðè n = (n1, n2, . . .), n1 > r0 + 1,
äå r0 = maxr∈S r, âèêîðèñòà¹ìî íåðiâíiñòü

qn
r (t) = P

{
ξnt(X) = r

}
> P

{
µnt(X) = r, θ′(t−1) = (r0+1−r), θ(0, t) = rE(1)

}
. (25)

Ïðàâó ÷àñòèíó (25) ìîæíà çàïèñàòè ÿê äîáóòîê P1(n, t)P2(t), äå P1(n, t) =
= P

{
θ′(t − 1) = (r0 + 1 − r)E(1), θ(0, t) = rE(1)

}
çàëåæèòü âiä n i t, à P2(t) =

= P
{
µnt(X) = r | θ′(t − 1) = (r0 + 1 − r)E(1), θ(0, t) = rE(1)

}
çàëåæèòü òiëüêè âiä t.

Ç îçíà÷åííÿ âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ θ(0, t) òà θ′(t − 1) âèïëèâà¹, ùî

P1(n, t) =
n1!

(n1 − r0 − 1)!(r0 + 1 − r)!r

[
P̂ (t − 1, E(1), 0)

]n1−r0−1
×

×
(
1 − P̂ (t − 1, E(1), 0)

)r0+1−r(
1 − P̂ (t − 1, E(1), 0)

)r
×

×
∞∏

i=1

[P̂ (1, E(1), 0)ni ]P
{
µ′

r0+1−r t(X) = 0 | r0 + 1 − r 6= 0
}
; (26)

P2(t) =

∞∏

k=1

rk∏

j=1

P
{
µ

(jk)
E(1)t(X) = E(k) | E(k) 6= 0

}
. (27)

Òóò µ, µ′, µ(jk)
� ãiëëÿñòi ïðîöåñè, åâîëþöiÿ ÿêèõ âèçíà÷à¹òüñÿ òâiðíîþ �óíêöi¹þ

h(s) = (h1(s), h2(s), . . .). Âèáèðàþ÷è äàëi t → ∞ òàê, ùîá nδt → V > 0 ïðè n → ∞,

îòðèìó¹ìî â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (26) äîäàòíó êîíñòàíòó, ïîìíîæåíó íà óìîâ-

íó éìîâiðíiñòü, ùî ñòî¨òü ó êiíöi �îðìóëè. Ç äîïîìîãîþ ãðàíè÷íîãî âiäíîøåííÿ

P
{
µ′

t(X) = k |k 6= 0
}
→ p∗k, òåîðåìè 3 i ðiâíîñòi

∑

k∈N∞

0

p∗k
(
P̂ k1(1, E(1), 0)P̂ k2(1, E(2), 0) · · ·

)
= h∗(h(0))
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îòðèìó¹ìî, ùî öÿ óìîâíà éìîâiðíiñòü ó ãðàíèöi äîðiâíþ¹ h∗(h(0)). Âèðàç (27) íå

çàëåæèòü âiä n i ïðè t → ∞ äîðiâíþ¹ äîáóòêó

∏∞
i=1[p

∗
E(i)]

ri
. Çãiäíî ç ëåìîþ 1 öåé

äîáóòîê äîäàòíèé, ùî é çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.
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ASYMPTOTIC BEHAVIOUR OF THE S-STOPPED

BRANCHING PROCESSES WITH COUNTABLE

STATE SPACE
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The origin pro
ess with 
ounted quantity of types µ(t) generates bran
hing

pro
ess ξ(t), if in 
ase of getting the initial pro
esses into some nonempty set

S pro
ess stops. We suppose that the �rst pro
esses pre
riti
al, unde
omposable,

nonperiodi
al. It's proved that probability of degeneration 
onvergss to periodi
al

fun
tion with period 1.

Key words: bran
hing pro
esses, probability of degeneration, asymptoti
 beha-

vior.
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