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Äîâåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ äåÿêîãî êëà-

ñó íåëiíiéíèõ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü, ÿêèé îõîïëþ¹ ëiíiéíi ðiâíÿííÿ, çàäàíèõ ó

íåîáìåæåíèõ êâàçiöèëiíäðè÷íèõ îáëàñòÿõ çà ïåâíèõ óìîâ íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿç-

êó òà çðîñòàííÿ âèõiäíèõ äàíèõ íà íåñêií÷åííîñòi.

Êëþ÷îâi ñëîâà: íåëiíiéíi åëiïòè÷íi ðiâíÿííÿ, óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê, óçà-

ãàëüíåíi ïðîñòîðè Ëåáåãà-Ñîáîë¹âà, êâàçiöèëiíäðè÷íà îáëàñòü.

1. Êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ðiçíèõ êëàñiâ ñòàöiîíàðíèõ ðiâíÿíü, ìîäåëüíèìè ïðèêëà-

äàìè ÿêèõ ¹ ðiâíÿííÿ

n∑

i=1

(
|uxi

(x)|pi−2uxi
(x)

)

xi

− |u(x)|p0−2u(x) = f(x), x ∈ Ω, (1)

ïðè âiäïîâiäíèõ çíà÷åííÿõ pi > 1, i = 0, n, â íåîáìåæåíèõ îáëàñòÿõ âèâ÷àëè ó

áàãàòüîõ ïðàöÿõ. Ó âèïàäêó ëiíiéíèõ i áëèçüêèõ äî íèõ êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü (ìî-

äåëüíèì ïðèêëàäîì ÿêèõ ¹ ðiâíÿííÿ (1) ïðè pi = 2, i = 0, n) äëÿ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó

êðàéîâî¨ çàäà÷i òðåáà âèìàãàòè éîãî ïåâíó ïîâåäiíêó íà íåñêií÷åííîñòi, à iñíóâàííÿ

ðîçâ'ÿçêó äîâîäèòüñÿ ïðè âiäïîâiäíèõ îáìåæåííÿõ íà çðîñòàííÿ âèõiäíèõ äàíèõ íà

íåñêií÷åííîñòi [1℄, [2℄. Äëÿ îäíîãî êëàñó ìàéæå ëiíiéíèõ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü, ÿêi

ìiñòÿòü ðiâíÿííÿ (1) çà óìîâè, ùî p0 > 2, pi = 2, i = 1, n, äîâåäåíî [3℄-[5℄, ùî êðàéîâi
çàäà÷i ìàþòü ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê áåç îáìåæåíü íà éîãî ïîâåäiíêó íà íåñêií÷åííîñòi

i ïðèïóùåíü íà çðîñòàííÿ âèõiäíèõ äàíèõ íà íåñêií÷åííîñòi. Ó [6℄, [7℄ àíàëîãi÷íi

ðåçóëüòàòè îòðèìàíî ó âèïàäêó êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ íåëiíiéíèõ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü,

ìîäåëüíèì ïðèêëàäîì ÿêèõ ¹ (1) ïðè p0 > pi, 1 < pi 6 2, i = 1, n.
Ìåòà íàøî¨ ïðàöi � ðîçãëÿíóòè êðàéîâi çàäà÷i äëÿ óçàãàëüíåíü ðiâíÿííÿ (1) ïðè

p0 = pi = 2, i = 1, k, pi > 1, i = k + 1, n (ñåðåä íèõ ¹ ëiíiéíi ðiâíÿííÿ) ç ãðàíè÷íèìè

óìîâàìè ìiøàíîãî òèïó, à îáëàñòü çàäàííÿ çà çìiííèìè x1, . . . , xk ¹ íåîáìåæåíîþ, à

çà ðåøòîþ � îáìåæåíîþ.

© Äîìàíñüêà Îëåíà, 2007



ÍÅËIÍIÉÍI ÅËIÏÒÈ×ÍI �IÂÍßÍÍß Â ÊÂÀÇIÖÈËIÍÄ�È×ÍÈÕ ÎÁËÀÑÒßÕ 105

Çíàéäåíî êëàñè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó äîñëiäæóâàíèõ

çàäà÷. Âèêîðèñòîâóþòü êîìáiíàöiþ ìåòîäó, ÿêèé  ðóíòó¹òüñÿ íà àíàëîçi âiäîìîãî â

òåîði¨ ïðóæíîñòi ïðèíöèïó Ñåí-Âåíàíà [1℄,[2℄ òà ìåòîäó ìîíîòîííîñòi [8℄.

2. Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ. Íåõàé n � íàòóðàëüíå ÷èñëî, a R
n
� ëiíiéíèé ïðîñòið,

ñêëàäåíèé ç åëåìåíòiâ âèãëÿäó x = (x1, . . . , xn), äå xi ∈ R, i = 1, n, ç íîðìîþ

|x| =
√
x2

1 + . . .+ x2
n.

Âñi �óíêöi¨, ÿêi òóò ðîçãëÿäàþòü, âèçíà÷åíi íà âiäïîâiäíèõ ìíîæèíàõ ïðîñòîðiâ

R
n
òà R

n+1
i íàáóâàþòü çíà÷åííÿ â R. ßêùî v(z), z ∈ D̃, � ÿêà-íåáóäü �óíêöiÿ, òî

ïiä v|D ðîçóìiòèìåìî ¨¨ çâóæåííÿ íà ìíîæèíó D ⊂ D̃.

Íåõàé Ω � íåîáìåæåíà êâàçiöèëiíäðè÷íà îáëàñòü ó ïðîñòîði R
n
(n > 2), òîáòî

äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî s < n iñíóþòü ÷èñëà 1 6 l1 < . . . < ls 6 n òàêi, ùî

ìíîæèíà Ω ∩ {x ∈ R
n : x2

l1
+ . . . + x2

ls
< R2} � îáìåæåíà äëÿ áóäü-ÿêîãî R > 0.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç k íàéìåíøå ç òàêèõ ÷èñåë s i ââàæàòèìåìî, ùî l1 = 1, . . . , lk = k,
òîáòî ìíîæèíà Ω ∩ {x ∈ R

n : x2
1 + . . . + x2

k < R2} � îáìåæåíà äëÿ êîæíîãî R > 0 i

äëÿ áóäü-ÿêîãî j ∈ {1, . . . , k} ìíîæèíà Ω∩{x ∈ R
n :

∑

i=1,k,i6=j

x2
i < R2} � íåîáìåæåíà

õî÷à á äëÿ îäíîãî R > 0. Êðiì òîãî, ïðèïóñêàòèìåìî, ùî 0 íàëåæèòü Ω. ×åðåç Ωτ

äëÿ äîâiëüíîãî τ > 0 ïîçíà÷àòèìåìî çâ'ÿçíó êîìïîíåíòó ìíîæèíè Ω ∩ {x ∈ R
n :√

x2
1 + . . .+ x2

k < 1 + τ}, ùî ìiñòèòü 0. Íåõàé ìåæà ∂Ω îáëàñòi Ω êóñêîâî-ãëàäêà i

òàêà, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ íà Ω �óíêöi¨ v âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

d

dτ

∫

Ωτ

v(x)d x =

∫

Sτ

v(s)h(s)d s, τ > 0, (2)

äå Sτ
def

= ∂Ωτ\∂Ω, h ∈ C(Ω), h > 0, d s � åëåìåíò ïëîùi ïîâåðõíi Sτ . (Äëÿ âèêîíàííÿ

óìîâè (2) äîñòàòíüî âèìàãàòè, ùîá ìåæà îáëàñòi Ω áóëà ãëàäêîþ).

Çàóâàæèìî, ùî áóäü-ÿêà öèëiíäðè÷íà îáëàñòü âèãëÿäó Ω = Ω1 × Ω2, äå Ω1 �

íåîáìåæåíà îáëàñòü â R
k
ç ãëàäêîþ ìåæåþ, a Ω2 � îáìåæåíà îáëàñòü â R

n−k
, ¹

êâàçiöèëiíäðè÷íîþ i çàäîâîëüíÿ¹ çàçíà÷åíó óìîâó.

Íåõàé ∂Ω = Γ1

⋃
Γ2, äå Γ1, Γ2 � âiäêðèòi ìíîæèíè íà ∂Ω (îäíà ç íèõ ìîæå áóòè

ïîðîæíüîþ) i Γ1

⋂
Γ2 = ∅. Ïiä ν = (ν1, . . . , νn) ðîçóìiòèìåìî îäèíè÷íèé âåêòîð

çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî ìåæi ∂Ω (∂Ωτ ) îáëàñòi Ω (Ωτ ).

×åðåç C(Ω) ïîçíà÷àòèìåìî ïðîñòið íåïåðåðâíèõ íà Ω �óíêöié, à ÷åðåç C1(Ω) �
ïðîñòið íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíèõ â Ω �óíêöié, ÿêi ðàçîì ç ïîõiäíèìè äî ïåð-

øîãî ïîðÿäêó äîïóñêàþòü íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ íà Ω. Íåõàé C1


(Ω) � ïiäïðîñòið
ïðîñòîðó C1(Ω), ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç �óíêöié, íîñi¨ ÿêèõ îáìåæåíi, a C1,+



(Ω) � ïiä-
ïðîñòið ïðîñòîðó C1



(Ω), åëåìåíòàìè ÿêîãî ¹ íåâiä'¹ìíi â Ω �óíêöi¨. Ïîçíà÷àòèìåìî

÷åðåç C1
0 (Ω,Γ1) ïiäïðîñòið ïðîñòîðó C1



(Ω), åëåìåíòàìè ÿêîãî ¹ �óíêöi¨, ÿêi íàáó-

âàþòü íóëüîâi çíà÷åííÿ â îêîëi Γ1.

Ïðèéìåìî Lq, lo(Ω) =
{
v(x), x ∈ Ω : v|Ωτ

∈ Lq(Ωτ ) ∀ τ > 0
}
, äå q ∈ [1,∞]. Íà

ïðîñòîði Lq, lo(Ω) ââîäèòüñÿ ñòàíäàðòíà ëiíiéíà ñòðóêòóðà i ñiì'ÿ ïiâíîðì ‖·‖Lq(Ωτ ),

τ > 0, ç ÿêîþ âií ñòà¹ ëîêàëüíî îïóêëèì ïðîñòîðîì, ÿêùî îòîòîæíèòè �óíêöi¨, ÿêi

ðiâíi ìàéæå âñþäè (äèâ., íàïðèêëàä, [9℄). Îòîæ, çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi åëåìåíòiâ

ïðîñòîðó Lq, lo(Ω) îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî τ > 0 ïîñëiäîâíiñòü çâóæåíü íà Ωτ

÷ëåíiâ çàäàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ¹ çáiæíîþ â Lq(Ωτ ).
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Íåõàé r ∈ L∞, lo(Ω), ïðè÷îìó r(x) > 1 äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω. Íà ïðîñòîði C(Ωτ ),
äå τ > 0 � äîâiëüíå ÷èñëî, ââåäåìî íîðìó

‖v‖Lr( · )(Ωτ )
def

= inf{λ > 0 : ρr,τ (v/λ) 6 1}, äå ρr,τ (v)
def

=
∫

Ωτ

|v(x)|r(x) d x.

Ïîïîâíåííÿ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó C(Ωτ ) çà öi¹þ íîðìîþ ïîçíà÷èìî ÷åðåç Lr( · )(Ωτ )
(äèâ. [13℄). Ìíîæèíà Lr( · )(Ωτ ) ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó L1(Ωτ ) i íàçè-

âà¹òüñÿ óçàãàëüíåíèì ïðîñòîðîì Ëåáåãà. Ïiä Lr( · ), lo(Ω) ðîçóìiòèìåìî çàìèêàííÿ

ïðîñòîðó C(Ω) çà òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ ñèñòåìîþ ïiâíîðì ‖ · ‖Lr( · )(Ωτ ), τ > 0.

Ïðèéìåìî Lr( · )(Ω) =
{
v ∈ Lr( · ), lo(Ω) : supτ>0 ‖v|Ωτ

‖Lr( · )(Ωτ ) <∞
}
.

Íåõàé P
def

={p = (p0, p1, . . . , pn) : pi ∈ L∞(Ω), pi(x) > 1 äëÿ ì. â. x ∈ Ω}. Äëÿ
p ∈ P ÷åðåç p∗ = (p∗0, p

∗
1, . . . , p

∗
n) ïîçíà÷èìî âåêòîðíó �óíêöiþ, êîìïîíåíòè ÿêî¨

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

1
pi(x)+

1
p∗

i (x) = 1, i = 0, n, äëÿ ì. â. x ∈ Ω. Äëÿ êîæíîãî τ > 0 ïiä

W 1
p( · )(Ωτ ) ðîçóìiòèìåìî áàíàõiâ ïðîñòið, îòðèìàíèé ïîïîâíåííÿì ïðîñòîðó C1(Ωτ )

çà íîðìîþ ‖v‖W 1
p( · )

(Ωτ )
def

= ‖v‖Lp 0( · )(Ωτ ) +
n∑

i=1

‖vxi
‖Lp i( · )(Ωτ ). Î÷åâèäíî, ùî W

1
p( · )(Ωτ )

¹ ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó

{
v(x), x ∈ Ωτ : v ∈ Lp 0( · )(Ωτ ), vxi

∈ Lpi( · )(Ωτ ), i = 1, n
}
.

Íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði C1
0 (Ω,Γ1) ââåäåìî òîïîëîãiþ (ëiíiéíîãî îïóêëîãî ïðîñòî-

ðó) çà äîïîìîãîþ ñèñòåìè ïiâíîðì: ‖·‖W 1
p( · )

(Ωτ ), τ > 0. Çàìèêàííÿ öüîãî ïðîñòîðó çà

ââåäåíîþ òîïîëîãi¹þ ïîçíà÷èìî ÷åðåç

◦

W
1
p( · ), lo(Ω,Γ1), à çàìèêàííÿ C

1
c (Ω) çà öi¹þ

ñàìîþ òîïîëîãi¹þ ïîçíà÷àòèìåìî W 1
p( · ), lo(Ω). Î÷åâèäíî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {vk}

∞
k=1

¹ çáiæíîþ äî v â öèõ ïðîñòîðàõ, ÿêùî ‖vk −v‖W 1
p( · )

(Ωτ ) −→
k→∞

0 äëÿ êîæíîãî τ > 0. Ïiä

◦

W
1
p( · ), (Ω,Γ1) ðîçóìiòèìåìî ïiäïðîñòið ïðîñòîðó

◦

W
1
p( · ), loc(Ω,Γ1), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç

�óíêöié, íîñi¨ ÿêèõ îáìåæåíi.

3. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i é îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ. �îçãëÿíåìî çàäà÷ó

n∑

i=1

d

dxi
ai(x, u,∇u) − a0(x, u,∇u) =

n∑

i=1

∂

∂xi
fi(x) − f0(x), x ∈ Ω, (3)

u|Γ1 = 0,
n∑

i=1

ai(x, u,∇u) νi

∣∣
Γ2

= 0, (4)

äå ∇u = (ux1 , . . . , uxn
). Ïðèïóñòèìî, ùî âèõiäíi äàíi çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè:

1) äëÿ êîæíîãî i ∈ {0, 1, . . . , n} �óíêöiÿ ai(x, s, ξ), (x, s, ξ) ∈ Ω × R × R
n
, ¹

êàðàòåîäîðiâñüêîþ, òîáòî äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω �óíêöiÿ ai(x, ·, ·) : R × R
n → R �

íåïåðåðâíà i äëÿ áóäü-ÿêèõ s ∈ R, ξ ∈ R
n
�óíêöiÿ ai(·, s, ξ) : Ω → R � âèìiðíà;

1
′) ai(x, 0, 0) = 0 äëÿ ì. â. x ∈ Ω, i = 0, n;

2) äëÿ êîæíîãî i ∈ {0, 1, . . . , n}, ì. â. x ∈ Ω i áóäü-ÿêèõ s ∈ R, ξ ∈ R
n

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|ai(x, s, ξ)| 6 h1i(x)
( n∑

j=1

|ξj |
pj(x)/p∗

i (x) + |s|p0(x)/p∗

i (x)
)

+ h2i(x),

äå p = (p0, p1, . . . , pn) ∈ P, h1i ∈ L∞, lo(Ω), h2i ∈ Lp ∗

i ( · ), lo(Ω);

3) fi ∈ Lp ∗

i ( · ), lo(Ω), i = 0, n.
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Îçíà÷åííÿ 1. Óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3), (4) íàçâåìî �óíêöiþ

u ∈
◦

W
1
p( · ), loc(Ω,Γ1), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíó ðiâíiñòü

∫

Ω

{ n∑

i=1

ai(x, u,∇u) vxi
+ a0(x, u,∇u) v

}
d x =

∫

Ω

{ n∑

i=1

fi vxi
+ f0 v

}
d x (5)

äëÿ áóäü-ÿêî¨ �óíêöi¨ v ∈
◦

W
1
p( · ), (Ω,Γ1).

Çàóâàæåííÿ 1. Óìîâà 1
′) íå ¹ ïðèíöèïîâîþ, îñêiëüêè iíàêøå, ââiâøè ïîçíà÷åííÿ

ãi(x, s, ξ)
def

= ai(x, s, ξ)− ai(x, 0, 0), f̃i(x)
def

= fi(x)− ai(x, 0, 0) äëÿ ì. â. x ∈ Ω (i = 0, n),

ðiâíiñòü (5) ìîæíà çàïèñàòè ç ãi, f̃i çàìiñòü âiäïîâiäíî ai, fi, ïðè÷îìó ãi(x, 0, 0) = 0
(i = 0, n) äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω.

Ââàæàþ÷è, ùî:

4) p0(x) = 2, p1(x) = 2, . . . , pk(x) = 2 äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω (î÷åâèäíî, ùî

p∗0(x) = 2, p∗1(x) = 2, . . . , p∗k(x) = 2 äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω),
øóêàòèìåìî äîäàòêîâi óìîâè íà âèõiäíi äàíi, ïðè ÿêèõ óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çà-

äà÷i (3), (4) iñíó¹ òà ¹äèíèé ó êëàñi �óíêöié ç ïåâíîþ ïîâåäiíêîþ íà íåñêií÷åííîñòi.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ùå òàêi óìîâè:

5) äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω òà áóäü-ÿêèõ s, r ∈ R i ξ, η ∈ R
n

a0(x, s, ξ) =

k∑

i=1

bi(x)ξi + c(x, s, ξ), (6)

äå bi, bi,xi
∈ C(Ω), bi|Γ2 = 0, i = 1, k, i

n∑

i=1

(ai(x, s, ξ) − ai(x, r, η))(ξi − ηi) + (c(x, s, ξ) − c(x, r, η))(s − r) >

> q1(x)

k∑

i=1

|ξi − ηi|
2 + q2(x)|s− r|2, (7)

äå q1, q2 ∈ C(Ω), min
x∈Ωτ

q1(x) > 0 ∀τ > 0,

q2(x) − 2−1
k∑

i=1

bi,xi
(x) > 0 ∀ x ∈ Ω; (8)

6) äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, . . . , k}, ì. â. x ∈ Ω òà áóäü-ÿêèõ s, r ∈ R i ξ, η ∈ R
n

ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü
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|ai(x, s, ξ) − ai(x, r, η)| 6 g1i(x)

k∑

j=1

|ξj − ηj | + g2i(x)|s− r|, (9)

äå g1i, g2i � äåÿêi íåïåðåðâíi òà íåâiä'¹ìíi íà Ω �óíêöi¨, ïðè÷îìó

2
k∑

i=1

(g2i(x))
2 >

k∑

j=1

bj(x)
xj

|x|
∀x ∈ Sτ , ∀τ > 0; (10)

7) iñíó¹ íåïåðåðâíà äîäàòíà �óíêöiÿ A(τ), τ > 0, òàêà, ùî

d1(τ)λ
−1/2(τ) + d2(τ)λ

−1(τ) 6 A(τ) ∀τ > 0 i

+∞∫

0

d z

A(z)
= +∞, (11)

äå d1(τ) = sup
s∈Sτ

( k∑

i=1

g2
1i(s)/(q1(s)h(s))

)1/2

; d2(τ) = sup
s∈Sτ

(( k∑

i=1

g2
2i(s)

)1/2

−
1

2

k∑

i=1

bi
xi

|x|

)
;

λ(τ) = inf
v

{[∫

Sτ

E(v)h d s
][∫

Sτ

v2 d s
]−1}

.

Òóò ií�iìóì áåðåìî ïî âñiõ íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíèõ â îêîëi Sτ �óíêöiÿõ, ÿêi

çàíóëÿþòüñÿ íà ∂Sτ ∩ Γ1; E(v)
def

= q1
k∑

i=1

v2
xi

+ (q2 − 2−1
k∑

i=1

bi,xi
)v2.

Çàóâàæåííÿ 2. Ç óìîâè 6), çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî ïðè ¨¨ âèêîíàííi �óíêöi¨

ai(x, s, ξ), (x, s, ξ) ∈ Ω × R × R
n
, i = 1, k, ÿâíî íå çàëåæàòü âiä çìiííèõ ξk+1, . . . , ξn.

�îçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ çâè÷àéíîãî äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

d τ

dα
= A(τ), τ(0) = 0. (12)

Î÷åâèäíî, ùî ðîçâ'ÿçîê τ(α), α > 0, öi¹¨ çàäà÷i âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ
∫ τ(α)

0
d z

A(z) = α.

Çâiäñè òà óìîâè (11), çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî τ(α) → +∞ ïðè α→ +∞.

Ïðèéìåìî Ωα def

= Ωτ(α), Γα
1

def

= Γ1,τ(α), Γα
2

def

= Γ2,τ(α), S
α def

= Sτ(α),

〈v〉α
def

=(
∫
Ωα E(v) d x)1/2

, α > 0.

Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1)�7). Òîäi çàäà÷à (3), (4) â êëàñi �óíêöié

ç

◦

W 1
p( · ), loc(Ω,Γ1), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

∫

ΩR

E(v) d x = o(1)eR
ïðè R→ +∞, (13)

ìîæå ìàòè íå áiëüøå îäíîãî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó.

Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî l ïðèéìåìî Λl
def

= inf
v

{[∫
Ωl E(v) d x

][∫
Ωl v

2 d x
]−1}

,
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äå ií�iìóì áåðåòüñÿ ïî âñiõ �óíêöiÿõ v ç ïðîñòîðó C1(Ωl), ÿêi äîðiâíþþòü íóëåâi

íà ∂Ωl\Γ2; q1l
def

= min
Ωl

q1(x) > 0.

Òåîðåìà 2. Íåõàé, êðiì óìîâ 1)�7), âèêîíóþòüñÿ ùå äâi óìîâè:

8) äëÿ ì.â. x ∈ Ω i áóäü-ÿêèõ s ∈ R, ξ ∈ R
n

n∑

i=1

ai(x, s, ξ)ξi + c(x, s, ξ)s > q1(x)

k∑

i=1

|ξi|
2 + q2(x)|s|

2 + q3(x)

n∑

i=k+1

|ξi|
pi(x)

äå q3 ∈ L∞(Ω), q3l
def
= ess inf

x∈Ωl
q3(x) > 0 ∀l ∈ N;

9) äëÿ áóäü-ÿêîãî l ∈ N

Λ−1
l

∫

Ωl

|f0(x)|
2 d x+ q−1

1l

∫

Ωl

k∑

i=1

|fi(x)|
2 d x+ q−1

3l

∫

Ωl

n∑

i=k+1

|fi(x)|
p∗

i (x) d x 6 C1e
(1−ε)l,

äå C1, ε > 0 � ñòàëi, ÿêi âiä l íå çàëåæàòü.

Òîäi iñíó¹ óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3), (4), ÿêèé íàëåæèòü êëàñó ¹äè-

íîñòi, âèçíà÷åíîìó â òåîðåìi 1. Öåé ðîçâ'ÿçîê çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó

〈u〉l 6 C2e
(1−ε)l/2, l ∈ N, (14)

äå C2 > 0 � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä C1 i ε.

4. Äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 1. Íåõàé u1, u2 ∈
◦

W 1
p( · ), loc(Ω,Γ1) � �óíêöi¨, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(5) (òîáòî, êîëè âçÿòè u = u1, u = u2) çà óìîâè, ùî supp v ëåæèòü â ΩR∗
, äå

R∗ > 0 � äåÿêå ÷èñëî. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ R1, R2, 0 < R1 < R2 6 R∗, ïðàâèëüíà

íåðiâíiñòü

〈u1 − u2〉R1 6 e(R1−R2)/2〈u1 − u2〉R2 . (15)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {u1m}∞m=1, {u2m}∞m=1 � ïîñëiäîâíîñòi �óíêöié ç ïðîñòîðó

C1
0 (Ω,Γ1), ÿêi çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî äî u1 i u2 çà íîðìîþ 〈 · 〉R∗

, ïðè÷îìó äëÿ

êîæíîãî m ∈ N çâóæåííÿ u1m|ΩR∗ òà u1m|ΩR∗ íàëåæèòü ïðîñòîðó C2(ΩR∗). Ïðèéìå-

ìî w
def

= u1 − u2, wm = u1m − u2m, m ∈ N. Î÷åâèäíî, ùî 〈w − wm〉R∗
→ 0 ïðè

m→ +∞.

Âiäíiìåìî âiä iíòåãðàëüíî¨ òîòîæíîñòi (5), çàïèñàíî¨ äëÿ u1, òó ñàìó òîòîæíiñòü,

àëå çàïèñàíó äëÿ u2. Âèáðàâøè ÿêå-íåáóäü τ ∈ (0, τ(R∗)), ïðèéìåìî â îòðèìàíié

ïiñëÿ âiäíiìàííÿ òîòîæíîñòi v = wmψδ, äå m ∈ N, δ ∈ (0, τ) � äîâiëüíå ÷èñëî,

ψδ � �óíêöiÿ ç ïðîñòîðó C1(Rk), äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ óìîâè: ψδ(x
′) = 1 ïðè

|x′| < τ − δ (òóò i äàëi ïðèéíÿòî ïîçíà÷åííÿ x′ = (x1, . . . , xk)), ψδ(x
′) = 0 ïðè

|x′| > τ i 0 6 ψδ(x
′) 6 1, |∇ψδ(x

′)| 6 C/δ äëÿ âñiõ x′ ∈ R
k
, äå C > 0 � ñòàëà, ÿêà íå

çàëåæèòü âiä τ i δ. Òîäi ìàòèìåìî

∫

Ωτ

[ n∑

i=1

(ai(u1) − ai(u2))(wmψδ)xi
+ (a0(u1) − a0(u2))wmψδ

]
d x = 0. (16)
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Òóò i äàëi âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ

c(v)
def
= c(x, v,∇v), ai(v)

def
= ai(x, v,∇v), i = 0, n. (17)

Ïåðåïèøåìî ðiâíiñòü (16), âðàõîâóþ÷è (6)

Im ≡

∫

Ωτ

[ n∑

i=1

(ai(u1m) − ai(u2m))wm,xi
+ (c(u1m) − c(u2m))wm +

k∑

i=1

biwm,xi
wm

]
d x =

= σmδ(τ) +Gmδ(τ), (18)

äå σmδ(τ) =
∫

Ωτ

[ n∑
i=1

{
(ai(u1m) − ai(u2m))wm,xi

− (ai(u1) − ai(u2))wm,xi
ψδ

}
+

+(a0(u1m) − a0(u2m))wm − (a0(u1) − a0(u2))wmψδ

]
d x,

Gmδ(τ) = −
∫
Ωτ

k∑
i=1

(ai(u1) − ai(u2))wmψδ,xi
d x.

Ïåðåòâîðèìî Gmδ òàê. Äîâèçíà÷èìî ai(ujm) íóëåì ïîçà ΩR∗
i ïðèéìåìî

aiρ(ujm(x))
def

=

∫

Rn

ai(ujm(y))ωρ(x− y) d y, i = 1, k, j = 1, 2,

äå ωρ � ÿäðà óñåðåäíåííÿ, ρ > 0. Òîäi

Gmδ(τ) =

∫

Ωτ

k∑

i=1

[(aiρ(u1m) − ai(u1)) − (aiρ(u2m) − ai(u2))] wmψδ,xi
d x+

+

∫

Ωτ\Ωτ−δ

k∑

i=1

[
(aiρ(u1m)−aiρ(u2m))wm

]

xi

ψδ d x+

∫

Sτ−δ

k∑

i=1

(aiρ(u1m)−aiρ(u2m))wmνids−

−

∫

Sτ

k∑

i=1

(aiρ(u1m) − aiρ(u2m))wm νi d s+

∫

Sτ

k∑

i=1

(aiρ(u1m) − aiρ(u2m))wm νi d s. (19)

Òóò ν = (ν1, . . . , νn) � îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ ùîäî îáëàñòi Ωτ (Ωτ−δ) íîðìàëi

äî Sτ (Sτ−δ), òîáòî νi(x) = xj/|x|, j = 1, n, x ∈ Sτ (Sτ−δ).

Ç óìîâè 6) i íåðiâíîñòi Êîøi � Áóíÿêîâñüêîãî âèïëèâà¹

∫

Sτ

k∑

i=1

(aiρ(u1m) − aiρ(u2m))wm νi d s 6

∫

Sτ

k∑

i=1

|(g1i|∇̃wm| + g2i|wm|)ρ−

−(g1i|∇̃wm| + g2i|wm|)| |wm| |νi| d s+

∫

Sτ

k∑

i=1

(g1i|∇̃wm| + g2i|wm|) |wm| |νi| d s 6
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6

(∫

Sτ

( k∑

i=1

g2
1i

)
|∇̃wm|2 d s

)1/2(∫

Sτ

|wm|2 d s
)1/2

+

∫

Sτ

( k∑

i=1

g2
2i

)1/2

|wm|2 d s+ Lmρ(τ),

(20)

äå Lmρ(τ)
def
=

∫
Sτ

bmρ(s) d s, bmρ(x)
def
=

k∑
i=1

|(g1i|∇̃wm|+g2i|wm|)ρ−(g1i|∇̃wm|+g2i|wm|)|×

× |wm|, ∇̃wm = (wm,x1 , . . . , wm,xk
).

Ïåðåòâîðèìî é îöiíèìî çíèçó ëiâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (18), âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâ-

íiñòü (7) òà �îðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè

Im >

∫

Ωτ

E(wm) d x+
1

2

∫

Sτ

k∑

i=1

bi νiw
2
m d s. (21)

Îòoæ, ç (18) íà ïiäñòàâi (19)�(21), âèêîðèñòîâóþ÷è ââåäåíi â óìîâi 7) ïîçíà÷åííÿ,
îòðèìà¹ìî

∫

Ωτ

E(wm)dx 6

[
d1(τ)λ

−1/2(τ)+d2(τ)λ
−1(τ)

] ∫

Sτ

E(wm)hds+σmδ(τ)+G
∗
mρδ(τ)+Lmρ(τ),

(22)

τ > 0, äå G∗
mρδ � ñóìà âñiõ ÷ëåíiâ ïðàâî¨ ÷àñòèíè (19), çà âèíÿòêîì îñòàííüîãî.

Ïîçíà÷èìî Fm(τ)
def

=
∫
Ωτ
E(wm) d x. Ç (22), âðàõîâóþ÷è óìîâó 7) i (12), ìàòèìåìî

Fm(τ) 6
dF (τ)

dτ

dτ

dα
+ σmδ(τ) +G∗

mρδ(τ) + Lmρ(τ), τ > 0,

çâiäêè

0 6 −Fm +
dFm

dα
+ σmδ +G∗

mρδ + Lmρ. (23)

Äîìíîæèâøè (23) íà e−α
i ïðîiíòåãðóâàâøè îäåðæàíó íåðiâíiñòü çà α âiä R1 äî R2,

îòðèìà¹ìî

Fm(τ(R1)) 6 eR1−R2Fm(τ(R2)) +

R2∫

R1

[σmδ +G∗
mρδ + Lmρ]e

R1−α dα. (24)

Àíàëîãi÷íî ÿê â [1℄ i [14℄ ìîæíà ïîêàçàòè, ùî iíòåãðàë

∫ R2

R1
[σmδ+G

∗
mρδ+Lmρ]e

R1−α dα

ÿê çàâãîäíî ìàëèé, ÿêùî m ∈ N äîñòàòíüî âåëèêå, ρ = ρ(m) > 0 äîñòàòíüî ìàëå i

δ = δ(m, ρ) äîñòàòíüî ìàëå. Âðàõîâóþ÷è çàçíà÷åíå, ç (24) îäåðæèìî îöiíêó (15).

5. Äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Íåõàé u1,

u2 � äâà óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (3), (4), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (13). Òîäi

〈u1 − u2〉R = o(1)eR/2
ïðè R → +∞. Çâiäñè òà ç îöiíêè (15) ìà¹ìî äëÿ äîâiëüíèõ

R1 i R2, R1 < R2, íåðiâíiñòü

〈u1 − u2〉R1 6 γ(R2), (25)
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äå γ(R2) → 0 ïðè R2 → +∞. Ôiêñóþ÷è R1 i ñïðÿìóâàâøè R2 äî +∞, ç (25) îòðè-

ìà¹ìî ðiâíiñòü 〈u1 − u2〉R1 = 0, òîáòî u1 = u2 ìàéæå âñþäè íà ΩR1
. Íà ïiäñòàâi

äîâiëüíîñòi R1 îòðèìà¹ìî, ùî u1 = u2 ìàéæå âñþäè íà Ω. �

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Íåõàé l ∈ N. �îçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó

n∑

i=1

d

dxi
ai(x, ul,∇ul) − a0(x, ul,∇ul) =

n∑

i=1

∂

∂xi
fi(x) − f0(x), x ∈ Ωl, (26)

ul|Γl
1∪Sl = 0,

n∑

i=1

ai(x, ul,∇ul) νi

∣∣
Γl

2
= 0. (27)

Ïiä Ul ðîçóìiòèìåìî ïîïîâíåííÿ ïðîñòîðó �óíêöié ç C1(Ωl), ÿêi çàíóëþþòüñÿ â

îêîëi Γl
1 ∪ S

l
, çà íîðìîþ ïðîñòîðó W 1

p( · )(Ω
l). Î÷åâèäíî, ùî Ul ⊂W 1

p( · )(Ω
l).

Óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (26), (27) íàçèâà¹òüñÿ �óíêöiÿ ul ç ïðîñòîðó Ul,

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü

∫

Ωl

{ n∑

i=1

ai(x, ul,∇ul) vxi
+ a0(x, ul,∇ul) v

}
d x =

∫

Ωl

{ n∑

i=1

fi vxi
+ f0 v

}
d x (28)

äëÿ áóäü-ÿêî¨ �óíêöi¨ v ∈ Ul.

Äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ul çàäà÷i (26), (27) ïðîâîäèòüñÿ

ìåòîäîì �àëüîðêiíà (äèâ., íàïðèêëàä, [8, ñ. 22℄), à éîãî ¹äèíiñòü ëåãêî îòðèìàòè,

âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó 5).
Äëÿ êîæíîãî l ∈ N �óíêöiþ ul ïðîäîâæèìî íóëåì íà Ω, çàëèøèâøè çà öèì

ïðîäîâæåííÿì ïîçíà÷åííÿ ul. Ïîêàæåìî, ùî îòðèìàíà ïîñëiäîâíiñòü {ul}
∞
l=1 ìiñòèòü

ïiäïîñëiäîâíiñòü, ÿêà çáiæíà â ïåâíîìó ñåíñi äî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó (3), (4).

Ñïî÷àòêó îöiíèìî 〈ul〉l. Äëÿ öüîãî ïðèéìåìî â iíòåãðàëüíié òîòîæíîñòi (28)

v = ul. Òîäi, âðàõîâóþ÷è (17), îòðèìà¹ìî

∫

Ωl

{ n∑

i=1

ai(ul)ul,xi
+ a0(ul)ul

}
d x =

∫

Ωl

{ n∑

i=1

fi ul,xi
+ f0 ul

}
d x. (29)

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè íà âèõiäíi äàíi, �îðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè i íåðiâ-

íiñòü Êîøi � Áóíÿêîâñüêîãî, ç (29) ìàòèìåìî

∫

Ωl

{
q1

k∑

i=1

|ul,xi
|2 + (q2 − 2−1

k∑

i=1

bi,xi
)|ul|

2 + q3

n∑

i=k+1

|ul,xi
(x)|pi(x)

}
d x 6

6
ε1
2

∫

Ωl

|ul|
2 d x+

1

2ε1

∫

Ωl

|f0|
2 d x+

ε2
2

∫

Ωl

k∑

i=1

|ul,xi
|2 d x+

1

2ε2

∫

Ωl

k∑

i=1

|fi|
2 d x+

+
ε3
2

∫

Ωl

n∑

i=k+1

|ul,xi
(x)|pi(x) d x+

1

2ε3

∫

Ωl

n∑

i=k+1

|fi(x)|
p∗

i (x) d x, (30)

äå ε1, ε2, ε3 � äîâiëüíi äîäàòíi ñòàëi.
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Ïðèéíÿâøè â íåðiâíîñòi (30) ε1 = 2−1Λl, ε2 = 2−1q1l, ε3 = 2−1q3l, îäåðæèìî

∫

Ωl

{
E(ul) + q3

n∑

i=k+1

|ul,xi
(x)|pi(x)

}
d x 6

6 2Λ−1
l

∫

Ωl

|f0|
2 d x+ 2q−1

1l

∫

Ωl

k∑

i=1

|fi|
2 d x+ 2q−1

3l

∫

Ωl

n∑

i=k+1

|fi(x)|
p∗

i (x) d x.

Çâiäñè òà ç óìîâè 9) âèïëèâà¹ îöiíêà

〈ul〉l 6 C2e
(1−ε)l/2. (31)

Íåõàé m ∈ N � �iêñîâàíå ÷èñëî. Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {ul} ¹ �óíäàìåí-

òàëüíîþ çà íîðìîþ 〈 · 〉m. Âiçüìåìî áóäü-ÿêi íàòóðàëüíi ÷èñëà l, r, ïðè÷îìó l > m.

Ìà¹ìî

〈ul+r − ul〉m 6

r−1∑

i=0

〈ul+i+1 − ul+i〉m. (32)

Îñêiëüêè ul+i+1, ul+i ñïðàâäæóþòü óìîâè ëåìè 1 ïðè R∗ = l + i, òî ç öüîãî òâåð-

äæåííÿ âèïëèâà¹ îöiíêà

〈ul+i+1−ul+i〉m 6 e−1/2〈ul+i+1−ul+i〉m+1 6 . . . 6 e−(l+i−m)/2〈ul+i+1−ul+i〉l+i. (33)

Ç (31) îòðèìà¹ìî

〈ul+i+1 − ul+i〉l+i 6 〈ul+i+1〉l+i+1 + 〈ul+i〉l+i 6 C3e
(1−ε)(l+i)/2, (34)

äå C3 > 0 � ñòàëà, ÿêà âiä l òà i íå çàëåæèòü. Íà ïiäñòàâi (32)-(34) îäåðæèìî

〈ul+r − ul〉m 6

r−1∑

i=0

C3e
m/2e−ε(l+i)/2 6 C4e

(m−εl)/2. (35)

Òóò C4 > 0 � ñòàëà, ÿêà âiä l i r íå çàëåæèòü.
Ç (35) âèïëèâà¹, ùî 〈ul+r − ul〉m → 0 ïðè l → ∞ äëÿ áóäü-ÿêèõ r ∈ N, òîáòî

ïîñëiäîâíîñòi {ul}, {ul,xi
}, i = 1, k, �óíäàìåíòàëüíi â ïðîñòîði L2(Ω

m) äëÿ êîæíîãî

m ∈ N. Òîìó iñíó¹ �óíêöiÿ u ∈ L2, loc(Ω) òàêà, ùî uxi
∈ L2, loc(Ω), i = 1, k, i

ul−→
l→∞

u ñèëüíî â L2, lo(Ω), (36)

ul,xi
−→
l→∞

uxi
ñèëüíî â L2, lo(Ω), i = 1, k. (37)

Íà ïiäñòàâi óìîâè 6) ç (36), (37) ìà¹ìî

ai(ul)−→
l→∞

ai(u) ñèëüíî â L2, lo(Ω), i = 1, k. (38)

Íåõàé R > 0 � äîâiëüíå ÷èñëî, ζ(x′) = ψ1(x
′), x′ ∈ R

k
, äå �óíêöiÿ ψ1 òàêà ñàìà

ÿê ó äîâåäåííi ëåìè 1 ïðè τ = R + 1, δ = 1. Âiçüìåìî â (28) v = ulζ. Íåõàé ÷èñëî
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l0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî l > l0 ìà¹ìî Ωl ⊃ ΩR+1. Òîäi äëÿ l > l0 ïiñëÿ ïðîñòèõ

ïåðåòâîðåíü îòðèìà¹ìî

∫

ΩR+1

[ n∑

i=1

ai(ul)ul,xi
+ a0(ul)ul

]
ζ d x =

∫

ΩR+1

[
f0ul +

n∑

i=1

fiul,xi

]
ζ d x+

+

∫

ΩR+1

k∑

i=1

fi ul ζxi
d x−

∫

ΩR+1

k∑

i=1

ai(ul)ul ζxi
d x. (39)

Îöiíèìî äîäàíêè ðiâíîñòi (39), âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó 8), íåðiâíîñòi Êîøi � Áó-
íÿêîâñüêîãî òà Þíãà. Ó ðåçóëüòàòi, âðàõóâàâøè, ùî |∇ζ| 6 C íà R

k
, ìàòèìåìî

∫

ΩR+1

[
q1(x)

k∑

i=1

|ul,xi
(x)|2+(q2(x)−2−1

k∑

i=1

bi,xi
)|ul(x)|

2+q3(x)

n∑

i=k+1

|ul,xi
(x)|pi(x)

]
ζd x 6

6

∫

ΩR+1

[
|ul|

2 +

k∑

i=1

|ul,xi
|2

]
ζ d x+

∫

ΩR+1

[
|f0(x)|

2 +

k∑

i=1

|fi(x)|
2
]
ζ d x+

+η

∫

ΩR+1

n∑

i=k+1

|ul,xi
(x)|p i(x)ζ d x+ C5(η)

∫

ΩR+1

n∑

i=k+1

|fi(x)|
p∗

i(x)ζ d x+

+C6

∫

ΩR+1

k∑

i=1

{
|ai(ul)|

2 + (1 + |bi(x)|)|ul|
2 + |fi|

2
}
|ζxi

| d x, (40)

äå η > 0 � äîâiëüíà ñòàëà, C5(η) > 0, C6 > 0 � äåÿêi ñòàëi.

Íà ïiäñòàâi (36)�(38) ç (40), âèáèðàþ÷è çíà÷åííÿ η äîñèòü ìàëèì, îäåðæèìî

∫

ΩR

n∑

i=k+1

|ul,xi
(x)|pi(x) d x 6 C7(R). (41)

Òóò C7(R) > 0 � ñòàëà, ÿêà âiä l íå çàëåæèòü. Çãiäíî ç óìîâîþ 2) òà íà ïiäñòàâi (36),

(37) i (41) äëÿ êîæíîãî i = 0, k + 1, . . . , n ìà¹ìî

∫

ΩR

|ai(ul)|
p∗

i(x)d x 6 C8

∫

ΩR

{ k∑

j=1

|ul,xj
|2 +

n∑

j=k+1

|ul,xj
|p j(x) + |ul|

2
}
d x+C9(R) 6 C10(R),

(42)

äå C8, C9(R), C10(R) > 0 � äåÿêi ñòàëi, ÿêi âiä l íå çàëåæàòü (àëå ìîæóòü çàëåæàòè

âiä R).
Ç (36), (37), (41), (42) i óìîâè 1), âðàõóâàâøè ðå�ëåêñèâíiñòü ïðîñòîðiâ

Lpi( · )(ΩR), i = k + 1, n, òà Lp∗

i ( · )(ΩR), i = 0, k + 1, . . . , n, R > 0, îòðèìà¹ìî
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iñíóâàííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi

{
ulj

}∞

j=1
ïîñëiäîâíîñòi

{
ul

}∞

l=1
(çà ÿêîþ çàëèøèìî òå

ñàìå ïîçíà÷åííÿ) òà �óíêöié χi ∈ Lp∗

i( · ), lo
(Ω) i = 0, k + 1, . . . , n, òàêèõ, ùî

ulj,xi
−→
j→∞

uxi
ñëàáêî â Lpi( · ), loc(Ω), i = k + 1, n, (43)

c
(
ulj

)
−→
j→∞

χ0( · ) ñëàáêî â Lp∗

0( · ), lo
(Ω), (44)

ai

(
ulj

)
−→
j→∞

χi( · ) ñëàáêî â Lp∗

i( · ), lo
(Ω), i = k + 1, . . . , n. (45)

Ïîêàæåìî, ùî

χ0 = c(u), (46)

χi( · ) = ai

(
u), i = k + 1, . . . , n. (47)

Íåõàé w ∈W 1
p( · ), lo(Ω), ψ ∈ C1,+

c (Rk). Çãiäíî ç íåðiâíiñòþ (7) ìà¹ìî

∫

Ω

{ n∑

i=1

(
ai(ulj ) − ai(w)

)(
ulj ,xi

− wxi

)
+

+
(
c(ulj ) − c(w)

)(
ulj − w

)
− 2−1

k∑

i=1

bi,xi
(ulj − w)2

}
ψ dx > 0 (48)

äëÿ âñiõ j ∈ N, çâiäêè

∫

Ω

n∑

i=1

ai(ulj )ulj ,xi
ψ dx−

∫

Ω

{ n∑

i=1

(
ai(ulj )wxi

+ ai(w)(ulj ,xi
− wxi

)
)
−

−
(
c(ulj ) − c(w)

)(
ulj − w

)
+ 2−1

k∑

i=1

bi,xi
(ulj − w)2

}
ψ dx > 0 (49)

äëÿ âñiõ j ∈ N.

Âðàõó¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî j ∈ N ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

∫

Ω

{ n∑

i=1

ai(ulj )vxi
+ a0(ulj )v − f0v −

n∑

i=1

fivxi

}
d x = 0 (50)

äëÿ áóäü-ÿêèõ v ∈
◦

W
1
p( · ), (Ω,Γ1) òàêèõ, ùî supp v ëåæèòü â Ωlj

.

Ç ðiâíîñòi (50), âçÿâøè ó íié v = ulj ψ, îòðèìà¹ìî

∫

Ω

n∑

i=1

ai(ulj )ulj ,xi
ψ dx = −

∫

Ω

{
a0(ulj )ulj ψ − f0 ulj ψ−

−

n∑

i=1

fi ulj ,xi
ψ +

k∑

i=1

ai(ulj )ulj ψxi
−

k∑

i=1

fi(x)ulj ψxi

}
d x. (51)
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Ç (49) òà (51) îäåðæèìî

−

∫

Ω

{
a0(ulj )ulj ψ−f0 ulj ψ−

n∑

i=1

fi ulj ,xi
ψ +

k∑

i=1

ai(ulj)ulj ψxi
−

k∑

i=1

fi(x)ulj ψxi

}
d x−

−

∫

Ω

{ n∑

i=1

(
ai(ulj )wxi

+ ai(w)(ulj ,xi
− wxi

)
)
−

−
(
c(ulj ) − c(w)

)(
ulj − w

)
+ 2−1

k∑

i=1

bi,xi
(ulj − w)2

}
ψ dx > 0. (52)

Ïåðåéäåìî â (52) äî ãðàíèöi ïðè j → ∞, âðàõóâàâøè (6), (36), (37), (38), (43),

(44) òà (45). Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

−

∫

Ω

{
(χ0 +

k∑

i=1

biuxi
)uψ − f0 uψ −

n∑

i=1

fi uxi
ψ +

k∑

i=1

ai(u)uψxi
+

−

k∑

i=1

fi(x)uψxi

}
d x−

∫

Ω

{ k∑

i=1

ai(u)wxi
+

n∑

i=k+1

χiwxi
+

n∑

i=1

ai(w)(uxi
− wxi

)−

−(χ0 − c(w))(u − w) + 2−1
k∑

i=1

bi,xi
(u− w)2

}
ψ dx > 0. (53)

Íåõàé ν ∈ N òàêå, ùî supp ψ ⊂ Ωlν
. Ïðèéìåìî ïðè j > ν â ðiâíîñòi (50) v = uψ i

ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè j → ∞, ìàòèìåìî

∫

Ω

{ k∑

i=1

ai(u)uxi
+

n∑

i=k+1

χi uxi

}
ψ dx = −

∫

Ω

{
(χ0 +

k∑

i=1

biuxi
)uψ−

−f0 uψ −

n∑

i=1

fi uxi
ψ +

k∑

i=1

ai(u)uψxi
−

k∑

i=1

fi uψxi

}
d x. (54)

Ç (53) òà (54) îäåðæèìî

∫

Ω

{ k∑

i=1

(ai(w) − ai(u)) (uxi
− wxi

) +

n∑

i=k+1

(ai(w) − χi) (uxi
− wxi

)+

+(c(w) − χ0) (u− w) − 2−1
k∑

i=1

bi,xi
(u− w)2

}
ψ dx 6 0 (55)

äëÿ äîâiëüíîãî w ∈W 1
p( · ), lo(Ω), ψ ∈ C1,+

c (Ω).
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Âçÿâøè â (55) w = u− λg, λ > 0, g ∈W 1
p( · ), lo(Ω), ìàòèìåìî

λ

∫

Ω

{ k∑

i=1

(ai(u− λg) − ai(u)) gxi
+

+

n∑

i=k+1

(ai(u− λg) − χi) gxi
+ (c(u− λg) − χ0)g − 2−1λ

k∑

i=1

bi,xi
g2

}
ψ dx 6 0 (56)

äëÿ äîâiëüíèõ g ∈W 1
p( · ), lo(Ω). Ïîäiëèìî ïðàâó i ëiâó ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (56) íà λ,

i â îòðèìàíié íåðiâíîñòi ñïðÿìó¹ìî λ äî 0. Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî

∫

Ω

{ n∑

i=k+1

(ai(u) − χi) gxi
+ (c(u) − χ0)g

}
ψ dx 6 0 ∀g ∈ W 1

p( · ), lo(Ω). (57)

Ç (57) áåðó÷è ïî ÷åðçi ñïî÷àòêó g(x) = 1, à ïîòiì g(x) = −1, îòðèìà¹ìî (46).

Âðàõóâàâøè (46), ç (57) îäåðæèìî

∫

Ω

n∑

i=k+1

(ai(u) − χi) gxi
ψ dx 6 0 ∀g ∈ W 1

p( · ), lo(Ω). (58)

Îñêiëüêè (58) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ g ∈ W 1
p( · ), lo(Ω), òî âèáèðàþ÷è ñïî÷àòêó

g(x) = xl, l = k + 1, n, à ïîòiì g(x) = −xl, l = k + 1, n, îòðèìà¹ìî (47).

Íåõàé v ∈
◦

W
1
p( · ), (Ω,Γ1). Äëÿ êîæíîãî j > ν, äå ν ∈ N òàêå, ùî supp v ⊂ Ωlν

,

ç îçíà÷åííÿ ulj ìà¹ìî ðiâíiñòü (28). Ïåðåéäåìî â íié äî ãðàíèöi ïðè j → +∞, âðà-

õóâàâøè (6), (37), (38), (44)�(47). Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü (5) äëÿ çàäàíî¨

�óíêöi¨ v. Îñêiëüêè v � äîâiëüíà, i u íàëåæèòü ïðîñòîðó

◦

W
1
p( · ), lo(Ω,Γ1), òî u ¹

óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3), (4). Îöiíêó (14) îäåðæó¹ìî ç (31) i (35) òàê:

〈u〉l 6 〈u − ul〉l + 〈ul〉l = lim
m→∞

〈um − ul〉l + 〈ul〉l 6 C2e
(1−ε)l/2

. �

1. Îëåéíèê Î. À., Èîñè�üÿí �. À. Àíàëîã ïðèíöèïà Ñåí-Âåíàíà è åäèíñòâåííîñòü ðå-

øåíèé êðàåâûõ çàäà÷ â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

//Óñïåõè ìàò. íàóê. � 1976. � Ò. 31. � �6. � Ñ. 142-166.

2. Øèøêîâ À. Å. �àçðåøèìîñòü ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ è

ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ â êëàññàõ �óíêöèé, ðàñòóùèõ

íà áåñêîíå÷íîñòè //Óêð. ìàò. æóðí. � 1995. � Ò. 47. � �2. � Ñ. 277-289.

3. Brezis H. Semilinear equations in R
N

without ondition at in�nity //Appl. Math. and

Optim. � Vol. 12. � 1984. � P. 271-282.

4. Diaz J. I. and Oleinik O. A. Nonlinear ellipti boundary-value problems in unbounded

domains and the asymptoti behaviour of its solution //C. R. Aad. Si. Paris. � Vol. 315,

Serie I. (1992). � P. 787-792.

5. Áîêàëî Ì. Ì., Êóøíið Î. Â. Ïðî êîðåêòíiñòü êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ êâàçiëiíiéíèõ åëiï-

òè÷íèõ ñèñòåì â íåîáìåæåíèõ îáëàñòÿõ //Ìàòåìàòè÷íi ñòóäi¨. � 2005. � Ò. 24. � �1. �

Ñ. 69-82.



118 Îëåíà ÄÎÌÀÍÑÜÊÀ

6. Ìåäâiäü I. Çàäà÷i äëÿ íåëiíiéíèõ åëiïòè÷íèõ i ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü â àíiçîòðîïíèõ

ïðîñòîðàõ //Âiñí. Ëüâiâ. óí-òó. Cåðiÿ ìåõ.-ìàò. � 2005. � Âèï. 64. � Ñ. 149-166.

7. Bendahmane M., Karlsen H. Nonlinear anisotropi ellipti and paraboli equations in R
n

with advetion and lower order terms and loally integrable data //Potential Anal. � Vol. 22

(2002). � P. 207-227.

8. Ëèîíñ Æ.-Ë. Íåêîòîðûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷. � M., 1972.

9. �àåâñêèé Õ., �ðåãåð Ê., Çàõàðèàñ Ê. Íåëèíåéíûå îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ è îïåðàòîð-

íûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ � Ì., 1978.

10. Ëàäûæåíñêàÿ Î. À., Óðàëüöåâà Í. Í. Ëèíåéíûå è êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ýëëèïòè-

÷åñêîãî òèïà. � Ì., 1964.

11. Bernis F. Ellipti and Paraboli Semilinear Problems without Conditions at in�nity //Arh.

Ration Meh. and Anal. � Vol. 106, �3 (1989). � P. 217-241.

12. Antontsev S. and Shmarev S. Ellipti equations and systems with nonstandard growth ondi-

tions: existene, uniqueness and loalization properties of solutions //Nonlinear analysis

Serie A: Theory & Methods. � Vol. 65, �4 (2004). � P. 728-761.

13. Kov�a�ik O., R�akosn

�

ik J. On spaes L
p(x)(Ω) and W

1, p(x)
//Czehosl. Math. J. � Vol. 41,

�4 (1991). � P. 592-618.

14. Áîêàëî Í. Ì. Ýíåðãåòè÷åñêèå îöåíêè ðåøåíèé è îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è

Ôóðüå äëÿ ëèíåéíûõ è êâàçèëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé //Äè��åðåíöèàëü-

íûå óðàâíåíèÿ. � 1994. � Ò. 30. � �8. � Ñ. 1325-1334.

NONLINEAR ELLIPTIC EQUATIONS IN

QUASICYLINDRICAL DOMAIN

Olena DOMANSKA

Ivan Franko National University of L'viv,

79000, L'viv, Universytets'ka Str., 1

It is proved the existene and uniqueness of solutions to boundary problems for

some lass of nonlinear ellipti equations, ontaining linear ellipti equations, given

in unbounded quasiylindri domains under some onditions on the behaviour of

solution and growth of the initial data at in�nity.

Key words: nonlinear ellipti equations, weak solution, general Lebesgue-Sobolev

spaes, quasiylindri domain.
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