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Âèâ÷åíî ñèíãóëÿðíî çáóðåíó ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó äëÿ äè�åðåíöiàëüíîãî

îïåðàòîðà äðóãîãî ïîðÿäêó íà ãåîìåòðè÷íîìó ãðà�i. Öÿ çàäà÷à ìîäåëþ¹ âëàñ-

íi êîëèâàííÿ ñèñòåìè íàòÿãíóòèõ ñòðóí iç çáóðåííÿì ãóñòèíè â îêîëàõ âóçëiâ.

Äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó âëàñíèõ çíà÷åíü i âëàñíèõ �óíêöié çàäà÷i

äëÿ âèïàäêiâ ðåãóëÿðíîãî òà ïîìiðíî ñèíãóëÿðíîãî çáóðåíü ãóñòèíè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ íà ãðà�àõ, ñèíãóëÿðíi çáóðåííÿ,

ïðè¹äíàíi ìàñè, ñïåêòð, âëàñíi çíà÷åííÿ, àñèìïòîòèêà.

Äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ íà ãåîìåòðè÷íèõ ãðà�àõ � íîâà ìàòåìàòè÷íà òåîðiÿ

íà ïîãðàíè÷÷i àíàëiçó, àëãåáðè òà ãåîìåòði¨. �ðà�è òà äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ íà

íèõ âèíèêàþòü ó �içèöi ïðè äîñëiäæåííi êðèñòàëi÷íèõ ñòðóêòóð, ó ìåõàíiöi ïðè

âèâ÷åííi âëàñòèâîñòåé ñêëàäíèõ ìåðåæîïîäiáíèõ êîíñòðóêöié, ó áiîëîãi¨ ïðè ìîäå-

ëþâàííi ðîñòó ðîñëèí i ò. ï. Ç ïîãëÿäó êëàñè÷íî¨ òåîði¨ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,

ìà¹ìî ñïðàâó ç ñèñòåìîþ âåëèêî¨ êiëüêîñòi ðiâíÿíü iç ñêëàäíèìè íåëîêàëüíèìè óìî-

âàìè. Îäíàê iíòåðïðåòàöiÿ òàêèõ ñèñòåì ÿê äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íà ãðà�àõ äà¹

çìîãó äîñëiäíèêîâi âèêîðèñòîâóâàòè øèðîêèé ñïåêòð àëãåáðè÷íèõ òà ãåîìåòðè÷íèõ

ìåòîäiâ i âîäíî÷àñ ïðîñòî �îðìóëþâàòè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè, íàäàþ÷è ¨ì ïðîçîðîãî

�içè÷íîãî ÷è ãåîìåòðè÷íîãî òðàêòóâàííÿ.

Çà òðè îñòàííi äåñÿòèði÷÷ÿ íà ãðà�è àêòèâíî ïåðåíîñèëè ðåçóëüòàòè ÿêiñíî¨ òåî-

ði¨ çâè÷àéíèõ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, âèâ÷àëè ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi òà ¨õíié

çâ'ÿçîê ç ãåîìåòði¹þ ãðà�iâ. Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ó äåÿêèõ àñïåêòàõ ðåçóëüòàòè

äîñëiäæåíü çàäà÷ íà ãðà�àõ ñóòò¹âî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä êëàñè÷íèõ, çîêðåìà ùîäî

êðàòíîñòi ñïåêòðà òà ïèòàííÿ ñàìîñïðÿæåíîñòi îïåðàòîðiâ.

Öÿ ïðàöÿ ¹ îäíèì ç ïåðøèõ äîñëiäæåíü ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ íà

ãðà�àõ ç âèêîðèñòàííÿì àñèìïòîòè÷íîãî àíàëiçó íà òàêèõ ãåîìåòðè÷íèõ îá'¹êòàõ.

Ìîäåëü, ÿêà òóò óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà âèïàäîê ãðà�à çàãàëüíî¨ ñòðóêòóðè, çàïðîïîíó-

âàëà Î. À. Îë¹éíiê [2℄. Éäåòüñÿ ïðî êîëèâíi ñèñòåìè ç ñèëüíî íåðiâíîìiðíèì ðîç-

ïîäiëîì ìàñè. Äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé êîëèâíèõ êîíòèíóóìiâ ç ïðè¹äíàíèìè òà
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çîñåðåäæåíèìè ìàñàìè ïðîâîäèëè ìåõàíiêè òà ìàòåìàòèêè, ïî÷èíàþ÷è ç XVIII ñò.

Íîâi òåõíîëîãi¨, çîêðåìà ïîÿâà êîìïîçèòíèõ ìàòåðiàëiâ, ïðèçâåëè äî âèíèêíåííÿ íî-

âèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ç áiëüø àãðåñèâíîþ çìiíîþ õàðàêòåðèñòèê. Íàïðèêëàä,

öi ìîäåëi äàëè çìîãó îïèñàòè âiäîìèé ç åêñïåðèìåíòiâ å�åêò ëîêàëüíèõ êîëèâàíü â

îêîëi çîíè çáóðåííÿ ìàñè (ìîâîþ ìåõàíiêè � å�åêò ëîêàëiçàöi¨ ðåàêöi¨).

Àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi îäíîâèìiðíèõ êîëèâíèõ ñèñòåì iç ñèíãóëÿðíî çáóðå-

íîþ ãóñòèíîþ, çîêðåìà å�åêò ëîêàëüíèõ êîëèâàíü, äîñëiäæóâàëè â [2℄-[9℄. Ó ïðàöÿõ

[2℄-[3℄ âèâ÷àëè ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi ñòðóíè ç íåðiâíîìiðíèì ðîçïîäiëîì ìàñè. Â

[4℄ ïîáóäîâàíî ïîâíi àñèìïòîòè÷íi ðîçâèíåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü i âëàñíèõ �óíêöié

öi¹¨ çàäà÷i. Â [5℄, [6℄ öi ðåçóëüòàòè áóëè ïåðåíåñåíi íà âèïàäîê äè�åðåíöiàëüíèõ îïå-

ðàòîðiâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó � ìîäåëü ñòåðæíÿ. Ïðè äîñòàòíüî âåëèêîìó ëîêàëüíîìó

çáóðåííi ãóñòèíè â ñèñòåìi, êðiì å�åêòó ëîêàëüíèõ êîëèâàíü, âèíèêàþòü âèñîêî÷àñ-

òîòíi âëàñíi êîëèâàííÿ. �õí¹ iñíóâàííÿ äëÿ ñòðóíè âïåðøå äîâåäåíî â [7℄, à äëÿ

ñòåðæíÿ � ó [8℄. Áàãàòîâèìiðíi çàäà÷i ç ðiçíèìè çáóðåííÿìè ãóñòèíè ìàñè âèâ÷àëè

â [10℄-[17℄. Ç äîâîëi äåòàëüíèì îãëÿäîì ïðàöü, ïðèñâÿ÷åíèõ òàêèì çàäà÷àì, ìîæíà

îçíàéîìèòèñü ó [18℄.

1. �ðà�è òà äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ. Íåõàé Γ(V,E) � ñêií÷åííèé çâ'ÿçíèé
ãðà� ç ìíîæèíîþ V éîãî âåðøèí òà ìíîæèíîþ ðåáåð E. Êîæíå ðåáðî � öå íåâïîðÿä-
êîâàíà ïàðà (ai, aj) åëåìåíòiâ ç V i êàæóòü, ùî âîíî ç'¹äíó¹ âåðøèíè ai òà aj . �åáðî

i äîâiëüíà ç äâîõ âåðøèí, ÿêi âîíî ç'¹äíó¹, íàçèâàþòüñÿ iíöèäåíòíèìè. Äâi âåðøè-

íè � ñóìiæíi, ÿêùî âîíè iíöèäåíòíi äåÿêîìó ðåáðó. Êiëüêiñòü ðåáåð, iíöèäåíòíèõ

âåðøèíi a, íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì öi¹¨ âåðøèíè. �ðà� Γ ¹ çàãàëüíî¨ ñòðóêòóðè � äî-

ïóñêàþòüñÿ ðåáðà-ïåòëi (ai, ai), à òàêîæ êðàòíi ðåáðà, êîëè äâi âåðøèíè ìîæóòü

ç'¹äíóâàòèñÿ êiëüêîìà ðåáðàìè.

Ïiäðîçáèòòÿ ðåáðà (ai, aj) � öå ïîäië öüîãî ðåáðà íîâîþ âåðøèíîþ a íà äâà

� (ai, a) òà (a, aj). �åçóëüòàòîì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi òàêèõ îïåðàöié ¹ ãðà�, ÿêèé

íàçèâà¹òüñÿ ïiäðîçáèòòÿì âèõiäíîãî ãðà�à.

�îçãëÿíåìî äåÿêó ðåàëiçàöiþ ãðà�à Γ â R
3
, ïðè ÿêié êîæíå ðåáðî ¹ ãëàäêîþ

êðèâîþ i ðåáðà íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Íàäàëi íå áóäåìî ðîçðiçíÿòè àáñòðàêòíèé ãðà� i

éîãî ðåàëiçàöiþ � ãåîìåòðè÷íèé ãðà�. Ôóíêöiÿ íà ãðà�i � öå âiäîáðàæåííÿ u : Γ→R.

Íåõàé uγ � çâóæåííÿ u íà ðåáðî γ. Îñêiëüêè çíàê ïîõiäíî¨ �óíêöi¨ çàëåæèòü âiä

íàïðÿìó ïàðàìåòðèçàöi¨ ðåáðà γ, òî äëÿ ãðàíè÷íîãî çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ �óíêöi¨ uγ

íà êiíöi ðåáðà γ ââåäåìî òàêå ïîçíà÷åííÿ:

du

dγ
(a) � êðàéíÿ ïîõiäíà �óíêöi¨ u âçäîâæ ðåáðà γ ó íàïðÿìi âiä âåðøèíè a.

Iíòåãðàë íà ãðà�i âiä �óíêöi¨ u ¹ ñóìîþ iíòåãðàëiâ ïî âñiõ éîãî ðåáðàõ

∫

Γ

u dx =
∑

γ∈E

∫

γ

u ds.

Ââåäåìî ïðîñòîðè: C(Γ) � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ íà ãðà�i Γ �óíêöié; C[Γ] � ïðîñ-
òið �óíêöié íà Γ, ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèõ íà êîæíîìó ðåáði i çàãàëîì íåâèçíà÷åíèõ

Òðàêòóþ÷è ãðà�, ÿê ñèñòåìó ñòðóí ÷è ñòåðæíiâ, ïðèðîäíî ïðèïóñòèòè, ùî ðåáðà ðåàëiçóþòüñÿ

âiäðiçêàìè â R
3
. Îäíàê ìè íå áóäåìî îáìåæóâàòèñÿ ëèøå ìåõàíi÷íîþ iíòåðïðåòàöi¹þ ìîäåëi.
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ó âåðøèíàõ; C{Γ} � ïðîñòið �óíêöié íà Γ, ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèõ íà êîæíîìó ðåáði
i âèçíà÷åíèõ ó âåðøèíàõ ãðà�à, çíà÷åííÿ u(a) �óíêöi¨ u ó âåðøèíi a íå îáîâ'ÿçêîâî
çáiãà¹òüñÿ ç ¨¨ ãðàíè÷íèìè çíà÷åííÿìè uγ(a) âçäîâæ ðåáåð; Cn[Γ] � ïðîñòið �óíêöié,
âñi ïîõiäíi ÿêèõ äî n-ãî ïîðÿäêó íàëåæàòü C[Γ]; Cn(Γ) = Cn[Γ] ∩ C(Γ), âèïàäîê
n = ∞ äîïóñêà¹òüñÿ; L2(Γ) � ïðîñòið Ëåáåãà çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (u, v)0 =

∫

Γ
uv dx

òà íîðìîþ ‖u‖0 =
√

(u, u)0.
Íåõàé ∂Γ � äåÿêà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà âåðøèí, ÿêó íàçèâàòèìåìî ìåæåþ

ãðà�à. Òîäi V = ∂Γ∪J , äå òî÷êè ç J íàçèâàþòüñÿ âíóòðiøíiìè âåðøèíàìè. Îñêiëüêè
öåé ïîäië âiäáóâà¹òüñÿ äîâiëüíî, òî ìíîæèíà ∂Γ çàãàëîì íå çáiãà¹òüñÿ ç ìåæåþ â

òîïîëîãi÷íîìó ñåíñi. Íåõàé C∞

0 (Γ) � ïðîñòið �óíêöié ç C∞(Γ), ùî äîðiâíþþòü íóëþ
ó äåÿêîìó îêîëi ∂Γ. Òîäi H1

0 (Γ) � ïðîñòið Ñîáîë¹âà, îòðèìàíèé ïîïîâíåííÿì C∞

0 (Γ)
çà íîðìîþ ‖u‖1 = (

∫

Γ u
′2 dx)1/2

; (u, v)1 � ñêàëÿðíèé äîáóòîê â H1
0 (Γ). Äëÿ �óíêöié

ç H1
0 (Γ) ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

‖u‖0 6 C ‖u‖1 , max
x∈Γ

|u| 6 C ‖u‖1 .

Ëiíiéíèé äè�åðåíöiàëüíèé îïåðàòîð L íà ãðà�i Γ � öå ñóêóïíiñòü {Lγ}γ∈E ëi-

íiéíèõ äè�åðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ íà ðåáðàõ. Êðàéîâîþ çàäà÷åþ äëÿ ðiâíÿííÿ äðó-

ãîãî ïîðÿäêó Lu = f íà Γ ¹ ñóêóïíiñòü äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó

Lγuγ = fγ íà ðåáðàõ òà óìîâ, çàäàíèõ ó âåðøèíàõ. Öå ìîæóòü áóòè óìîâè Äiðiõëå

u(a) = 0 ÷è óìîâè ñïðÿæåííÿ

uγ1
(a) = uγ2

(a) = · · · = uγr
(a), γi ∈ I(a), i = 1, 2, . . . r, (1)

∑

γ∈I(a)

du

dγ
(a) + h(a)u(a) = 0, (2)

äå h � äåÿêà �óíêöiÿ ç C{Γ}. Òóò i íàäàëi I(a) � ìíîæèíà ðåáåð, iíöèäåíòíèõ

âåðøèíi a. Ìè äîìîâèìîñü, ùî ðåáðî-ïåòëÿ â ìíîæèíó I(a) âõîäèòü äâi÷i, à òîäi

ïiä çíàêîì ñóìè â (2) éîìó âiäïîâiäà¹ äâà äîäàíêè, îñêiëüêè îáèäâà êiíöi ïåòëi

ïðèëÿãàþòü äî a. �iâíîñòi (1) ¹ óìîâîþ íåïåðåðâíîñòi ðîçâ'ÿçêó ó âåðøèíi a, à (2)

� óìîâà áàëàíñó ñèë íàòÿãó, ïîòîêiâ i ò. ï. Êðàéîâó çàäà÷ó âèâ÷àþòü ó êëàñi C2(Γ).
Ïîçàÿê ðîçâ'ÿçîê u ∈ C2(Γ) íåïåðåðâíèé ó âñiõ âåðøèíàõ, òî íàäàëi óìîâè (1) ó

�îðìóëþâàííi êðàéîâèõ çàäà÷ îïóñêàòèìåìî.

Çàóâàæåííÿ 1. Ó �içè÷íèõ ìîäåëÿõ äîäàíîê h(a)u(a) îçíà÷à¹ íàÿâíiñòü çîñåðåäæå-
íîãî �àêòîðà ó âåðøèíi a, íà êøòàëò êîå�iöi¹íòà h(a)δ(x) â äè�åðåíöiàëüíîìó ðiâ-

íÿííi. Òóò δ(x) � �óíêöiÿ Äiðàêà. Äëÿ ñòðóííèõ ñiòîê âåëè÷èíà h(a) ¹ æîðñòêiñòþ
ïðóæíî¨ îïîðè ó âåðøèíi a. Ó ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷àõ óìîâà

∑

γ
du
dγ (a)+λρ(a)u(a) = 0

çàçíà÷à¹ ïðè¹äíàíó ìàñó âåëè÷èíè ρ(a) ó öié âåðøèíi.

Äëÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i íà Γ ìè ââàæàòèìåìî, ùî ∂Γ � öå ìíîæèíà âåðøèí, ó ÿêèõ

çàäà¹òüñÿ óìîâà Äiðiõëå. Òîäi óìîâè (1), (2) çàäàþòüñÿ â óñiõ âåðøèíàõ ç J � âíóò-

ðiøíiõ âåðøèíàõ. Çàóâàæèìî, ùî âåðøèíà b êðàòíîñòi 1 ¹ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ðå-

àëiçàöi¨ ãðà�à ó òîïîëîãi÷íîìó ñåíñi. ßêùî b 6∈ ∂Γ, òî (1), (2) âèðîäæóþòüñÿ â

êðàéîâó óìîâó òðåòüîãî ðîäó

du
dγi

(b)+h(b)u(b) = 0 ÷è óìîâó Íåéìàíà, êîëè h(b) = 0.
Îäíàê çðó÷íî ââàæàòè, ùî âåðøèíà b ¹ âíóòðiøíüîþ. Öi êðàéîâi óìîâè òðàêòóþòü
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ÿê ïðîäîâæåííÿ äè�åðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà çàäà÷i ç ðåáåð íà âíóòðiøíi âåðøèíè.

Ââåäåìî äè�åðåíöiàëüíèé îïåðàòîð [1℄

(

d

dΓ
v′

)

(x) =







v′′(x), x ∈ E,
∑

γ∈I(x)

dv
dγ (x), x ∈ J,

ùî îá'¹äíó¹ äè�åðåíöiàëüíi îïåðàòîðè íà ðåáðàõ i óìîâè ñïðÿæåííÿ ïîõiäíèõ ó âíóò-

ðiøíiõ âåðøèíàõ. Äè�åðåíöiþâàííÿ �óíêöié íà ðåáðàõ ïðîâîäÿòü çà íàòóðàëüíèì

ïàðàìåòðîì êðèâî¨. Çàóâàæèìî, ùî äðóãà ïîõiäíà ¹ iíâàðiàíòíîþ ùîäî íàïðÿìó

ïàðàìåòðèçàöi¨ ðåáðà.

2. Ôîðìóëþâàííÿ çáóðåíî¨ çàäà÷i òà äîïîìiæíi �àêòè. Ñïåêòðàëüíà çà-

äà÷à, ÿêó ìè âèâ÷à¹ìî, ìà¹ ïîäâiéíå çáóðåííÿ � âiä ìàëîãî ïàðàìåòðà çàëåæàòü i

äè�åðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ, i ãåîìåòðè÷íèé ãðà�. �îçïî÷íåìî ç îïèñó çáóðåííÿ ãåî-

ìåòði¨ ãðà�à.

Íåõàé Γ = Γ(V,E) � ãðà�, ðåàëiçîâàíèé â R
3
, V = ∂Γ ∪ J . ×åðåç Γε ïîçíà÷è-

ìî îäíîïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ ðåàëiçàöié ñïåöiàëüíîãî ïiäðîçáèòòÿ ãðà�à Γ, ÿêå çàðàç
îïèøåìî. Ïîáóäó¹ìî ñ�åðè ðàäióñà ε ç öåíòðàìè ó âíóòðiøíiõ âåðøèíàõ Γ. Ïðè
äîñòàòíüî ìàëîìó ε âîíè íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Êîæíà òàêà ñ�åðà ïåðåòèíà¹ ðåáðà,

iíöèäåíòíi ¨¨ öåíòðó, â îäíié òî÷öi, çà âèíÿòêîì ïåòåëü, ÿêi âîíà ïåðåòèíà¹ â äâîõ

òî÷êàõ. Òî÷êè ïåðåòèíó ïîáóäîâàíèõ ñ�åð ç ðåáðàìè ãðà�à Γ i öåíòðè öèõ ñ�åð

íàçâåìî âíóòðiøíiìè âåðøèíàìè ïiäðîçáèòòÿ Γε. Ìíîæèíó âñiõ âåðøèí Γε ïîçíà-

÷èìî ÷åðåç Vε, à ìíîæèíó âíóòðiøíiõ âåðøèí � ÷åðåç Jε. Çðîçóìiëî, ùî J ⊂ Jε i

Vε = ∂Γ ∪ Jε. Äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè a ∈ J ÷åðåç sε(a) ïîçíà÷èìî çiðêîâèé ïiäãðà�,

ùî éîãî âèðiçà¹ ç Γ ñ�åðà ðàäióñà ε ç öåíòðîì ó âåðøèíi a.

�èñ. 1:

Íåõàé ρ � �óíêöiÿ ç C∞{Γ}, ÿêà ¹ äîäàòíîþ íà ðåáðàõ i íàáóâà¹ íóëüîâîãî çíà-

÷åííÿ ó âñiõ âåðøèíàõ. �îçãëÿäàþ÷è ρ íà Γε, ìè äîäàòêîâî âèìàãàòèìåìî, ùîá

âîíà äîðiâíþâàëà íóëþ íà Jε, çáåðiãàþ÷è çà íåþ ïîçíà÷åííÿ ρ. Öÿ �óíêöiÿ ìîäå-

ëþ¹ ãóñòèíó ìàñè íåçáóðåíî¨ ñèñòåìè. Ââåäåìî òàêîæ íåâiä'¹ìíó �óíêöiþ qε êëàñó
C∞

0 {Γε}, ùî äîðiâíþ¹ íóëþ íà Jε ∪ J , à òàêîæ ïîçà âñiìà ïiäãðà�àìè sε(a), a ∈ J .
Íà êîæíié çiðöi sε(a) âîíà ìà¹ çîáðàæåííÿ qε(x) = qa(ε−1(x−a)), äå qa = qa(ξ) � äî-
äàòíà ãëàäêà �óíêöiÿ íà ðåáðàõ ãðà�à s(a) ó äîïîìiæíîìó ïðîñòîði R

3
ξ, à qa(0) = 0.
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�ðà� s(a) îòðèìó¹ìî ç sε(a) çñóâîì, ïðè ÿêîìó âåðøèíà a ïåðåõîäèòü ó ïî÷àòîê

êîîðäèíàò ξ = 0, i ãîìîòåòè÷íèì ðîçòÿãîì ç êîå�iöi¹íòîì ε−1
. Ïîáóäîâàíà �óíêöiÿ

qε áóäå îïèñóâàòè çáóðåííÿ ãóñòèíè â îêîëi âóçëiâ. �îçãëÿíåìî �óíêöiþ

ρε(x, σ) = ρ(x) + ε−σqε(x), x ∈ Γε,

äå σ � äiéñíèé ïàðàìåòð, ÿêèé âèçíà÷à¹ ñèëó çáóðåííÿ. Ìè âèâ÷àòèìåìî àñèìïòî-

òèêó ñïåêòðà êðàéîâî¨ çàäà÷i

d

dΓε
u′ε + λερεuε = 0 íà Γε, uε = 0 íà ∂Γ, (3)

äå λε
� ñïåêòðàëüíèé ïàðàìåòð, à uε � âëàñíà �óíêöiÿ êëàñó C2(Γε).

Â [4℄ äëÿ ìîäåëi ñòðóíè ïîêàçàíî, ùî ¹ ëèøå 5 âèïàäêiâ ÿêiñíî ðiçíî¨ ïîâåäiíêè

ñïåêòðà ùîäî ñèëè çáóðåííÿ: σ < 1, σ = 1, σ ∈ (1, 2), σ = 2 òà σ > 2. Öå çàëèøà¹òüñÿ
ïðàâèëüíèì i äëÿ ìîäåëi íà ãðà�i. Â öié ïðàöi ìè âèâ÷àòèìåìî ïåðøi òðè âèïàäêè.

Îñêiëüêè ïðîñòîðè Ñîáîë¹âà H1
0 (Γ) òà H1

0 (Γε), ÿê ìíîæèíè �óíêöié, çáiãàþòüñÿ,
òî ïîäàìî òàêå âàðiàöiéíå �îðìóëþâàííÿ çàäà÷i (3): çíàéòè ÷èñëî λε

i �óíêöiþ

uε 6≡ 0 ç êëàñó H1
0 (Γ) òàêi, ùî

(uε, ϕ)1 = λε(ρεuε, ϕ)0 (4)

äëÿ âñiõ ϕ ∈ H1
0 (Γ). Òîòîæíiñòü îäåðæó¹ìî çà äîïîìîãîþ �îðìóëè iíòåãðóâàííÿ

÷àñòèíàìè íà ãðà�i Γ

∫

Γ

(

d

dΓ
φ′

)

ψ dx = −
∑

x∈∂Γ

dφ

dγ
(x)ψ(x) −

∫

Γ

φ′ψ′ dx. (5)

Çâåðíåìî óâàãó, ùî öÿ �îðìóëà íå çàëåæèòü âiä îði¹íòàöi¨ ðåáåð. Çàäà÷i (4) âiäïî-

âiäà¹ îïåðàòîð Aε : H1
0 (Γ) → H1

0 (Γ), ïîðîäæåíèé ðiâíiñòþ

(Aεu, v)1 = (ρεu, v)0 (6)

äâîõ áiëiíiéíèõ �îðì äëÿ âñiõ v ∈ H1
0 (Γ). Î÷åâèäíî, âií ¹ ñàìîñïðÿæåíèé êîìïàêò-

íèé i äîäàòíèé. Òî÷êàìè éîãî ñïåêòðà ¹ âåëè÷èíè (λε)−1
, îáåðíåíi äî âëàñíèõ çíà-

÷åíü çàäà÷i (3). Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 öÿ çàäà÷à ìà¹ äèñêðåòíèé äîäàòíèé

ñïåêòð λε
1 < λε

2 6 λε
3 6 · · · 6 λε

k 6 · · · , à ç âëàñíèõ �óíêöié {uε,k}∞k=1 ìîæíà

ñ�îðìóâàòè îðòîíîðìîâàíó áàçó â H1
0 (Γ). Îñêiëüêè íà ðåáðàõ êîå�iöi¹íòè ðiâíÿíü

¹ ãëàäêèìè, òî çãiäíî ç òåîðåìàìè ðåãóëÿðíîñòi âàðiàöiéíå �îðìóëþâàííÿ äà¹ íàì

âëàñíi �óíêöi¨ êëàñó C2(Γε).

Çðîçóìiëî, ùî îïåðàòîð Aε çàëåæèòü òàêîæ âiä σ, i ïðàâèëüíiøå áóëî á ïèñàòè

A(ε, σ). Çáåðiãàþ÷è êîðîòøå ïîçíà÷åííÿ, ìè íàäàëi çàâæäè çàçíà÷àòèìåìî, äëÿ ÿêèõ
çíà÷åíü σ âèâ÷à¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ñiì'¨ Aε ïðè ε→ 0.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ ma =
∫

s(a) qa(ξ) dξ äëÿ âñiõ a ∈ J . Ó âèïàäêó, êîëè â ìîäåëi

σ = 1, âåëè÷èíà ma ¹ ìàñîþ, ùî êîíöåíòðó¹òüñÿ ïîáëèçó âóçëà a.
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Ëåìà 1. Äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè a ∈ J òà äîâiëüíèõ �óíêöié u, v ç ïðîñòîðó H1
0 (Γ)

âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

max
x∈sε(a)

|u(x) − u(a)| 6 c
√
ε ‖u‖1 , (7)

∣

∣

∣ε−1

∫

sε(a)

qεuv dx−mau(a)v(a)
∣

∣

∣ 6 C
√
ε ‖u‖1 ‖v‖1 , (8)

ç íåçàëåæíèìè âiä ε ñòàëèìè c òà C.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé γε � ðåáðî ãðà�à sε(a) äîâæèíè ℓε. Î÷åâèäíî, ùî ℓε = O(ε) ïðè
ε→ 0. Òîäi äëÿ x ∈ γε ìàòèìåìî

|u(x) − u(a)| 6

∫

γε

|u′(s)| ds 6

(

∫ ℓε

0

ds
)1/2(

∫

γε

u′
2
ds

)1/2

6 c
√
ε ‖u‖1 .

Äîâåäåìî îöiíêó (8). Âðàõîâóþ÷è (7), ìà¹ìî

|u(x)v(x) − u(a)v(a)| 6 |u(x)(v(x) − v(a))| + |v(a)(u(x) − u(a))| 6

6 |(v(x) − v(a))| max
Γ

u+ |(u(x) − u(a))| max
Γ

v 6
√
εC ‖u‖1 ‖v‖1 .

Òîäi

∣

∣

∣ε−1

∫

sε(a)

qεuv dx−mau(a)v(a)
∣

∣

∣ 6 ε−1

∫

sε(a)

qε(x)
∣

∣u(x)v(x) − u(a)v(a)
∣

∣ dx 6

6 c
√
ε
(

∫

s(a)

qa(ξ) dξ
)

‖u‖1 ‖v‖1 6 cma

√
ε ‖u‖1 ‖v‖1.

ßê íàñëiäîê ìà¹ìî òàêîæ íåðiâíîñòi äëÿ u, v ∈ H1
0 (Γ)

|(qεu, v)0| 6 c ε ‖u‖1 ‖v‖1 , (9)

∣

∣

∣ε−1(qεu, v)0 −
∑

a∈J mau(a)v(a)
∣

∣

∣ 6 C
√
ε ‖u‖1 ‖v‖1 . (10)

Íàì çíàäîáëÿòüñÿ äåÿêi �àêòè ç òåîði¨ çáóðåíü îïåðàòîðiâ, ÿêi ñ�îðìóëþ¹ìî â

çðó÷íîìó äëÿ íàøèõ ïîòðåá âèãëÿäi. Ó áiëüø çàãàëüíîìó �îðìóëþâàííi ¨õ ìîæíà

çíàéòè â [19℄�[22℄. Íåõàé T � êîìïàêòíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð ó ãiëüáåðòîâîìó

ïðîñòîði H ç íîðìîþ ‖ · ‖.
Îçíà÷åííÿ 1. Êâàçiìîäîþ ç íåâ'ÿçêîþ δ äëÿ îïåðàòîðà T áóäåìî íàçèâàòè òàêó

ïàðó (µ, v) ∈ R ×H, ùî ‖Tv − µv‖ 6 δ i ‖v‖ = 1.

Ëåìà 2. (i) ßêùî (µ, v) � êâàçiìîäà ç íåâ'ÿçêîþ δ äëÿ îïåðàòîðà T , òî iíòåðâàë

[µ− δ, µ+ δ] ìiñòèòü ïðèíàéìíi îäíå âëàñíå çíà÷åííÿ îïåðàòîðà T .
(ii) Íåõàé ET (∆) � ñïåêòðàëüíèé ïðîåêòîð îïåðàòîðà T , ùî âiäïîâiäà¹ iíòåðâàëó
∆ = [µ− α, µ+ α], äå α > 0. Òîäi

‖ET (∆)v − v‖ 6 δα−1.
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Çîêðåìà, êîëè â ∆ ëåæèòü ëèøå îäíå ïðîñòå âëàñíå çíà÷åííÿ îïåðàòîðà T , òî
éîìó âiäïîâiäà¹ òàêà íîðìîâàíà âëàñíà �óíêöiÿ u, ùî ‖u− v‖ 6 2δα−1

.

(iii) Íåõàé (µ, v1), . . . , (µ, vr) � îðòîãîíàëüíà ñiì'ÿ êâàçiìîä äëÿ îïåðàòîðà T ç

íåâ'ÿçêîþ δ, òîáòî (vi, vj)H = 0 ïðè i 6= j. ßêùî rδ < α, òî ñóìàðíà êðàòíiñòü

÷àñòèíè ñïåêòðà îïåðàòîðà T , ùî ëåæèòü â iíòåðâàëi ∆, äîðiâíþ¹ r.

Íåõàé S ùå îäèí êîìïàêòíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð â H . Òîäi, ÿê âiäîìî,

|λk(T ) − λk(S)| 6 ‖T − S‖, (11)

äå λk(T ) i λk(S) � k-òi âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðiâ T i S. ßêùî Sv = µv, òî (µ, v) ¹
êâàçiìîäîþ äëÿ îïåðàòîðà T ç íåâ'ÿçêîþ ‖T − S‖. Íåõàé ES(µ) � îðòîïðîåêòîð íà

âëàñíèé ïiäïðîñòið äëÿ µ, à iíòåðâàë ∆ íå ìiñòèòü iíøèõ òî÷îê ñïåêòðà S, îêðiì µ.
Òîäi

‖ET (∆) − ES(µ)‖ 6 cµ ‖T − S‖, (12)

ùî áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ÷àñòèí (ii), (iii) ëåìè 2.

3. �åãóëÿðíi çáóðåííÿ: âèïàäêè σ < 1 òà σ = 1. �åãóëÿðíèìè íàçèâà¹ìî

òàêi çáóðåííÿ, çà ÿêèõ ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Aε = A(ε, σ) ¹ ðiâíîìiðíî çáiæíîþ. ßê ìè

äîâåäåìî, äëÿ âèïàäêó σ < 1 ãðàíè÷íîþ ¹ çàäà÷à

d

dΓ
u′ + λρu = 0 íà Γ, u = 0 íà ∂Γ, u ∈ C2(Γ) (13)

iç íåçáóðåíîþ ãóñòèíîþ ρ. Ç íåþ àñîöiéîâàíèé ñàìîñïðÿæåíèé, êîìïàêòíèé, äîäàò-

íèé îïåðàòîð B0 : H1
0 (Γ) → H1

0 (Γ), ÿêèé çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (B0u, ϕ)1 = (ρu, ϕ)0
äëÿ âñiõ ϕ ∈ H1

0 (Γ). Íåõàé {λk}∞k=1 � âëàñíi çíà÷åííÿ çàäà÷i (13), ïåðåíóìåðîâàíi ç

âðàõóâàííÿì êðàòíîñòi, à {uk}∞k=1 � âiäïîâiäíi âëàñíi �óíêöi¨. Òîäi ñïåêòð îïåðàòîðà

B0 ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷îê (λk)−1
.

Íåõàé Pλ � îðòîïðîåêòîð â H1
0 (Γ) íà âëàñíèé ïiäïðîñòið, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó

çíà÷åííþ λ çàäà÷i (13), à P ε
λ � îðòîïðîåêòîð íà ïiäïðîñòið, ïîðîäæåíèé âëàñíèìè

�óíêöiÿìè çàäà÷i (3), äëÿ ÿêèõ âëàñíi çíà÷åííÿ λε
ïðÿìóþòü äî λ ïðè ε→ 0.

Òåîðåìà 1. Íåõàé σ < 1. Âëàñíi çíà÷åííÿ çàäà÷i (3) çáiãàþòüñÿ ïðè ε → 0 äî

âëàñíèõ çíà÷åíü çàäà÷i (13), öÿ çáiæíiñòü ¹ ïîíîìåðíîþ i |λε
k − λk| 6 ck ε

1−σ
äëÿ

âñiõ k ∈ N. Êðiì òîãî, ÿêùî λ � âëàñíå çíà÷åííÿ çàäà÷i (13), òî ‖P ε
λ−Pλ‖ 6 Cλ ε

1−σ
.

Òóò ñòàëi ck, Cλ íå çàëåæàòü âiä ε.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Aε ïðè ε → 0 ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî

îïåðàòîðà B0. Ñïðàâäi, äëÿ �óíêöié u, ϕ ∈ H1
0 (Γ), âðàõîâóþ÷è (9), ìà¹ìî

∣

∣

(

(Aε −B0)u, ϕ
)

1

∣

∣ =
∣

∣(ρεu, ϕ)0 − (ρu, ϕ)0
∣

∣ =
∣

∣ε−σ(qεu, ϕ)0
∣

∣ 6 cε1−σ‖u‖1 ‖ϕ‖1,

òîáòî ‖Aε −B0‖ 6 cε1−σ
. Òîäi |(λε

k)−1 − (λk)−1| 6 cε1−σ
çãiäíî ç (11). Çâiäñè ìà¹ìî

|λε
k − λk| 6 c |λε

k| |λk| ε1−σ 6 ck ε
1−σ

, îñêiëüêè λε
k → λk ïðè ε→ 0.

Íåõàé ∆ � îêië âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ, ùî íå ìiñòèòü iíøèõ òî÷îê ñïåêòðà B0. Òîäi

ïðè ìàëîìó ε âñi âëàñíi çíà÷åííÿ Aε, ùî ïðÿìóþòü äî λ, i ëèøå âîíè, íàëåæàòèìóòü
iíòåðâàëó ∆. Îòæå, îöiíêà äëÿ ðiçíèöi ïðîåêòîðiâ P ε

λ , Pλ âèïëèâà¹ ç (12).
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Çàóâàæåííÿ 2. Îòðèìàíi â òåîðåìi îöiíêè ‖P ε
λ − Pλ‖ 6 Cλ ε

1−σ
äëÿ êîæíîãî ç

âëàñíèõ çíà÷åíü λ çàäà÷i (13) ðiâíîñèëüíi ïîíîìåðíié çáiæíîñòi âëàñíèõ �óíêöié

uε,k → uk â H1
0 (Γ) ïðè âiäïîâiäíîìó âèáîði uk. Çðåøòîþ, ‖uε,k − uk‖1 6 Ck ε

1−σ
, à

ç ïðè÷èíè ãëàäêîñòi êîå�iöi¹íòiâ âëàñíi �óíêöi¨ uε,k çáiãàþòüñÿ i â ïðîñòîði C2(Γ).
Öå ñòîñó¹òüñÿ i âèïàäêó, îïèñàíîãî â òåîðåìi 2.

Òåïåð âèâ÷èìî âèïàäîê σ = 1. Íåõàé �óíêöiÿ ρ0 ∈ C∞{Γ} çáiãà¹òüñÿ ç íåçáó-

ðåíîþ ãóñòèíîþ ρ íà ðåáðàõ ãðà�à, àëå ó âíóòðiøíiõ âåðøèíàõ ρ0(a) = ma, a ∈ J .
Â çàóâàæåííi 1 çàçíà÷åíî, ùî òàêà ãóñòèíà îïèñó¹ ïðè¹äíàíi ìàñè âåëè÷èíîþ ma ó

âåðøèíàõ a ∈ J . �îçãëÿíåìî ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó

d

dΓ
v′ + λρ0 v = 0 íà Γ, v = 0 íà ∂Γ, v ∈ C2(Γ), (14)

ÿêié âiäïîâiäà¹ ñàìîñïðÿæåíèé êîìïàêòíèé îïåðàòîð B1 â H1
0 (Γ), âèçíà÷åíèé òàê:

(B1v, ϕ)1 = (ρv, ϕ)0 +
∑

a∈J mav(a)ϕ(a) äëÿ âñiõ ϕ ∈ H1
0 (Γ). Çàíóìåðó¹ìî âëàñíi

çíà÷åííÿ çàäà÷i (14) ç âðàõóâàííÿì ¨õíiõ êðàòíîñòåé: λ1 < λ2 6 λ3 6 · · · 6 λk 6 · · · .
×åðåç Pλ ïîçíà÷èìî îðòîïðîåêòîð â H1

0 (Γ) íà âëàñíèé ïiäïðîñòið, ùî âiäïîâiäà¹

âëàñíîìó çíà÷åííþ λ çàäà÷i (14).

Òåîðåìà 2. Íåõàé σ = 1. Âëàñíi çíà÷åííÿ çàäà÷i (3) çáiãàþòüñÿ ïðè ε → 0 äî

âëàñíèõ çíà÷åíü çàäà÷i (14), öÿ çáiæíiñòü ¹ ïîíîìåðíîþ i |λε
k − λk| 6 ck

√
ε äëÿ

âñiõ k ∈ N. Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ çàäà÷i (14) ñïðàâäæó¹òüñÿ

îöiíêà ‖P ε
λ − Pλ‖ 6 Cλ

√
ε, äå ñòàëi ck, Cλ íå çàëåæàòü âiä ε.

Äîâåäåííÿ. ßê i â äîâåäåííi òåîðåìè 1, äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Aε

ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî îïåðàòîðà B1. Ñêîðèñòàâøèñü íåðiâíiñòþ (10), ìàòèìåìî

∣

∣

(

(Aε −B1)v, ϕ
)

1

∣

∣ =
∣

∣(ρεv, ϕ)0 − (ρv, ϕ)0 −
∑

a∈J

mav(a)ϕ(a)
∣

∣ =

=
∣

∣

∣ε−1(qεv, ϕ)0 −
∑

a∈J

mav(a)ϕ(a)
∣

∣

∣ 6 C
√
ε ‖v‖1 ‖ϕ‖1

äëÿ äîâiëüíèõ �óíêöié u, ϕ ∈ H1
0 (Γ). Çâiäñè ‖Aε −B1‖ 6 C

√
ε.

Îòæå, äëÿ σ < 1 ñïåêòð çàäà÷i (3) ïðÿìó¹ äî ñïåêòðà çàäà÷i ç íåçáóðåíîþ ãóñ-

òèíîþ, îñêiëüêè çàãàëüíà ìàñà, ùî êîíöåíòðó¹òüñÿ â îêîëàõ âíóòðiøíiõ âåðøèí,

áåçìåæíî ìàëà ïðè ε → 0. Ó âèïàäêó σ = 1 çáóðåííÿ ãóñòèíè â îêîëàõ âíóòðiøíiõ

âåðøèí δ-ïîäiáíi, òîìó â ãðàíèöi îòðèìó¹ìî çàäà÷ó (14) ç ïðè¹äíàíèìè ìàñàìè.

4. Ñèíãóëÿðíi çáóðåííÿ: âèïàäîê 1 < σ < 2. Ó öüîìó âèïàäêó ñiì'ÿ îïåðà-

òîðiâ Aε âæå íå ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ ïðè ε→ 0. Ïîçàÿê ‖Aε‖ ¹ òî÷êîþ ñïåêòðà

Aε, òîäi ‖Aε‖−1
¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì çàäà÷i (3), òî ïðèíàéìíi îäíå âëàñíå çíà÷åííÿ

ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè ε → 0. Íàñïðàâäi, ñïåêòð çàäà÷i (3) äiëèòüñÿ íà äâi ÷àñòèíè.

Îäíà ç íèõ ñêëàäà¹òüñÿ çi ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi âëàñíèõ çíà÷åíü, çáiæíèõ äî íóëÿ

(íèæíÿ ÷àñòèíà ñïåêòðà), à äî iíøî¨ íàëåæàòü âëàñíi çíà÷åííÿ, ÿêi ìàþòü äîäàòíi

ãðàíèöi (âåðõíÿ ÷àñòèíà ñïåêòðà).

4.1. �Íåâàãîìi� ãðà�è ç âàæêèìè âóçëàìè.

Ìè äîâåäåìî, ùî íèæíÿ ÷àñòèíà ñïåêòðà ñêëàäà¹òüñÿ ç n âëàñíèõ çíà÷åíü iç âðà-
õóâàííÿì ¨õíüî¨ êðàòíîñòi, äå n � ïîòóæíiñòü ìíîæèíè J . �îçãëÿíåìî ñïåêòðàëüíó
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çàäà÷ó

d

dΓ
w′ + νq0w = 0 íà Γ, w = 0 íà ∂Γ (15)

ç ãóñòèíîþ q0 ∈ C∞{Γ}, ÿêà ¹ âiäìiííîþ âiä íóëÿ ëèøå íà ìíîæèíi J , à ñàìå

q0(a) = ma äëÿ a ∈ J . Òàêà çàäà÷à ìîäåëþ¹ íàäëåãêó ñiòêó ñòðóí ç âàæêèìè âóçëàìè,
êîëè ìàñîþ ðåáåð ìîæíà çíåõòóâàòè ïîðiâíÿíî ç ìàñîþ âóçëiâ.

Îçíà÷åííÿ 2. Ôóíêöiÿ u íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíîþ íà ãðà�i Γ, ÿêùî âîíà íåïåðåðâíà
íà Γ i ¹ ëiíiéíîþ íà êîæíîìó ðåáði â éîãî ïàðàìåòðèçàöi¨ íàòóðàëüíèì ïàðà-

ìåòðîì.

Òóò i íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç b1, b2, . . . , bN âåðøèíè ãðà�à Γ, à âíóòðiøíi

âåðøèíè íàì áóäå çðó÷íî ïîçíà÷àòè iíøèìè ëiòåðàìè � a1, . . . , an. Òóò n < N , áî

J ⊂ V . Äîìîâèìîñÿ òàêîæ, ùî bi = ai äëÿ i = 1, . . . , n.

Ëåìà 3. Ëiíiéíi �óíêöi¨ íà ãðà�i Γ óòâîðþþòü ëiíiéíèé ïðîñòið L(Γ), âèìið-
íiñòü ÿêîãî äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi âåðøèí ãðà�à: dimL(Γ) = N .

Äîâåäåííÿ.Îñêiëüêè ëiíiéíà �óíêöiÿ ℓ íà Γ îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè çíà÷åí-

íÿìè ℓ(b1), . . . , ℓ(bN) ó âåðøèíàõ ãðà�à, òî L(Γ) içîìîð�íèé ïðîñòîðó R
N
.

×åðåç L0(Γ) ïîçíà÷èìî ïiäïðîñòið ëiíiéíèõ �óíêöié íà Γ, ÿêi îáåðòàþòüñÿ â íóëü
íà ∂Γ. Çðîçóìiëî, ùî dimL0(Γ) = n. Âèáåðåìî â L0(Γ) áàçó ç òàêèõ ëiíiéíèõ �óíêöié
ℓ1, . . . , ℓn, ùî ℓi(ai) = 1 òà ℓi(aj) = 0, êîëè i 6= j.

Òåîðåìà 3. Çàäà÷à (15) ìà¹ n = |J | äîäàòíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü iç âðàõóâàííÿì

êðàòíîñòåé, à âëàñíi �óíêöi¨ ¹ ëiíiéíèìè íà Γ i óòâîðþþòü áàçó â ïðîñòîði L0(Γ).

Äîâåäåííÿ. �iâíÿííÿ (15) íà ðåáðàõ ãðà�à ìà¹ âèãëÿä w′′

γ = 0, òîìó áóäü-ÿêèé

íåïåðåðâíèé éîãî ðîçâ'ÿçîê ¹ ëiíiéíîþ �óíêöi¹þ íà Γ. Çàäà÷à (15) ìà¹ îïåðàòîðíå
çîáðàæåííÿ ν T0w − w = 0 ç îïåðàòîðîì T0 â H

1
0 (Γ)

(T0 w, ϕ)1 =
∑

a∈J

maw(a)ϕ(a) äëÿ âñiõ ϕ ∈ H1
0 (Γ). (16)

Öå îïåðàòîð ñêií÷åííîãî ðàíãó. Ñïðàâäi, KerT0 =
{

w ∈ H1
0 (Γ): w = 0 íà J

}

. Ôóíê-

öiÿ f ∈ H1
0 (Γ) ìà¹ îäíîçíà÷íå çîáðàæåííÿ f = f(a1)ℓ1 + · · · + f(an)ℓn + f0, äå

f0 ∈ KerT0. Çâiäñè ImT0 = L0(Γ), òîáòî ðàíã T0 äîðiâíþ¹ n. Òåïåð òâåðäæåííÿ ïðî

áàçó â L0(Γ) ñòà¹ î÷åâèäíèì.

Äî ðå÷i, iñíó¹ ïðîñòèé i êîíñòðóêòèâíèé àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü

i âëàñíèõ �óíêöié çàäà÷i (15). Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ: I∗(a) � ìíîæèíà ðåáåð, ÿêi
¹ iíöèäåíòíèìè âåðøèíi a, àëå íå ¹ ïåòëÿìè; Rij � ìíîæèíà ðåáåð, ùî ç'¹äíóþòü

âåðøèíè ai òà aj . ßêùî w � âëàñíà �óíêöiÿ çàäà÷i (15) ç âëàñíèì çíà÷åííÿì ν, òî
íà ðåáði γ = (bi, bj) âîíà ìà¹ çîáðàæåííÿ wγ(τ) =

(

w(bj) − w(bi)
)

d−1
γ τ + w(bi), äå

dγ � äîâæèíà ðåáðà, à τ � íàòóðàëüíèé ïàðàìåòð, τ ∈ (0, dγ). ßêùî γ ¹ ïåòëåþ,

òî wγ(τ) = wγ(bi), òîáòî w ¹ ñòàëîþ íà ïåòëÿõ. Îòæå, ïîøóê �óíêöi¨ w çâîäèòüñÿ

äî çíàõîäæåííÿ âåêòîðà w = (w(a1), . . . , w(an)) ¨ ¨ çíà÷åíü ó âíóòðiøíiõ âåðøèíàõ,

îñêiëüêè w(bi) = 0 äëÿ i ∈ {n+1, . . . , N} â ñèëó êðàéîâèõ óìîâ. Àëå äè�åðåíöiàëüíå
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ðiâíÿííÿ (15) äëÿ w íà ìíîæèíi J ðiâíîñèëüíå ëiíiéíié àëãåáðè÷íié ñèñòåìi

(C − νM)w = 0. (17)

Òóò M = diag (ma1
, . . . ,man

) � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ, ñêëàäåíà ç ìàñ âóçëiâ, à åëå-

ìåíòè cij êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi C ïîðÿäêó n áóäóþòü çà òàêèìè ïðàâèëàìè:

cii =
∑

γ∈I∗(ai)

1

dγ
, cij = −

∑

γ∈Rij

1

dγ
, êîëè ai òà aj ñóìiæíi,

i cij = 0, êîëè âåðøèíè ai òà aj ñóìiæíèìè íå ¹. �iâíÿííÿ (17) ¹ òàê çâàíîþ óçàãàëü-

íåíîþ çàäà÷åþ íà âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ ν òà w [24℄. Âëàñíi çíà÷åííÿ

ν1, . . . , νn çàäà÷i (15) ¹ êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ det(C − νM) = 0, à çà
âiäïîâiäíèìè âëàñíèìè âåêòîðàìè w1, . . . ,wn áóäóþòü ëiíiéíi âëàñíi �óíêöi¨.

�èñ. 2:

Ïðèêëàä 1. �îçãëÿíåìî ìîäåëü íåâàãîìîãî ãðà�à, çîáðàæåíîãî íà ðèñ. 2. Âií ñêëà-

äà¹òüñÿ ç îäèíè÷íîãî êâàäðàòà íà ÷îòèðüîõ ðîçòÿæêàõ äîâæèíè 1/2. Ó âåðøèíàõ

êâàäðàòà a1, a2, a3, a4, ÿêi ââàæàþòü âíóòðiøíiìè, çîñåðåäæåíî ìàñè âåëè÷èíè m.
Äëÿ òàêîãî ãðà�à ìàòðèöÿ C ìà¹ âèãëÿä

C =









4 −1 0 −1
−1 4 −1 0

0 −1 4 −1
−1 0 −1 4









,

àM = mI, äå I � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó. Òîäi çàäà÷à (17) ìà¹ ÷îòèðè
âëàñíi çíà÷åííÿ � äâà ïðîñòi, à îäíå äâîêðàòíå

ν1 = 2 −→ w1 = (1, 1, 1, 1),

ν2 = ν3 = 4 −→
{

w2 = (−1, −1, 1, 1),

w3 = (−1, 1, 1, −1),

ν4 = 6 −→ w4 = (−1, 1, −1, 1).

�iâíÿííÿ íà J ¹ ñóêóïíiñòþ óìîâ ñïðÿæåííÿ ïåðøèõ ïîõiäíèõ ó âíóòðiøíiõ âåðøèíàõ ãðà�à.



76 Þðié �ÎËÎÂÀÒÈÉ, �åííàäié ��ÀÁ×ÀÊ

Íàãàäà¹ìî, ùî êîîðäèíàòè âëàñíèõ âåêòîðiâ wk � öå çíà÷åííÿ ó âíóòðiøíiõ âåð-

øèíàõ âiäïîâiäíèõ ëiíiéíèõ âëàñíèõ �óíêöié äëÿ íåâàãîìîãî ãðà�à. Öi �óíêöi¨

çîáðàæåíî íà ðèñ. 3.

�èñ. 3:

4.2. Àñèìïòîòèêà íèæíüî¨ ÷àñòèíè ñïåêòðà. Âèâ÷èìî ïîâåäiíêó ïðè ε → 0
ïåðøèõ n âëàñíèõ çíà÷åíü λε

1, . . . , λ
ε
n çàäà÷i (3) òà âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ �óíêöié uε,k,

ÿêi ââàæàòèìåìî íîðìîâàíèìè â H1
0 (Γ).

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: Pν � îðòîïðîåêòîð â H1
0 (Γ) íà âëàñíèé ïiäïðîñòið çàäà÷i

(15), ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ ν; Pε
ν � îðòîïðîåêòîð â H1

0 (Γ) íà ïiäïðîñòið,
ïîðîäæåíèé âëàñíèìè �óíêöiÿìè çáóðåíî¨ çàäà÷i (3) ç òàêèìè âëàñíèìè çíà÷åííÿ-

ìè λε
, ùî ε1−σλε → ν ïðè ε → 0. Íåõàé ν1, . . . , νn � âëàñíi çíà÷åííÿ çàäà÷i (15),

çàíóìåðîâàíi ç âðàõóâàííÿì êðàòíîñòi.

Òåîðåìà 4. Íåõàé σ > 1. Äëÿ âñiõ k = 1, 2, . . . , n âëàñíi çíà÷åííÿ λε
k çàäà÷i (3)

ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè ε→ 0 i âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

|ε1−σλε
k − νk| 6 ckε

θ, θ = min{1/2, σ − 1}.

Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ ν çàäà÷i (15)

‖Pε
ν − Pν‖ 6 Cνε

θ,

à ëiíiéíi âëàñíi �óíêöi¨ w1, . . . , wn öi¹¨ çàäà÷i ìîæíà âèáðàòè òàê, ùî

‖uε,k − wk‖1 6 Lk ε
θ

(18)

äëÿ âñiõ k = 1, . . . , n. Òóò ñòàëi ck, Cν , Lk íå çàëåæàòü âiä ε.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåíîðìó¹ìî ñiì'þ îïåðàòîðiâ Aε, ââiâøè ïîçíà÷åííÿ Tε = εσ−1Aε.

Ñiì'ÿ Tε âæå ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ i ïðè ε→ 0 çáiãà¹òüñÿ â îïåðàòîðíié íîðìi äî

îïåðàòîðà T0. Ñïðàâäi, âèêîðèñòàâøè ðiâíîñòi (6) i (16), ìàòèìåìî

∣

∣

(

(Tε − T0)v, v
)

1

∣

∣ =
∣

∣εσ−1(Aεv, v)1 − (T0v, v)1
∣

∣ 6

6 εσ−1|(ρv, v)0| +
∣

∣

∣
ε−1(qεv, v)0 −

∑

a∈J

mav(a)
2
∣

∣

∣
6 c (εσ−1 +

√
ε) ‖v‖2

1
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äëÿ âñiõ v ∈ H1
0 (Γ). Òóò ìè çàñòîñóâàëè íåðiâíiñòü (10). Îòæå,

‖Tε − T0‖ 6 c εθ. (19)

Ïîçàÿê âåëè÷èíè εσ−1(λε
k)−1

¹ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè îïåðàòîðà Tε, à éîãî âëàñíi

âåêòîðè òàêi ñàìi ÿê ó îïåðàòîðà Aε, òî âñi òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâàþòü iç

îöiíêè íîðì (19) òà íåðiâíîñòåé (11), (12).

Õî÷à â öié ñòàòòi ìè îáìåæèëèñÿ äîñëiäæåííÿì ìîäåëi ïðè σ < 2, îäíàê ðåçóëü-

òàò ïðî ïîâåäiíêó íèæíüî¨ ÷àñòèíè ñïåêòðà çàëèøà¹òüñÿ ïðàâèëüíèì äëÿ âñiõ σ > 1.
Êîëè ìàñà, ùî êîíöåíòðó¹òüñÿ â îêîëi âóçëiâ, íåîáìåæåíî çðîñòà¹ ïðè ε→ 0, òî ïåð-
øi n âëàñíèõ çíà÷åíü çáóðåíî¨ çàäà÷i (3), äå n � êiëüêiñòü âíóòðiøíiõ âåðøèø ãðà�à

Γ, çàâæäè ïðÿìóþòü äî íóëÿ, à âiäïîâiäíi âëàñíi �óíêöi¨ ¹ àñèìïòîòè÷íî áëèçüêèìè
äî ëiíiéíèõ �óíêöié íà Γ. Öi ëiíiéíi �óíêöi¨, òîáòî áàçó w1, . . . , wn ç òåîðåìè, ìîæíà

çíàéòè êîíñòðóêòèâíî, ïîáóäóâàâøè àñèìïòîòè÷íi ðîçâèíåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü λε
k

i âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ �óíêöié uε,k â îêîëi êðàòíîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ ν.
Ïåðåíîðìóâàííÿì ñiì'¨ Aε ìè äîñÿãëè ¨¨ îáìåæåíîñòi â îïåðàòîðíié íîðìi, àëå

âòðàòèëè â ðåçóëüòàòi ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó âñþ ií�îðìàöiþ ïðî �îðìè âëàñíèõ

êîëèâàíü, ùî âiäïîâiäàþòü âåðõíié ÷àñòèíi ñïåêòðà. Öi âëàñíi �óíêöi¨ �çíèêëè� â

ÿäði îïåðàòîðà T0.

4.3. Àñèìïòîòèêà âåðõíüî¨ ÷àñòèíè ñïåêòðà. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ 1 < σ < 2
ðåøòè âëàñíèõ çíà÷åíü âiäîêðåìëåíi âiä íóëÿ ïðè ε→ 0.

Ëåìà 4. Äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè ai ∈ J ãðà�à Γε iñíó¹ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ vε,i ïåðøèõ

n âëàñíèõ �óíêöié çàäà÷i (3), òàêà ùî

|vε,i(ai)| > c òà vε,i(aj) → 0 äëÿ j 6= i

ç äåÿêîþ äîäàòíîþ ñòàëîþ c. Ïðè j 6= i

|vε,i(aj)| 6 Cεθ, θ = min{1/2, σ − 1}. (20)

Äîâåäåííÿ. �àiøå ìè âèêîðèñòîâóâàëè äâi ðiçíi áàçè â ïðîñòîði L0(Γ), ÿêèé ¹ îáðà-

çîì îïåðàòîðà T0. Ïåðøó ç íèõ ïîáóäîâàíî â òåîðåìi 3, à äðóãó � â òåîðåìi 4. Ëiíié-

íà �óíêöiÿ ℓi ç ïåðøî¨ áàçè ¹ âiäìiííîþ âiä íóëÿ ëèøå â îäíié âíóòðiøíié âåðøèíi

ai. Íåõàé ℓi = α1w1 + · · · + αnwn � ¨¨ çîáðàæåííÿ ó áàçi ç òåîðåìè 4. Ïðèéìåìî

vε,i = α1uε,1 + · · · + αnuε,n. Òîäi çãiäíî ç (1) òà (18) ìà¹ìî

max
x∈Γ

|vε,i(x) − ℓi(x)| 6 ‖vε,i − ℓi‖1 6 Cεθ.

Îòæå, ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ vε,i çàäîâîëüíÿ¹ âñi óìîâè ëåìè.

Ëåìà 5. Íåõàé σ ∈ (1, 2]. Òîäi iñíó¹ òàêà äîäàòíà ñòàëà κ, ùî λε
n+1 > κ äëÿ âñiõ

äîäàòíèõ ε.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé uε = uε,n+1 � âëàñíà �óíêöiÿ çàäà÷i (3), ÿêà âiäïîâiäà¹ âëàñ-

íîìó çíà÷åííþ λε
n+1, ‖uε‖1 = 1. Òîäi âîíà îðòîãîíàëüíà â H1

0 (Γ) äî �óíêöi¨ vε,i ç

ïîïåðåäíüî¨ ëåìè, ùî íà ïiäñòàâi òîòîæíîñòi (4) ìîæíà çàïèñàòè òàê: (ρuε, vε,i)0+
+ε−σ(qεuε, vε,i)0 = 0. Îòæå,

ε−σ|(qεuε, vε,i)0| 6 |(ρuε, vε,i)0| 6 C.
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Ïåðåïèøåìî öþ íåðiâíiñòü ó òàêîìó âèãëÿäi:

ε−1
∣

∣

∣

∫

sε(ai)

qεuεvε,i dx+ βε(uε, vε,i)
∣

∣

∣ 6 Cεσ−1, (21)

äå βε(uε, vε,i) =
∑

j
′
∫

sε(aj)
qεuεvε,i dx. Òóò ñóìà áåðåòüñÿ çà âñiìà âíóòðiøíiìè âåðøè-

íàìè, êðiì ai. Âðàõóâàâøè (9) i (20), ìàòèìåìî |βε(uε, vε,i)| 6 Cε1+θ
. Êîìáiíóþ÷è

öþ íåðiâíiñòü ç îöiíêàìè (8), (21), ëåãêî îòðèìàòè, ùî |uε(ai)vε,i(ai)| 6 Cεθ
. Çãiäíî

ç ëåìîþ 4 âåëè÷èíà |vε,i(ai)| ðiâíîìiðíî âiäîêðåìëåíà âiä íóëÿ. Òîìó |uε(ai)| 6 Cεθ
,

i îñòàòî÷íî

max
x∈sε(ai)

|uε(x)| 6 Cεθ
(22)

íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòi (9). Çàóâàæèìî, ùî öÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíî¨

âíóòðiøíüî¨ âåðøèíè ai ∈ J , áî ó ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàííÿõ âåðøèíà áóëà äîâiëüíà.

Òåïåð ç òîòîæíîñòi (4) ìà¹ìî 1 = λε
n+1(ρεuε, uε)0. Îòæå,

(

λε
n+1

)−1
6 |(ρuε, uε)0| + ε−σ|(qεuε, uε)0| 6

6 C‖uε‖2
0 + ε1−σ

∑

a∈J

ma max
sε(a)

|uε|2 6 C1 + C2ε
1−σ+2θ

çãiäíî ç îöiíêàìè (22). Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíüî çàóâàæèòè, ùî

1 − σ + 2θ > 0 ïðè σ ∈ (1, 2], òîáòî âåëè÷èíà (λε
n+1)

−1
¹ îáìåæåíîþ ïðè ε→ 0.

Îòæå, âñi âëàñíi çíà÷åííÿ λε
k çáóðåíî¨ çàäà÷i (3), ïî÷èíàþ÷è ç íîìåðà n + 1,

ðiâíîìiðíî âiäîêðåìëåíi âiä íóëÿ. Ñàìå âîíè ñòàíîâëÿòü âåðõíþ ÷àñòèíó ñïåêòðà.

Äàëi âèâ÷èìî ïîâåäiíêó âëàñíèõ �óíêöié, ÿêi âiäïîâiäàþòü öié ÷àñòèíi ñïåêòðà.

Õàðàêòåðíîþ îçíàêîþ òàêèõ êîëèâàíü ¹ òå, ùî âåëèêi ìàñè, ÿêi êîíöåíòðóþòüñÿ ó

âóçëàõ, ðîáëÿòü öi âóçëè àñèìïòîòè÷íî íåðóõîìèìè.

Ëåìà 6. Íåõàé σ ∈ (1, 2] i k > n. Çíà÷åííÿ êîæíî¨ âëàñíî¨ �óíêöi¨ uε,k ó âñiõ

âíóòðiøíiõ âåðøèíàõ ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè ε → 0. À ñàìå, |uε,k(a)| 6 Ckε
θ
äëÿ

âñiõ a ∈ J .

Äîâåäåííÿ. Íàñïðàâäi âñå âæå äîâåäåíî â ïîïåðåäíié ëåìi. Îöiíêè, ÿêi íàì ïîòðiáíi,

îòðèìàíî äëÿ �óíêöi¨ uε,n+1 (äèâ. íåðiâíîñòi (22)). Ïðè äîâåäåííi ìè âèêîðèñòàëè

ëèøå �àêò, ùî öÿ âëàñíà �óíêöiÿ îðòîãîíàëüíà äî ïåðøèõ n âëàñíèõ �óíêöié. Òîìó
éîãî áåç æîäíèõ çìií ìîæíà ïîâòîðèòè äëÿ êîæíî¨ uε,k ç íîìåðîì, áiëüøèì çà n.

Îòîæ, ïðèðîäíî î÷iêóâàòè, ùî â ãðàíè÷íié çàäà÷i, ÿêà îïèñóâàòèìå àñèìïòîòèêó

âëàñíèõ �óíêöié âåðõíüî¨ ÷àñòèíè ñïåêòðà, âèíèêíóòü óìîâè Äiðiõëå ó êîæíîìó

âóçëi, äå çáóðþ¹òüñÿ ãóñòèíà ìàñè. �îçãëÿíåìî çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííÿ

d

dΓ
u′ + µρu = 0 íà Γ, u = 0 íà V, (23)

äå íàãàäà¹ìî, ùî V � ìíîæèíà óñiõ âåðøèí ãðà�à. Â öié çàäà÷i òðåáà ââàæàòè, ùî

∂Γ = V , òîäi âîíà �àêòè÷íî ñòà¹ ñóêóïíiñòþ êëàñè÷íèõ çàäà÷ Øòóðìà-Ëióâiëëÿ íà

ðåáðàõ ãðà�à Γ

u′′γ(τ) + µργ(τ)uγ(τ) = 0, τ ∈ (0, dγ), uγ(0) = uγ(dγ) = 0.
(24)
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Õî÷à âñi âëàñíi çíà÷åííÿ áóäü-ÿêî¨ iç çàäà÷ (24) ¹ ïðîñòèìè, ñïåêòð çàäà÷i (23) ÿê

äèç'þíêòíå îá'¹äíàííÿ ñïåêòðiâ çàäà÷ (24) ìîæå áóòè êðàòíèì. Ìàêñèìàëüíà êðàò-

íiñòü âëàñíîãî çíà÷åííÿ íå ïåðåâèùó¹ êiëüêîñòi ðåáåð ãðà�à Γ.
Íåõàé µ1 6 µ2 6 · · · 6 µn 6 · · · � âëàñíi çíà÷åííÿ çàäà÷i (23), çàíóìåðîâàíi ç âðà-

õóâàííÿì êðàòíîñòi. Ââåäåìî ïiäïðîñòið H =
{

u ∈ H1(Γ): u(a) = 0 äëÿ âñiõ a ∈ V
}

ïðîñòîðó H1
0 (Γ). Âàðiàöiéíå �îðìóëþâàííÿ çàäà÷i (23) ¹ òàêèì: çíàéòè ÷èñëî µ i

�óíêöiþ u 6= 0 ç êëàñó H òàêi, ùî

(u, ϕ)1 = µ(ρu, ϕ)0, ϕ ∈ H. (25)

Ç íåþ àñîöiéîâàíèé ñàìîñïðÿæåíèé êîìïàêòíèé äîäàòíèé îïåðàòîð T1 : H → H, äiÿ

ÿêîãî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (T1u, ϕ)1 = (ρu, ϕ)0 äëÿ âñiõ ϕ ∈ H.

Äëÿ �óíêöi¨ u ∈ C1(Γ) ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ ga(u) =
∑

γ∈I(a)
du
dγ (a), a ∈ J .

Äîâåäåìî îäíó òåõíi÷íó ëåìó.

Ëåìà 7. Íåõàé µ i v � âëàñíå çíà÷åííÿ i âëàñíà �óíêöiÿ çàäà÷i (23), à ϕ � äîâiëüíà

�óíêöiÿ ç H1
0 (Γ). Òîäi

(v, ϕ)1 − µ(ρv, ϕ)0 =
∑

a∈J

ga(v)ϕ(a), (26)

∣

∣

∣

∣

ε−2

∫

sε(a)

qεvϕ dx

∣

∣

∣

∣

6 C‖ϕ‖1. (27)

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî òàêå: õî÷à ìè òðàêòó¹ìî v ÿê åëåìåíò H1
0 (Γ), öÿ �óíêöiÿ ÿê

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (24) ¹ ãëàäêîþ íà êîæíîìó ðåáði. Òîìó ¨¨ ïîõiäíi

dv
dγ (a), à òîäi i

âåëè÷èíè ga(v), êîðåêòíî âèçíà÷åíi. Ùîá îòðèìàòè (26), òðåáà ïîìíîæèòè ðiâíÿííÿ

(23) íà ϕ i ïðîiíòåãðóâàòè ÷àñòèíàìè çà äîïîìîãîþ �îðìóëè (5). Çðîçóìiëî òàêå:

êîëè ϕ íàëåæèòü ïiäïðîñòîðó H, òî (26) çáiãà¹òüñÿ ç òîòîæíiñòþ (25).

Îñêiëüêè v(a) = 0, òî âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà max
x∈sε(a)

|v(x)| 6 cε. Òîäi

∣

∣

∣

∣

ε−2

∫

sε(a)

qεvϕ dx

∣

∣

∣

∣

6
(

ε−1 max
x∈sε(a)

|v(x)|
)

(

ε−1

∫

sε(a)

qε|ϕ| dx)
)

6 C‖ϕ‖1

âiäïîâiäíî äî (8).

Ëåìà 8. Íåõàé 1 < σ < 2. Êîæíå âëàñíå çíà÷åííÿ λε
k, k > n, âåðõíüî¨ ÷àñòèíè

ñïåêòðà ìà¹ ñêií÷åííó äîäàòíó ãðàíèöþ ïðè ε→ 0 i öÿ ãðàíèöÿ ¹ âëàñíèì çíà÷åí-

íÿì çàäà÷i (23).

Äîâåäåííÿ.Íåõàé λε
� âëàñíå çíà÷åííÿ âåðõíüî¨ ÷àñòèíè ñïåêòðà i λε → µ ïðè ε→ 0.

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî òàêèé �àêò: ÿêùî uε � âiäïîâiäíà ïîñëiäîâíiñòü íîðìîâàíèõ

âëàñíèõ �óíêöié i uε → u ñëàáêî â H1
0 (Γ), òî u ¹ âëàñíîþ �óíêöi¹þ çàäà÷i (23) ç

âëàñíèì çíà÷åííÿì µ. Íàðàçi ïîêàæåìî, ùî ãðàíè÷íà �óíêöiÿ u âiäìiííà âiä íóëÿ.

Âèêîðèñòà¹ìî òîòîæíiñòü (4)

(ρuε, uε)0 + ε−σ(qεuε, uε)0 =
1

λε
. (28)
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Äëÿ âëàñíèõ �óíêöié âåðõíüî¨ ÷àñòèíè ñïåêòðà âèêîíóþòüñÿ îöiíêè (22), òîìó

ε−σ(qεuε, uε)0 6 cε1−σ
∑

a∈J

max
x∈sε(a)

|uε(x)|2
(

ε−1

∫

sε(a)

qε dx
)

6 cε1−σ+2θ
∑

a∈J

ma.

Êðiì òîãî, 1−σ+2θ > 0 äëÿ σ ∈ (1, 2). Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü uε ¹ çáiæíîþ â L2(Γ),
òî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä â (28) äà¹ (ρu, u)0 = (µ)−1 > 0. Îòæå, �óíêöiÿ u ¹ íåíóëüîâîþ.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà äîâåñòè, ùî ε−σ(qεuε, ϕ) → 0 äëÿ äîâiëüíî¨ �óíêöi¨ ϕ ç ïiä-

ïðîñòîðó H i σ ∈ (1, 2). Òîìó ùå ðàç ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi â (28), òåïåð âæå äëÿ

ϕ ∈ H, îòðèìà¹ìî, ùî u çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü (25). Çãiäíî ç ëåìîþ 6 �óíêöiÿ u
íàëåæèòü H, òîìó ¹ âëàñíîþ �óíêöi¹þ çàäà÷i (23) ç âëàñíèì çíà÷åííÿì µ.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêå âëàñíå çíà÷åííÿ λε
k íå ìà¹ ãðàíèöi ïðè ε→ 0

α = lim
ε→0

λε
k < lim

ε→0
λε

k = β.

Îñêiëüêè λε
k ¹ íåïåðåðâíîþ �óíêöi¹þ ìàëîãî ïàðàìåòðà, òî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè λ ç

iíòåðâàëó [α, β] çíàéäåòüñÿ ïiäïîñëiäîâíiñòü {λε′} ⊂ {λε
k} âëàñíèõ çíà÷åíü òà âiäïî-

âiäíèõ âëàñíèõ �óíêöié {uε′} òàêèõ, ùî λε′ → λ òà uε′ → u, äå u 6= 0. Òîäi çãiäíî ç
äîâåäåíèì, ÷èñëî λ ¹ òî÷êîþ ñïåêòðà çàäà÷i (23). Îòæå, âåñü iíòåðâàë [α, β] ïîâèíåí
ìiñòèòèñÿ â öüîìó ñïåêòði, ùî íåìîæëèâî.

Íåõàé Pµ � îðòîïðîåêòîð â H1
0 (Γ) íà âëàñíèé ïiäïðîñòið, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó

çíà÷åííþ µ çàäà÷i (23), à P ε
µ � îðòîïðîåêòîð íà ïiäïðîñòið, ïîðîäæåíèé âëàñíèìè

�óíêöiÿìè çàäà÷i (3), äëÿ ÿêèõ âëàñíi çíà÷åííÿ λε
ïðÿìóþòü äî µ ïðè ε→ 0.

Òåîðåìà 5. Íåõàé 1 < σ < 2. Âëàñíi çíà÷åííÿ âåðõíüî¨ ÷àñòèíè ñïåêòðà çàäà÷i (3)
çáiãàþòüñÿ ïðè ε → 0 äî âëàñíèõ çíà÷åíü çàäà÷i (23), öÿ çáiæíiñòü ¹ ïîíîìåðíîþ

â òîìó ñåíñi, ùî

|λε
k − µk−n| 6 ck ε

ω, ω = min{σ − 1, 2 − σ} (29)

äëÿ âñiõ k = n+ 1, n+ 2, . . . . Êðiì òîãî, ÿêùî µ � âëàñíå çíà÷åííÿ çàäà÷i (23), òî

‖P ε
µ − Pµ‖ 6 Cµ ε

ω, (30)

à âëàñíi �óíêöi¨ u1, u2, . . . öi¹¨ çàäà÷i ìîæíà âèáðàòè òàê, ùî

‖uε,k − uk−n‖1 6 Lk ε
ω

(31)

äëÿ âñiõ k > n. Òóò ñòàëi ck, Cµ, Lk íå çàëåæàòü âiä ε.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè a ∈ J ââåäåìî �óíêöiþ-çðiçêó ζa ∈ C∞

0 (Γ) òàêó, ùî
ïðè äîñòàòíüî ìàëîìó ε âîíà äîðiâíþ¹ îäèíèöi íà çiðêîâîìó ïiäãðà�i sε(a) i íóëþ
ïîçà äåÿêèì éîãî îêîëîì. Ïðè÷îìó öåé îêië íå ìiñòèòü æîäíî¨ iíøî¨ âåðøèíè ãðà�à

Γ, îêðiì a. Íåõàé µ � âëàñíå çíà÷åííÿ çàäà÷i (23) ç âëàñíîþ �óíêöi¹þ v, ‖v‖1 = 1.

Äëÿ öi¹¨ ïàðè ïîáóäó¹ìî �óíêöiþ íà Γ ψ(x) =
∑

a∈J
ga(v)
µ ma

ζa(x), ïðèçíà÷åííÿì ÿêî¨ ¹

âiäêîðèãóâàòè âëàñíó �óíêöiþ v òàê, ùîá âîíà ñòàëà êâàçiìîäîþ äëÿ îïåðàòîðà Aε.

�îçãëÿíåìî �óíêöiþ wε = v+εσ−1ψ i ïîêàæåìî, ùî ïàðà (µ−1, wε) ¹ êâàçiìîäîþ äëÿ
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îïåðàòîðà Aε ç íåâ'ÿçêîþ c εω
. Çàóâàæèìî, ùî ‖wε‖1 = 1 + O(εσ−1). Äëÿ äîâiëüíî¨

�óíêöi¨ ϕ ∈ H1
0 (Γ) ìà¹ìî

(Aεwε − µ−1wε, ϕ)1 = (ρwε, ϕ)0 + ε−σ(qεwε, ϕ)0 − µ−1(wε, ϕ)1 =
[

(ρv, ϕ)0−
− µ−1(v, ϕ)1 + ε−1(qεψ, ϕ)0

]

+ ε−σ(qεv, ϕ)0 + εσ−1
[

(ρψ, ϕ)0 − µ−1(ψ, ϕ)1
]

. (32)

Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ âèãëÿäîì �óíêöié ψ òà ζa. Òîäi çãiäíî ç (10) ε−1(qεψ, ϕ)0 =
= 1

µ

∑

a∈J ga(v)ϕ(a) + αε(ϕ), äå |αε(ϕ)| 6 c0
√
ε. Âðàõóâàâøè (26), îòðèìà¹-

ìî

∣

∣µ−1(v, ϕ)1 − (ρv, ϕ)0 − ε−1(qεψ, ϕ)0
∣

∣ 6 c1
√
ε ‖ϕ‖1. Êðiì òîãî, çãiäíî ç (27)

|ε−σ(qεv, ϕ)0| 6 ε2−σ
∑

a∈J |ε−2
∫

sε(a) qεvϕ dx| 6 c2ε
2−σ‖ϕ‖1. Îòæå, îñòàòî÷íî ç

ðiâíîñòi (32) ìà¹ìî

∣

∣(Aεwε − µ−1wε, ϕ)1
∣

∣ 6 (c1
√
ε+ c2ε

2−σ + c3ε
σ−1)‖ϕ‖1 6 cεω‖ϕ‖1,

òîáòî

∥

∥Aεwε − µ−1wε

∥

∥

1
6 c εω

, à ïàðà (µ−1, wε) ¹ êâàçiìîäîþ äëÿ îïåðàòîðà Aε.

Íåõàé òåïåð µ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì êðàòíîñòi r. Âèáåðåìî îðòîíîðìîâàíó áàçó

v1, . . . , vr â éîãî âëàñíîìó ïiäïðîñòîði. Äîâåäåíå ñòîñó¹òüñÿ äîâiëüíî¨ âëàñíî¨ �óíê-

öi¨ v, òîìó (ν−1, v1 + εσ−1ψ1), . . . , (ν
−1, vr + εσ−1ψr) � îðòîãîíàëüíà ñiì'ÿ êâàçiìîä

äëÿ îïåðàòîðà Aε ç íåâ'ÿçêîþ cεω
. Âèáåðåìî äîäàòíå ÷èñëî α òàê, ùîá iíòåðâàë

∆ = [ν−1 − α, ν−1 + α] íå ìiñòèâ âiäìiííèõ âiä ν−1
òî÷îê ñïåêòðà îïåðàòîðà T1.

Òåïåð çâåðíóâøèñü äî ëåìè 2, ìîæíà çðîáèòè äâà âèñíîâêè. Ïî-ïåðøå, äëÿ çíà÷åíü

ε òàêèõ, ùî rcεω < α, iñíó¹ ñàìå r (iç âðàõóâàííÿì êðàòíîñòi) âëàñíèõ çíà÷åíü

(λε
k)−1

îïåðàòîðà Aε, ùî ëåæàòü â iíòåðâàëi ∆, à òàêîæ |(λε
k)−1 − ν−1| 6 cεω

. Çâiäñè,

à òàêîæ ç ëåìè 8 âèïëèâà¹ ïîíîìåðíà çáiæíiñòü λε
k → νk−n òà îöiíêè (29) äëÿ âñiõ

k > n. Ïî-äðóãå, ‖EAε
(∆)vj − vj‖ 6 cα−1εω

äëÿ j = 1, . . . , r, çâiäêè âèïëèâà¹ (30), à

ïðè íàëåæíîìó âèáîði áàçè â ïðîñòîði L0(Γ) òàêîæ i ïîíîìåðíà çáiæíiñòü âëàñíèõ

�óíêöié (31).

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äëÿ íèæíüî¨ òà âåðõíüî¨ ÷àñòèí ñïåêòðà ìîæíà ïî¹äíàòè

òàê. Îñêiëüêè H1
0 (Γ) = L0(Γ)⊕H, òî îïåðàòîðó Aε ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü

ìàòðè÷íèé îïåðàòîð Aε, ÿêèé äi¹ íà öié ïðÿìié ñóìi

Aε =

(

Aε
11 Aε

12

Aε
21 Aε

22

)

.

Ìè �àêòè÷íî äîâåëè, ùî Aε àñèìïòîòè÷íî áëèçüêèé äî äiàãîíàëüíîãî îïåðàòîðà

Tε =

(

ε1−σT0 0
0 T1

)

,

ÿêèé õî÷à i çàëåæèòü âiä ε, àëå öÿ çàëåæíiñòü ¹ êîíñòðóêòèâíîþ. Íàïðèêëàä, äëÿ

σ ∈ (1, 3/2] öþ àñèìïòîòè÷íó áëèçüêiñòü òðåáà ðîçóìiòè òàê. Õî÷à îáèäâi ñiì'¨ îïå-

ðàòîðiâ Aε òà Tε íå ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíi ïðè ε→ 0, ïðîòå öå ïðàâèëüíî äëÿ ¨õíüî¨
ðiçíèöi, à ñàìå ‖Aε − Tε‖ 6 M . Äëÿ áiëüøèõ σ íîðìà ‖Aε − Tε‖ íåîáìåæåíî çðîñòà¹
ïðè ε → 0, àëå ïîðÿäîê ¨¨ ðîñòó äîðiâíþ¹ 3/2 − σ, ùî ìåíøå âiä 1 − σ � ñòåïåíÿ

çðîñòàííÿ íîðì îïåðàòîðiâ Aε òà Tε.
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We study a singular perturbed boundary value problem for se
ond order dif-

ferential operator on a geometri
al graph. A network of �exible strings 
onne
ting

by heavy nodes is 
onsidered. We investigate the asymptoti
 behavior of eigenvalues

and eigenspa
es of the problem with perturbed mass density. The spe
tral properties

of networks with very light, light and heavy bindings are des
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