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Òåîðåìè Ñ. Øàõà i Ì.Ì. Øåðåìåòè ïðî öiëi �óíêöi¨ ç îäíîëèñòèìè â îäè-

íè÷íîìó êðóçi ïîõiäíèìè óçàãàëüíåíî äëÿ öiëèõ �óíêöié ç p-ëèñòèìè ïîõiäíè-

ìè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: öiëi �óíêöi¨, àíàëiòè÷íi â îäèíè÷íîìó êðóçi �óíêöi¨, p-ëèñòi

�óíêöi¨.

1. Äîñëiäæóþ÷è öiëi �óíêöi¨ ç îäíîëèñòèìè â îäèíè÷íîìó êðóçi D = {z : |z| < 1}
ïîõiäíèìè, Ñ. Øàõ [1℄ äîâiâ òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà A. ßêùî �óíêöiÿ f(z) = z +
∞
∑

k=2

fkzk
i âñi ¨¨ ïîõiäíi àíàëiòè÷íi é îäíî-

ëèñòi â D, òî f � öiëà �óíêöiÿ åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó.

Òîé ñàìèé àâòîð â [1℄ âèñëîâèâ òàêå ïðèïóùåííÿ.

�iïîòåçà 1. Íåõàé (nk) � çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, à �óíêöiÿ

f i âñi ¨¨ ïîõiäíi f (nk)
àíàëiòè÷íi i îäíîëèñòi â êðóçi D. ßêùî

∞
∑

k=1

1

nk
= +∞, òî f

� öiëà �óíêöiÿ.

Öþ ãiïîòåçó ñïðîñòóâàâ Ì.Ì. Øåðåìåòà [2℄, ÿêèé äîâiâ [2℄�[3℄ òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà B. Íåõàé (nj) � çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë i n0 = 0.
Äëÿ òîãî, ùîá äëÿ êîæíî¨ àíàëiòè÷íî¨ â D �óíêöi¨ f ç îäíîëèñòîñòi â D âñiõ

ïîõiäíèõ f (nj)
âèïëèâàëî, ùî f � öiëà �óíêöiÿ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ïîñëi-

äîâíiñòü (nj) çàäîâîëüíÿëà óìîâó

lim
j→∞

{

lnnj −
1

nj

j
∑

s=1

(ns − ns−1) ln(ns − ns−1)

}

= +∞. (1)

Ìåòà íàøî¨ ïðàöi � ïîêàçàòè, ùî òåîðåìè À (Ñ. Øàõà) i B (Ì.Ì. Øåðåìåòè)

çàëèøàþòüñÿ ïðàâèëüíèìè i äëÿ �óíêöié ç p-ëèñòèìè ó ñåðåäíüîìó ïîõiäíèìè.
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2. Óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Ñ. Øàõà. Íåõàé �óíêöiÿ f(z) =
∞
∑

k=0

fkzk
àíàëi-

òè÷íà â êðóçi D = {z : |z| < 1}, à n(w) � êiëüêiñòü êîðåíiâ ðiâíÿííÿ f(z) = w â

öüîìó êðóçi. Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ p-ëèñòîþ (p ∈ N) â D, ÿêùî n(w) ≤ p äëÿ âñiõ

w ∈ C i n(w0) = p äëÿ äåÿêîãî w0 ∈ C.

ßê i â [4, 
. 26, 33℄ ïðèéìåìî

p(ρ) =
1

2π

2π
∫

0

n(ρeiθ)dθ

i

W (R) =

R
∫

0

p(ρ)d(ρ2) =
1

π

2π
∫

0

R
∫

0

n(ρeiθ)ρdρdθ.

ßêùî W (R) ≤ pR2 (p > 0) äëÿ âñiõ R ∈ (0, +∞), òî f íàçèâà¹òüñÿ ó ñåðåäíüîìó

p-ëèñòîþ â êðóçi D. Çðîçóìiëî òàêå: ÿêùî �óíêöiÿ f ¹ p-ëèñòîþ â êðóçi D, òî âîíà

â öüîìó êðóçi ¹ ó ñåðåäíüîìó p-ëèñòîþ. Ç iíøîãî áîêó, iñíóþòü (äèâ., íàïðèêëàä, [4,

ñ. 48℄) p-ëèñòi ó ñåðåäíüîìó �óíêöi¨, ÿêi íå ¹ p-ëèñòèìè.
Âiäîìî [4, 
. 65℄ òàêå: ÿêùî f ¹ ó ñåðåäíüîìó p-ëèñòîþ �óíêöi¹þ â D, òî äëÿ âñiõ

k ∈ N ïðàâèëüíi îöiíêè

|fk| ≤











Qpµpk
2p−1, p > 1/4,

Qp|f0|k−1/2 ln (k + 1), p = 1/4,

Qp|f0|k−1/2 ln1/2 (k + 1), 0 < p < 1/4,

äå Qp = (p + 2)23p−1 exp{pπ2 + 1/2} i µp = max{|aν | : ν ≤ p}. Çðîçóìiëî, ÿêùî
�óíêöiÿ f ó ñåðåäíüîìó p1-ëèñòà i p ≥ p1, òî f ¹ ó ñåðåäíüîìó p-ëèñòîþ. Òîìó
ìîæåìî ââàæàòè, ùî p ∈ N i âèêîðèñòîâóâàòè òiëüêè ïåðøó ç íàâåäåíèõ îöiíîê,

òîáòî

|fk| ≤ Qp max{|aν | : ν ≤ p}k2p−1 (k ≥ 1). (2)

Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ îöiíêó, ñïî÷àòêó äîâåäåìî òàêå óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè

Ñ. Øàõà.

Òåîðåìà 1. ßêùî àíàëiòè÷íà â D �óíêöiÿ f i âñi ¨¨ ïîõiäíi ó ñåðåäíüîìó p-ëèñòi
�óíêöi¨ â D, òî f � öiëà �óíêöiÿ åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïîõiäíà

f (n)(z) =

∞
∑

k=0

(n + k)!

k!
fn+kzk

¹ ó ñåðåäíüîìó p-ëèñòîþ â D �óíêöi¹þ, òî ç îãëÿäó íà íåðiâíiñòü (2) ìà¹ìî

(n + k)!

k!
|fn+k| ≤ Qpk

2p−1 max

{

(ν + n)!

ν!
|fν+n| : ν ≤ p

}

=
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= Qpk
2p−1 max

{

(n + p)!

p!
|fn+p|,

(n + p − 1)!

(p − 1)!
|fn+p−1|, . . . ,

n!

0!
|fn|

}

.

Çâiäñè äëÿ k = p + 1 îòðèìó¹ìî

|fn+p+1| ≤ Qp(p + 1)2p−1(p + 1)! max

{ |fn+p|
n + p + 1

,
|fn+p−1|

(n + p + 1)(n + p)
, . . . ,

|fn+1|
(n + p + 1) . . . (n + 2)

,
|fn|

(n + p + 1) . . . (n + 1)

}

.

Îòæå, äëÿ âñiõ k ≥ p

|fk+1| ≤
Bp

k + 1
max

{

|fk|,
|fk−1|

k
, . . . ,

|fk−p+1|
k . . . (k − p + 2)

,
|fk−p|

k . . . (k − p + 1)

}

,

äå Bp = Qp(p+1)2p−1(p+1)! Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ íåðiâíiñòü, iíäóêòèâíî îòðèìó¹ìî

|fk+1| ≤
Bp

k + 1
max

{

Bp

k
max

{

|fk−1|,
|fk−2|
k − 1

, . . . ,
|fk−1−p|

(k − 1) . . . (k − p)

}

,

|fk−1|
k

, . . . ,
|fk−p+1|

k . . . (k − p + 2)
,

|fk−p|
k . . . (k − p + 1)

}

=

=
B2

p

(k + 1)k
max

{

|fk−1|,
|fk−2|
k − 1

, . . . ,
|fk−1−p|

(k − 1) . . . (k − p)

}

≤ · · · ≤

≤
Bk−p+1

p

(k + 1)k . . . (p + 1)
max

{

|fp|,
|fp−1|

p
, . . . ,

|f1|
p!

,
|f0|
p!

}

= Cp

Bk
p

(k + 1)!
,

äå Cp = 
onst > 0. Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî f � öiëà �óíêöiÿ åêñïîíåí-

öiàëüíîãî òèïó, ÿêèé íå ïåðåâèùó¹ Bp. Òåîðåìó 1 äîâåäåíî.

3. Àíàëîã òåîðåìè Ì. Øåðåìåòè. Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî íå âñi f (n)
ó ñå-

ðåäíüîìó p-ëèñòi �óíêöi¨ â D, àëå iñíó¹ çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü (nj) òàêà, ùî âñi

f (nj)
ó ñåðåäíüîìó p-ëèñòi �óíêöi¨ â D. Ââàæàòèìåìî, ùî n0 = 0. Òîäi, ÿê áóëî

ïîêàçàíî âèùå, äëÿ âñiõ k ≥ 1 i j ≥ 0

|fnj+k| ≤ Qp
k2p−1k!

(nj + k)!
max

{

(nj + ν)!

ν!
|fnj+ν | : ν ≤ p

}

. (3)

Çîêðåìà,

|fnj+ν | = |fnj−1+nj−nj−1+ν | ≤ Qp
(nj − nj−1 + ν)2p−1(nj − nj−1 + ν)!

(nj + ν)!
×

× max
0≤µ≤p

{

(nj−1 + µ)!

µ!
|fnj−1+µ|

}

. (4)

Íåõàé 1 ≤ m ≤ nj+1 − nj . Òîäi ç (3) i (4) ìà¹ìî

|fnj+m| ≤ Qp
m2p−1m!

(nj + m)!
max

0≤ν≤p

{

(nj + ν)!

ν!
Qp

(nj − nj−1 + ν)2p−1(nj − nj−1 + ν)!

(nj + ν)!

}

×
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× max
0≤µ≤p

{

(nj−1 + µ)!

µ!
|fnj−1+µ|

}

i, îñêiëüêè

(m + ν)!

ν!
≤ (m + p)!

p!
äëÿ âñiõ m > 1 i 0 ≤ ν ≤ p, òî

|fnj+m| ≤
Q2

p

p!

m2p−1m!(nj − nj−1 + p)2p−1(nj − nj−1 + p)!

(nj + m)!
×

× max
0≤ν≤p

{

(nj−1 + ν)!

ν!
|fnj−1+ν |

}

.

Çàñòîñîâóþ÷è äî |fnj−1+ν | íåðiâíiñòü (4), çâiäñè, ÿê âèùå, îòðèìó¹ìî

|fnj+m| ≤
Q3

p

(p!)2
m2p−1m!

(nj + m)!
(nj − nj−1 + p)2p−1(nj − nj−1 + p)!×

×(nj−1 − nj−2 + p)2p−1(nj−1 − nj−2 + p)! max
0≤ν≤p

{

(nj−2 + ν)!

ν!
|fnj−2+ν |

}

i, ïðîäîâæóþ÷è ïðîöåñ, ïðèõîäèìî äî ïðàâèëüíî¨ äëÿ âñiõ j ≥ 0, âñiõ
1 ≤ m ≤ nj+1 − nj i äåÿêî¨ äîäàòíî¨ ñòàëî¨ Bp íåðiâíîñòi

|fnj+m| ≤ Bp

(

Qp

p!

)j
m2p−1m!

(nj + m)!

j
∏

s=1

(ns − ns−1 + p)2p−1

j
∏

s=1

(ns − ns−1 + p)! (5)

Íåðiâíiñòü (5) áóäå âèêîðèñòàíî ó äîâåäåííi òàêîãî àíàëîãó òåîðåìè Ì.Ì. Øå-

ðåìåòè.

Òåîðåìà 2. Íåõàé (nj) � çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë i n0 = 0.
Äëÿ òîãî, ùîá äëÿ êîæíîãî p ∈ (0, +∞) i êîæíî¨ àíàëiòè÷íî¨ â D �óíêöi¨ f ç

p-ëèñòîñòi ó ñåðåäíüîìó â D âñiõ ïîõiäíèõ f (nj)
âèïëèâàëî, ùî f � öiëà �óíêöiÿ,

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà (1).

Äîâåäåííÿ. Â [2℄ ïîêàçàíî òàêå: ÿêùî óìîâà (1) íå âèêîíó¹òüñÿ, òî iñíó¹ àíàëiòè÷íà

â D �óíêöiÿ f , ÿêà íå ¹ öiëîþ, àëå âñi ïîõiäíi f (nj)
îäíîëèñòi â D �óíêöi¨. Çâiäñè

âèïëèâà¹ íåîáõiäíiñòü óìîâè (1) i òåîðåìè 2.

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü óìîâè (1). Ç (5) äëÿ j ≥ 0 i 1 ≤ m ≤ nj+1 − nj îòðèìó¹ìî

1

nj + m
ln

1

|fnj+m| ≥ − lnBp + j(lnQp − ln p!) + (2p − 1) lnm

nj + m
+

+
ln(nj + m)!

nj + m
− lnm!

nj + m
− 2p − 1

nj + m

j
∑

s=1

ln(ns − ns−1 + p)−

− 1

nj + m

j
∑

s=1

ln(ns − ns−1 + p)! (6)
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Çðîçóìiëî, ùî ïåðøèé äîäàíîê ó ïðàâîìó áîöi (6) ¹ îáìåæåíîþ âåëè÷èíîþ. Äàëi,

âèêîðèñòîâóþ÷è �îðìóëó Ñòiðëiíãà n! = nne−n
√

2πn exp{−θn/(12n)}, 0 < θn < 1,
ìà¹ìî

ln(nj + m)!

nj + m
= ln(nj + m) + O(1),

lnm!

nj + m
=

m lnm

nj + m
+ O(1)

ïðè j → ∞ i

ln(ns − ns−1 + p)! =

= (ns − ns−1 + p) ln(ns − ns−1 + p) +
1

2
ln(ns − ns−1 + p) + O(1) ≥

≥ (ns − ns−1) ln(ns − ns−1) +
2p + 1

2
ln(ns − ns−1 + p) + O(1)

ïðè s → ∞. Çàóâàæèâøè ùå, ùî

j
∑

s=1
ln(ns − ns−1 + p) ≤ nj + jp, ç (6), îòðèìó¹ìî

íåðiâíiñòü

1

nj + m
ln

1

|fnj+m| ≥
1

nj + m
{(nj + m) ln(nj + m) − m lnm − Aj}+O(1), j → ∞, (7)

äëÿ âñiõ 1 ≤ m ≤ nj+1 − nj , äå Aj =
j

∑

s=1
(ns − ns−1) ln(ns − ns−1).

�îçãëÿíåìî �óíêöiþ

Φ(x) =
1

nj + x
{(nj + x) ln(nj + x) − x lnx − Aj} , 1 ≤ x ≤ nj+1 − nj .

Îñêiëüêè Φ′(x) = (Aj − nj lnx)/(nj + x)2, òî íà [1, +∞) �óíêöiÿ Φ ìà¹ ¹äèíó òî÷êó

åêñòðåìóìó x = exp{Aj/nj}, ÿêà ¹ òî÷êîþ ìàêñèìóìó. Òîìó min{Φ(x) : 1 ≤ x ≤
≤nj+1−nj}=min{Φ(1), Φ(nj+1−nj)}, à ç (7) âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ 1≤m≤nj+1−nj

1

nj + m
ln

1

|fnj+m| ≥ min

{

1

nj + 1
((nj + 1) ln(nj + 1) − Aj) ,

1

nj+1
(nj+1 lnnj+1 − (nj+1 − nj) ln(nj+1 − nj) − Aj)

}

+ O(1) ≥

≥ min

{

lnnj −
Aj

nj
, lnnj+1 −

Aj+1

nj+1

}

+ O(1), j → ∞.

Ç îãëÿäó íà óìîâó (1), âèïëèâà¹, ùî

1

k
ln

1

|fk|
→ +∞, k → ∞, òîáòî f � öiëà �óíêöiÿ.
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