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Ðîçãëÿíóòî ïðîáëåìó âïëèâó ðiçíèõ òèïiâ ðîçïîäiëiâ ïîâåðíåíü íà ôîðìó-
âàííÿ îïòèìàëüíîãî ïîðòôåëÿ. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâàíî äî ïîáóäîâè
ïîðòôåëÿ, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç iíäåêñiâ ïîëüñüêîãî, ðîñiéñüêîãî é óêðà¨íñüêîãî
ðèíêiâ öiííèõ ïàïåðiâ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ïîðòôåëüíèé àíàëiç, ìàòðè÷íèé åëiïòè÷íèé ðîçïîäië, ñòà-
òè÷íi ìåòîäè â ôiíàíñàõ.

1. Ïðîâiäíó ðîëü ó âèçíà÷åííi åôåêòèâíîñòi ïåâíîãî ïîðòôåëÿ âiäiãðàþòü
ðîçïîäiëè îöiíåíèõ éîãî îïòèìàëüíèõ âàã ([2], [10]). Ó [11] âèâåäåíî òåñò äëÿ
ñåðåäíüî-âàðiàöiéíî¨ åôåêòèâíîñòi ïîðòôåëÿ, à â ïðàöi [4] � òåñò äëÿ ïåðåâiðêè
åôåêòèâíîñòi ñåðåäíüî-âàðiàöiéíîãî îïòèìàëüíîãî ïîðòôåëÿ çà óìîâè íîðìàëüíîñòi
íà ïîâåðíåííÿ öiííèõ ïàïåðiâ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåãðåñiéíi ïðîöåäóðè, âèçíà÷åíî
ñêií÷åííî-âèáiðêîâèé ðîçïîäië òðàíñôîðìîâàíèõ âàã.

Íà ïðàêòèöi ïðèïóùåííÿ íîðìàëüíîñòi òà íåçàëåæíîñòi íå âiäïîâiäàþòü äié-
ñíîñòi, îñîáëèâî, êîëè ðîçïîäiëè ïîâåðíåíü öiííèõ ïàïåðiâ ìàþòü ïîâiëüíî ñïàäàþ÷i
õâîñòè [9], [13], [14], [16]. Ñàìå äëÿ òàêèõ âèïàäêiâ ó ïðàöÿõ [17], [18] áóëî çàïðîïî-
íîâàíî âèêîðèñòàííÿ áàãàòîâèìiðíîãî t-ðîçïîäiëó. Ó ðåàëüíèõ çàäà÷àõ íåêîðåëüî-
âàíiñòü ïîâåðíåíü ïðàêòè÷íî íå âèêîíó¹òüñÿ. Ó [12] äîâåäåíî, ùî íå íåïåðåðâíi òîðãè
ìîæóòü ïðèâåñòè äî äîäàòíî¨ àâòîêîðåëÿöi¨. Çìiííi ç ÷àñîì î÷iêóâàíi ïîâåðíåííÿ òà-
êîæ ìàþòü äîäàòíó àâòîêîðåëÿöiþ â äåííèõ ïîâåðíåííÿõ öiííèõ ïàïåðiâ [5]. Ïðèïó-
ùåííÿ íåêîðåëüîâàíèõ ïîâåðíåíü âiäïîâiäà¹ âàæëèâèì òåîðåòè÷íèì âëàñòèâîñòÿì
çàñòîñóâàííÿ íàñòóïíèõ ìîäåëåé äëÿ îïèñó ïîâåäiíêè ïîâåðíåíü öiííèõ ïàïåðiâ [3],
[6], [15].

Äëÿ îïèñó ïîâåðíåíü öiííèõ ïàïåðiâ ìè âèáðàëè ñiì'þ åëiïòè÷íèõ ðîçïîäiëiâ,
îñêiëüêè âîíà îõîïëþ¹ áàãàòî âiäîìèõ ó ïðàêòè÷íîìó çàñòîñóâàííi áàãàòîâèìiðíèõ
ðîçïîäiëiâ, çîêðåìà íîðìàëüíèé ðîçïîäië, ìiøàíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië, ðîçïîäië
Ïiðñîíà II and VII òèïiâ, áàãàòîâèìiðíèé t-ðîçïîäië, áàãàòîâèìiðíèé ðîçïîäië Êîøi,
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ëîãiñòè÷íèé ðîçïîäië [7]. Ïðèâàáëèâîþ àëüòåðíàòèâîþ áàãàòîâèìiðíî¨ íîðìàëüíîñòi
¹ åëiïòè÷íi ðîçïîäiëè, ÷è¨ êîíòîðè îäíàêîâî¨ ãóñòèíè ìàþòü òàêèé ñàìèé åëiïòè÷íèé
âèãëÿä, ÿê i ó âèïàäêó íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó.

×åðåç pi,t ïîçíà÷èìî öiíó i-ãî öiííîãî ïàïåðó â ìîìåíò ÷àñó t. Òîäi ïiä âåêòî-
ðîì ïîâåðíåíü áóäåìî ðîçóìiòè íàñòóïíèé k-âèìiðíèé âåêòîð rt = (r1,t, . . . , rk,t), äå
ri,t = lnpi,t− lnpi,t−1. Íàäàëi ïðèïóñêà¹ìî, ùî âåêòîð rt ìà¹ k-âèìiðíèé åëiïòè÷íèé
ðîçïîäië, òîáòî ãóñòèíà âåêòîðà rt çàäà¹òüñÿ òàêîþ ôîðìóëîþ:

|Σ|−1/2f((x− µ)′Σ−1(x− µ)),

äå ïàðàìåòðè ïðîöåñó µ i Σ ¹ âiäïîâiäíî âåêòîðîì ñåðåäíiõ i êîâàðiàöiéíîþ ìàòðè-
öåþ, à |Σ| � âèçíà÷íèê êîâàðiàöiéíî¨ ìàòðèöi. Âàæëèâó ðîëü ó òåîði¨ åëiïòè÷íèõ
ðîçïîäiëiâ âiäiãðà¹ ãåíåðóþ÷à çìiííà åëiïòè÷íîãî ðîçïîäiëó. Ãåíåðóþ÷à çìiííà ¹ âè-
ïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, ÿêó çàäàþòü çà äîïîìîãîþ òàêî¨ ðiâíîñòi:

R = (X − µ)′Σ−1(X − µ)

i ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹ òèï åëiïòè÷íîãî ðîçïîäiëó âèïàäêîâîãî âåêòîðà X, òîáòî ôóí-
êöiþ f(.).

Îïòèìàëüíi ïîðòôåëüíi âàãè, ÿêi ìàêñèìiçóþòü î÷iêóâàíó êâàäðàòíó ôóíêöiþ
êîðèñíîñòi, âèçíà÷àþòü ç ðiâíîñòi

wEU =
Σ−11k

1′kΣ−11k
+ α−1Sµ, (1)

äå
S = Σ−1 − Σ−11k1′kΣ−1

1′kΣ−11k
. (2)

Òóò 1k � k-âèìiðíèé âåêòîð, âñi åëåìåíòè ÿêîãî äîðiâíþþòü 1.
Ìåòà íàøî¨ ñòàòòi � âèâ÷èòè çàëåæíiñòü îöiíîê îïòèìàëüíèõ âàã âiä òèïó

åëiïòè÷íîãî ðîçïîäiëó. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòîâóþòü ôîðìóëè ìîìåíòiâ îöiíîê äëÿ
àíàëiçó ïîâåäiíêè îïòèìàëüíèõ ïîðòôåëüíèõ âàã çàëåæíî âiä ïðèïóùåííÿ, íàêëà-
äåíîãî íà ðîçïîäiëè ïîâåðíåíü. Òàêîæ äîñëiäæó¹òüñÿ âèïàäîê ñòiéêèõ ñèìåòðè÷íèõ
ðîçïîäiëiâ. Ïîêàçàíî, ùî îöiíêà îïòèìàëüíèõ ïîðòôåëüíèõ âàã ìà¹ ìîìåíòè âèùîãî
ïîðÿäêó íàâiòü òîäi, êîëè íå iñíó¹ ñåðåäí¹ îöiíêè êîâàðiàöiéíî¨ ìàòðèöi.

2. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè. Ñåðåäí¹ i êîâàðiàöiéíó ìàòðèöþ åëiïòè÷íîãî ïðîöåñó
îöiíþþòü çà äîïîìîãîþ âèáiðêîâèõ îöiíîê. Òîäi îöiíêè îïòèìàëüíèõ ïîðòôåëüíèõ
âàã ìàòèìóòü âèãëÿä

ŵEU =
Σ̂−11k

1′kΣ̂−11k

+ α−1Ŝµ̂,

äå

Ŝ = Σ̂−1 − Σ̂−11k1′kΣ̂−1

1′kΣ̂−11k

.

Mij =
(n− 1)2(n− k + 1)

(n− k)(n− k − 1)2(n− k − 3)
Seie

′
jS+
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+
(n− 1)2

(n− k)(n− k − 1)(n− k − 3)
e′iSej , (3)

M̃ij =
(n− 1)2(3(n− k)− 1)

(n− k)(n− k − 1)2(n− k − 3)
Seie

′
jS+

+
(n− 1)2

(n− k)(n− k − 1)(n− k − 3)
e′iSej , (4)

M∗
ij = Mij − M̃ij =

(n− 1)2

(n− k − 1)2
Seie

′
jS, (5)

ïðè÷îìó ei (i = 1, 2, ..., k) � k-âèìiðíèé âåêòîð, i-é åëåìåíò ÿêîãî äîðiâíþ¹ îäèíèöi,
à âñi iíøi � íóëþ.

Ñåðåäí¹ i êîâàðiàöiÿ ìiæ åëåìåíòàìè âåêòîðà îöiíîê ìàþòü âèãëÿä

E(ŵEU ) =
Σ−11k

1′kΣ−11k
+

n− 1
n− k − 1

(nk − 2)E(R−2)α−1Sµ (7)

i
Cov(ŵi

EU , ŵj
EU ) =

1
n− k − 1

e′iSej

1′kΣ−11k
− α−2

(
(nk − 2)E(R−2)

)2
µ′M∗

ijµ+

+α−2(nk − 2)(nk − 4)E(R−4)µ′M̃ijµ+

+α−2(nk − 2)E(R−2)
(

tr(MijΣ)
n

+
(n− 1)2

n(n− k − 1)2
e′iSej

)
. (8)

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî áàãàòîâèìiðíèé ñèìåòðè÷íèé ñòiéêèé ðîçïîäië. ßêùî õà-
ðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ äåÿêî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Z ìà¹ âèãëÿä

ϕ(t′t) = e−r(t′t)
ζ
2 , 0 < ζ 6 2, r > 0,

äå t � k-âèìiðíèé âåêòîð, òî ñêàæåìî, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà Z ìà¹ áàãàòîâèìiðíèé
ñèìåòðè÷íèé ñòiéêèé ðîçïîäië. Öå ¹ áàãàòîâèìiðíå óçàãàëüíåííÿ ñòiéêîãî ðîçïîäiëó.

Çàóâàæèìî, ùî õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ öüîãî òèïó åëiïòè÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ
ðîçïîäiëiâ íàëåæèòü äî Φl+1 äëÿ êîæíîãî l + 1 [8]. Ïîçíà÷èìî Z =

(
Z(1), Z(2)

) ∼
Sl+1 (α), äå Z(1) � q-âèìiðíèé âåêòîð. Òîäi ç ðåçóëüòàòiâ [8] âèïëèâà¹, ùî Z(1) ∼
Sq(ϕ), äå ÷åðåç Sq(ϕ) ïîçíà÷åíî ñiì'þ q-âèìiðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ðîçïîäiëiâ iç õàðàêòå-
ðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ ϕ. Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 2.5.6 ç [8], äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî
ãóñòèíà q-âèìiðíîãî âèïàäêîâîãî âåêòîðà (1 6 q 6 l), ÿêèé ìà¹ áàãàòîâèìiðíèé
ñèìåòðè÷íèé ðîçïîäië, çàäàþòü òàê:

g(X ′X) =
Γ

(
l + 1

2

)

Γ
(

l + 1− q

2

)
π

1
2

∞∫

(
q∑

i=1
x2

i

) 1
2

v−(l−1)

(
v2 −

q∑

i=1

x2
i

) 1
2 (l + 1− q)

dFl+1(v),
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äå Z � q-âèìiðíèé âèïàäêîâèé âåêòîð i Fl+1(.) � ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨
âåëè÷èíè R, ÿêà ¹ ãåíåðóþ÷îþ çìiííîþ äëÿ l + 1-âèìiðíîãî âèïàäêó.

Ç òåîðåìè 2.9 [7] âèïëèâà¹, ùî ãóñòèíà ãåíåðóþ÷î¨ çìiííî¨ R â q âèïàäêó ìà¹
âèãëÿä

f(r) =
2π

q
2

Γ
(

q
2

)rq−1g(r2) =

=
2

B

(
q

2
,
l + 1− q

2

)
∞∫

r

v−(l−1)
(
v2 − r2

) 1
2 (l + 1− q)

dFl+1(v).

Ëåìà 1. Íåõàé (l + 1)-âèìiðíèé âèïàäêîâèé âåêòîð Z ìà¹ áàãàòîâèìiðíèé ñè-
ìåòðè÷íèé ñòiéêèé ðîçïîäië ç iíäåêñîì ñòiéêîñòi ζ, äå 0 < ζ 6 2. Òîäi iñíó¹
ôóíêöiÿ ùiëüíîñòi g(x) âèïàäêîâîãî âåêòîðà Z, ÿêà ¹ íåïåðåðâíîþ i

g(0) =
4r
− l+3

ζ +
5
2

πl+1ζ
Γ

(
l + 1
2ζ

)
> 0.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ ùiëüíîñòi ¹ îáåðíåíèì ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'¹ õàðàêòå-
ðèñòè÷íî¨ ôóíêöi¨, òî iñíóâàííÿ ãóñòèíè âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Z ðiâíîñèëüíå ðiâíî-
ìiðíié çáiæíîñòi iíòåãðàëà

g(X ′X) =
1

πl+1

∞∫

0

...

∞∫

0

eitxe−r(t′t)
ζ
2 dt.

Ìà¹ìî

|eitxe−r(t′t)
ζ
2 | = e−r(t′t)

ζ
2 .

Ç ëåìè 1.3 ([7]) âèïëèâà¹, ùî

∞∫

0

...

∞∫

0

eitxe−r(t′t)
ζ
2 dt =

∞∫

0

p
l+1
2 −1e−rp

ζ
2 dp =

4r
− l+3

ζ +
5
2

ζ

∞∫

0

y
l+1
2ζ −1

e−y2
dy,

äå y = rt
ζ
2 . Îñòàííié iíòåãðàë

∫∞
0

y
l+1
2ζ −1

e−y2
dy çáiãà¹òüñÿ ïðè ζ > 0 i éîãî çíà÷åííÿ

äîðiâíþ¹ Γ( l+1
2ζ ). Íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ ùiëüíîñòi âèïëèâà¹ ç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨

eitxe−r(t′t)
ζ
2 .

Çàóâàæåííÿ 1. Îñêiëüêè äëÿ ñòiéêèõ ðîçïîäiëiâ E(|Z|β) < ∞ çà óìîâè, ùî
0 6 β < ζ i E(|Z|β) = ∞ ó âèïàäêó β > ζ, òî, âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü g(0) > 0, ç
ëåìè 1 îòðèìà¹ìî E(|Z|τ ) < ∞, ÿêùî −1 < τ 6 α −1 < τ < ζ.
Íà ïiäñòàâi ïðîñòèõ îá÷èñëåíü ëåãêî äîâåñòè òàêó ëåìó.
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Ëåìà 2. Íåõàé Z � âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà ìà¹ ñèìåòðè÷íèé ñòiéêèé ðîçïîäië ç
iíäåêñîì ñòàáiëüíîñòi ζ. Òîäi

E(Zβ) =
2π

l
2 B(β + 1, 1

2 l + 1)
Γ

(
l
2

)
∞∫

0

v2β+3vlgl+1(v2)dv.

Çàóâàæåííÿ 2. Iç çàóâàæåííÿ 1 âèïëèâà¹, ùî iíòåãðàë
∫∞
0

vηgl+1(v2)dv çáiãà¹òüñÿ
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè −1 < η ≤ 2ζ + 3 + l.

Âàæëèâî âèçíà÷èòè óìîâè íà β, çà ÿêèõ iñíó¹ E(R2β), äå β ∈ IR. Âiäïîâiäü íà
öå ïèòàííÿ äà¹ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Íåõàé R � ãåíåðóþ÷à çìiííà q-âèìiðíîãî âèïàäêîâîãî âåêòîðà, ÿêèé
ìà¹ ñèìåòðè÷íèé ñòiéêèé ðîçïîäië. Òîäi

E(R2β) =
2π

l + 1
2

Γ
(

l + 1
2

)
B

(
β +

q

2
,
l + 1− q

2
+ 1

)

B

(
q

2
,
l + 1− q

2

)
∞∫

0

v2β+2+lgl+1(v2)dv.

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è, ùî

fl+1(v) =
2π

l+1
2

Γ
(

l + 1
2

)vlgl+1(v2),

ùiëüíiñòü âèïàäêîâî¨ çìiííî¨ Q = R2 ìîæíà çàäàòè òàêîþ ôîðìóëîþ [7]:

fQ(r) =
π

q
2

Γ
(q

2

)v
q
2−1gl+1(r) =

=
r

q
2−1

B

(
q

2
,
l + 1− q

2

)
∞∫

√
r

v−1(v2 − r)
l+1−q

2 gl+1(v2)dv.

Òîìó

E(R2β) =
2π

l+1
2

Γ
(

l + 1
2

) 1

B

(
q

2
,
l + 1− q

2

)
∞∫

0

rβ+
q
2−1

∞∫

√
r

v−1(v2 − r)
l+1−q

2 gl+1(v2)dvdr.
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Çìiíþþ÷è ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ, îòðèìà¹ìî

E(R2β) =

=
2π

l+1
2

Γ
(

l + 1
2

) 1

B

(
q

2
,
l + 1− q

2

)
∞∫

0

v−1gl+1(v2)

v2∫

0

rβ+
q
2−1(v2 − r)

l+1−q
2 dr dv =

=
2π

l+1
2

Γ
(

l + 1
2

) 1

B

(
q

2
,
l + 1− q

2

)
∞∫

0

v2β+2+lgl+1(v2)

1∫

0

yβ+
q
2−1(1− y)

l+1−q
2 dy dv =

=
2π

l+1
2

Γ
(

l + 1
2

)
B

(
β +

q

2
,
l + 1− q

2
+ 1

)

B

(
q

2
,
l + 1− q

2

)
∞∫

0

v2β+2+lgl+1(v2) dv.

Çàóâàæåííÿ 3. Iç çàóâàæåííÿ 2 âèïëèâà¹, ùî ìîìåíò E(R2β) iñíó¹ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè −3 + l

2
< β ≤ ζ +

1
2
.

Îòæå, ñåðåäí¹, âàðiàöi¨ i ìîìåíòè îöiíîê îïòèìàëüíèõ ïîðòôåëüíèõ âàã äîñ-
òàòíüî âèñîêîãî ïîðÿäêó ó âèïàäêó ìàêñèìiçàöi¨ î÷iêóâàíî¨ êâàäðàòíî¨ ôóíêöi¨ êî-
ðèñíîñòi iñíóþòü äëÿ áàãàòîâèìiðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ñòiéêèõ ðîçïîäiëiâ ç iíäåêñîì
ñòiéêîñòi ζ, 0 < ζ < 2, çà óìîâè, ùî îöiíêà êîâàðiàöiéíî¨ ìàòðèöi áåðåòüñÿ áåç
íîðìóâàííÿ íà äðóãèé ìîìåíò ãåíåðóþ÷î¨ çìiííî¨, ÿê i ó âèïàäêó íîðìàëüíîãî ðîç-
ïîäiëó. Òàêi ðåçóëüòàòè íåî÷iêóâàíi, îñêiëüêè ó ôîðìóëàõ âèêîðèñòîâóþòü îöiíêó
âàðiàöi¨ ó âèïàäêó ñòiéêèõ ðîçïîäiëiâ ç iíäåêñîì ñòiéêîñòi 0 < ζ < 2.

Ó âèïàäêó ñèìåòðè÷íîãî ðîçïîäiëó Êîòöà E(R−2m) iñíó¹ äëÿ m òàêèõ, ùî
2(N −m) + l > 2, äå l = nk, i âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

E(R−2m) =

∞∫

0

v−m




sr
2N+l−2

2s

π
l
2 Γ

(
2N + l − 2

2s

)


 vN+

l
2−2e−rvs

dv =

= Cl,N

∞∫

0

vN−m+
l
2−2e−rvs

dv =
Cl,N

Cl,N−m
=

Γ
(

2(N −m) + l − 2
2s

)

Γ
(

2N + l − 2
2s

) r
m
s .

Îá÷èñëèìî ñåðåäí¹, âàðiàöiþ i êîâàðiàöiþ åëåìåíòiâ âåêòîðà ŵEU çà óìîâè, ùî
ïîâåðíåííÿ ìàþòü ñèìåòðè÷íèé ðîçïîäië Êîòöà ç ñåðåäíiì µ, êîâàðiàöiéíîþ ìàòðè-
öåþ Σ. Îñêiëüêè ó íàøîìó âèïàäêó l = nk, òî ç ôîðìóë (3) i (4) îòðèìó¹ìî òàêó
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ðiâíiñòü

E(ŵEU ) =
Σ−11k

1′kΣ−11k
+

n− 1
n− k − 1

(nk − 2)
Γ

(
2(N − 1) + nk − 2

2s

)

Γ
(

2N + nk − 2
2s

) r
1
s α−1Sµ,

çà óìîâè, ùî 2(N −m) + kn > 2. Êîâàðiàöiÿ ìiæ åëåìåíòàìè ŵi
EU i ŵj

EU ìà¹ âèãëÿä

Cov(ŵi
EU , ŵj

EU ) =
1

n− k − 1
e′iSej

1′kΣ−11k
−

−α−2


(nk − 2)

Γ
(

2(N − 1) + nk − 2
2s

)

Γ
(

2N + nk − 2
2s

) r
1
s




2

µ′M∗
ijµ+

+α−2(nk − 2)(nk − 4)
Γ

(
2(N − 2) + nk − 2

2s

)

Γ
(

2N + nk − 2
2s

) r
2
s µ′M̃ijµ+

+α−2(nk − 2)
Γ

(
2(N − 1) + nk − 2

2s

)

Γ
(

2N + nk − 2
2s

) r
1
s

(
tr(MijΣ)

n
+

(n− 1)2

n(n− k − 1)2
e′iSej

)
,

äå Mij , M̃ij i M∗
ij âèçíà÷àþòü çà ôîðìóëàìè (3), (4) i (5) âiäïîâiäíî.

Ïðîâîäÿ÷è àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ i îá÷èñëþþ÷è âiäïîâiäíi ìîìåíòè, ìîæíà îäåð-
æàòè ôîðìóëè ñåðåäíüîãî i êîâàðiàöié äëÿ iíøèõ òèïiâ ðîçïîäiëiâ. Çàñòîñó¹ìî îòðè-
ìàíi ðåçóëüòàòè äî ðåàëüíèõ äàíèõ. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî öiíè iíäåêñiâ ðèíêiâ öií-
íèõ ïàïåðiâ êðà¨í, ùî ðîçâèâàþòüñÿ (Óêðà¨íà, Ïîëüùà òà Ðîñiÿ) ó ÷àñîâîìó ïåðiîäi
ç 8 ñi÷íÿ 2003 äî 30 áåðåçíÿ 2004pp. �ðóíòóþ÷èñü íà âiäïîâiäíèõ äàíèõ, ìîæíà
ïîðàõóâàòè ïîâåðíåííÿ i ñôîðìóâàòè îïòèìàëüíèé ïîðòôåëü â ñåíñi ìàêñèìiçàöi¨
î÷iêóâàíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôóíêöi¨ êîðèñíîñòi.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç pi,t öiíó iíäåêñó i-ãî ðèíêó â ìîìåíò ÷àñó t, äå i = 1 âiäïîâiäà¹
Óêðà¨íi, i = 2 � Ïîëüùi òà i = 3 � Ðîñi¨. Òîäi ïîâåðíåííÿ îá÷èñëþâàòèìåìî çà òàêîþ
ôîðìóëîþ:

ri,t = ln
(

pi,t

pi,t−1

)
.

Îöiíêà âåêòîðà ñåðåäíüîãî i âàðiàöi¨ îá÷èñëþþòü çà ôîðìóëàìè µ̂ =
1
n

n∑
j=1

rj ,

Σ̂ =
E(R2

(nor))

(n− 1)E(R2)

n∑
j=1

(rj − µ̂)(rj − µ̂)′, äå rj = (r1,j , r2,j , r3,j). Îòæå,

µ̂ = (0, 002793, 0, 001183, 0, 002296)
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i

Σ̂ =
E(R2

(nor))

E(R2)




0, 000672741853 −0, 000000230215 −0, 000011507796
−0, 000000230215 0, 000250635841 0, 000074233684
−0, 000011507796 0, 000074233684 0, 000316689079


 .

Îñêiëüêè îöiíêè êîâàðiàöiéíèõ ìàòðèöü ïðîïîðöiéíi, òî ðèçèêîâàíiñòü iíâåñòîðà
ïðÿìî ïîâ'ÿçàíà ç òèïîì åëiïòè÷íîãî ðîçïîäiëó äëÿ îïèñó ïîâåðíåíü öiííèõ ïàïåðiâ.
Ïîçíà÷èìî α̃ = α nk

E(R2) . Òîäi iíâåñòîð, ÿêèé âèáèðà¹ ïåâíèé åëiïòè÷íèé ðîçïîäië äëÿ
ìîäåëþâàííÿ ïîâåðíåíü öiííèõ ïàïåðiâ i ìà¹ êîåôiöi¹íò ðèçèêîâàíîñòi α òà iíâåñòîð,
ÿêèé ïðèïóñêà¹ íîðìàëüíiñòü i ìà¹ êîåôiöi¹íò ðèçèêîâàíîñòi α̃ = α nk

E(R2) , ôîðìóþòü
òîé ñàìèé îïòèìàëüíèé ïîðòôåëü. Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî âñi ñôîðìîâàíi îïòèìàëüíi
ïîðòôåëi, íåçàëåæíî âiä òèïó åëiïòè÷íîãî ðîçïîäiëó, íàëåæàòü åôåêòèâíié ìíîæèíi
ïîðòôåëiâ.

Òàáëèöÿ 1. Îïòèìàëüíi ïîðòôåëüíi âàãè äëÿ ðiçíèõ òèïiâ åëiïòè÷íèõ ðîçïîäiëiâ
(êîåôiöi¹íò ðèçèêîâàíîñòi iíâåñòîðà α = 1)

Ê.ð. Íîðì. Êîòö. Êîòö. t-ðîç. t-ðîçð. Ïið.II Ïið.II Áàñåë Ëàïë.
r = 0.5 r = 1 d = 4 d = 10 d = 1 d = 10 β = 0.5 β = 0.25
s = 1 s = 2 ζ = 0.2 ζ = 0

Óêð. 1.58 0.55 0.24 2.94 1.92 0.21 0.21 326.7 163.4
Ïîë. -3.04 -0.42 0.39 -6.52 -3.91 0.45 0.45 -833 -416.5
Ðîñ. 2.46 0.87 0.37 4.58 2.99 0.34 0.34 507.3 254.1

Ó òàáë. 1 ïîäàíî îïòèìàëüíi ïîðòôåëüíi âàãè, ÿêi ìàêñèìiçóþòü î÷iêóâàíó êâàä-
ðàòè÷íó ôóíêöiþ êîðèñíîñòi äëÿ ðiçíèõ òèïiâ åëiïòè÷íèõ ðîçïîäiëiâ. Ó âñiõ çàçíà-
÷åíèõ âèïàäêàõ êîåôiöi¹íò ðèçèêîâàíîñòi iíâåñòîðà α = 1. Îïòèìàëüíi âàãè äóæå
÷óòëèâi äî òèïó åëiïòè÷íîãî ðîçïîäiëó. Ó âèïàäêó ðîçïîäiëó Ïiðñîíà äðóãîãî òèïó
ïîðòôåëüíi âàãè ìàéæå íå çìiíþþòüñÿ çi çìiíîþ ïàðàìåòðà ðîçïîäiëó d. Âîíè âiäïî-
âiäàþòü áåçðèçèêîâîìó iíâåñòîðîâi (α = ∞), ÿêèé ïðèïóñêà¹, ùî ïîâåðíåííÿ ìàþòü
íîðìàëüíèé ðîçïîäië. Ó âèïàäêó t-ðîçïîäiëó, êîëè ñòóïåíi âiëüíîñòi çðîñòàþòü, ðîç-
ïîäië îöiíêè îïòèìàëüíèõ ïîðòôåëüíèõ âàã ïðÿìó¹ äî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó. Öå
ìîæíà ïåðåäáà÷èòè, îñêiëüêè t-ðîçïîäië çà óìîâè, ùî ñòóïåíi âiëüíîñòi ïðÿìóþòü
äî íåñêií÷åííîñòi, ïðÿìó¹ äî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó. Âàðòî òàêîæ çàçíà÷èòè ïî-
âåäiíêó îïòèìàëüíèõ ïîðòôåëüíèõ âàã äëÿ ðîçïîäiëiâ Áàññåëÿ òà Ëàïëàñà. Âîíè
âiäïîâiäàþòü âèïàäêîâi äóæå ðèçèêîâîãî iíâåñòîðà çà óìîâè íîðìàëüíîñòi.
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