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ßâíî áóäó¹ìî â ðîçøèðåííÿõ Êóììåðà ñêií÷åííèõ ïîëiâ åëåìåíòè âå-
ëèêîãî ìóëüòèïëiêàòèâíîãî ïîðÿäêó.
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Âiäîìî, ùî ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà ñêií÷åííîãî ïîëÿ � öèêëi÷íà. Òâiðíó öi¹¨
ãðóïè íàçèâàþòü ïðèìiòèâíèì åëåìåíòîì. Çàäà÷à åôåêòèâíî¨ ïîáóäîâè ïðèìiòèâíî-
ãî åëåìåíòà çàäàíîãî ñêií÷åíîãî ïîëÿ ¹ âàæêîþ â îá÷èñëþâàëüíié òåîði¨ ñêií÷åííèõ
ïîëiâ [7, 8]. Îñü ÷îìó ðîçãëÿäàþòü ìåíø îáìåæóþ÷å ïèòàííÿ: çíàéòè åëåìåíò âå-
ëèêîãî ìóëüòèïëiêàòèâíîãî ïîðÿäêó. Ó öüîìó âèïàäêó äîñòàòíüî îòðèìàòè íèæíþ
îöiíêó äëÿ ïîðÿäêó. Åëåìåíòè âåëèêîãî ïîðÿäêó ïîòðiáíi äëÿ áàãàòüîõ çàñòîñóâàíü.
Òàêi çàñòîñóâàííÿ, çîêðåìà, îõîïëþþòü êðèïòîãðàôiþ, òåîðiþ êîäóâàííÿ, ãåíåðà-
òîðè ïñåâäîâèïàäêîâèõ ÷èñåë i êîìáiíàòîðèêó. Åëåìåíòè âåëèêîãî ïîðÿäêó òàêîæ
âèêîðèñòîâóþòü â àëãîðèòìi AKS äîâåäåííÿ ïðîñòîòè ÷èñåë, ÿêó çàïðîïîíóâàëè
Àãðàâàë, Êàéàë òà Ñàêñåíà [2].

Ó ïðàöi [6] Ãàî äàâ àëãîðèòì ïîáóäîâè åëåìåíòiâ âåëèêîãî ïîðÿäêó äëÿ
áàãàòüîõ (çãiäíî ç âèñëîâëåíîþ íèì, ïðîòå íå äîâåäåíîþ, ãiïîòåçîþ äëÿ âñiõ)
çàãàëüíèõ ðîçøèðåíü Fqm ñêií÷åíîãî ïîëÿ Fq ç íèæíüîþ ìåæåþ äëÿ ïîðÿä-
êó exp(Ω((logm)2/ log logm)). Âîëîõ [12] çàïðîïîíóâàâ ìåòîä ïîáóäîâè åëåìåíòiâ
ïîðÿäêó ïðèíàéìíi exp(Ω(logm)2)).

Äëÿ ÷àñòêîâèõ âèïàäêiâ ñêií÷åííèõ ïîëiâ ìîæíà çáóäóâàòè åëåìåíòè, ÿêi ìà-
þòü íàáàãàòî áiëüøi ïîðÿäêè. Ðîçøèðåííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç ïîíÿòòÿì ãàóññîâîãî ïåðiîäó,
ðîçãëÿíóòî â [3, 9]. Íèæíÿ îöiíêà äëÿ ïîðÿäêó äîðiâíþ¹ exp(Ω(

√
m)).

Ðîçøèðåííÿ íà ïiäñòàâi ïîëiíîìà Êóììåðà íàáóâàþòü âèãëÿäó Fq[x]/(x
m − a).

�õ, çîêðåìà, çàñòîñîâóþòü ó êðèïòîãðàôi¨, ÿêà  ðóíòó¹òüñÿ íà ñïàðþâàííi. Ó [5]

c⃝ Ïîïîâè÷ Ð., 2015
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ïîêàçàíî, ÿê áóäóâàòè åëåìåíòè âåëèêîãî ïîðÿäêó â òàêèõ ðîçøèðåííÿõ çà óìî-
âè q ≡ 1(mod m), òîáòî äëÿ ðîçøèðåíü Êóììåðà. Ó öüîìó ðàçi îòðèìàíî íèæ-
íþ ìåæó exp(Ω(m)). Ïðîòå çàçíà÷åíà íèæíÿ ìåæà ¹ íàáëèæåíîþ, à íå òî÷íîþ.
Äëÿ ïðèêëàäíèõ çàñòîñóâàíü (çîêðåìà, êðèïòîëîãi¨) ñóòò¹âîþ ¹ òî÷íà îöiíêà çíè-
çó. Ó [10] çáóäîâàíî åëåìåíòè âåëèêîãî ïîðÿäêó äëÿ òàêèõ ðîçøèðåíü áåç óìîâè

q ≡ 1(mod m). Íèæíÿ ìåæà äëÿ ìóëüòèïëiêàòèâíîãî ïîðÿäêó äîðiâíþ¹ 2⌊
3√2m⌋.

Ðîçøèðåííÿ Àðòiíà-Øðà¹ðà ðîçãëÿíóòî â [1].
Ñêií÷åííå ïîëå ç q åëåìåíòiâ ïîçíà÷à¹ìî Fq. Ãðóïó, ïîðîäæåíó åëåìåíòîì v,

ïîçíà÷àòèìåìî ⟨v⟩. Êiëüêiñòü ñïîëó÷åíü ç n åëåìåíòiâ ïî k åëåìåíòiâ ïîçíà÷èìî Ck
n.

|S| ïîçíà÷àòèìå êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè S.
Áóäó¹ìî åëåìåíòè âåëèêîãî ïîðÿäêó â ðîçøèðåííÿõ Êóììåðà ñêií÷åííèõ ïîëiâ

òà äà¹ìî òî÷íó íèæíþ îöiíêó äëÿ ¨õíüîãî ìóëüòèïëiêàòèâíîãî ïîðÿäêó. Äëÿ öüîãî
áåðåìî ëiíiéíèé äâî÷ëåí âiä åëåìåíòà, ÿêèé çàäà¹ ðîçøèðåííÿ, òà âñi éîãî ñïðÿæåíi,
ùî òàêîæ íàëåæàòü äî ïiäãðóïè, ïîðîäæåíî¨ öèì äâî÷ëåíîì, i áóäó¹ìî ¨õíi ðiçíi äî-
áóòêè. Óñi ñïðÿæåíi çàçíà÷åíîãî ëiíiéíîãî äâî÷ëåíà òàêîæ ¹ ëiíiéíèìè äâî÷ëåíàìè.
Iäåþ çàïðîïîíóâàâ Áåðiçáåéòià [4] ÿê âäîñêîíàëåííÿ àëãîðèòìó AKS [2] òà ðîçâèíóâ
â [5] äëÿ ðîçøèðåíü Êóììåðà.

Ïîëå L ¹ ðîçøèðåííÿì Êóììåðà [7] ïîëÿ K, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî çàäàíîãî öiëîãî
÷èñëà n > 1 âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè: K ìiñòèòü n ðiçíèõ êîðåíiâ ñòåïåíÿ n ç îäèíèöi
(òîáòî, êîðåíiâ ïîëiíîìà xn − 1) òà L/K ìà¹ àáåëåâó ãðóïó Ãàëóà ïîðÿäêó n.

Çîêðåìà, äëÿ âèïàäêó ñêií÷åííèõ ïîëiâ: ðîçøèðåííÿ Fqm ïîëÿ Fq ¹ ðîçøèðåí-
íÿì Êóììåðà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè m äiëèòü q − 1 [5, 7]. Ó öüîìó ðàçi ìîæíà
ââàæàòè, ùî Fqm = Fq[x]/(x

m − a). Ïîçíà÷èìî θ = x(mod (xm − a)) � êëàñ åëåìåí-
òà x çà ìîäóëåì xm − a. Çðîçóìiëî, ùî θm = a òà θq−1 = (θm)(q−1)/m = a(q−1)/m.
Íàñòóïíå ôîðìóëþâàííÿ ¹ î÷åâèäíèì.

Ëåìà 1. ßêùî ïîëiíîìè g(x) òà h(x) ç Fq[x] ñòåïåíÿ ìåíøîãî çà m ðiçíi, òî êëàñè
öèõ ïîëiíîìiâ â Fq[x]/(x

m − a) òàêîæ ¹ ðiçíèìè.

Ëåìà 2. Äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà b ç ïîëÿ Fq ñïðÿæåíi åëåìåíòà θ + b íàä öèì

ïîëåì íàáóâàþòü âèãëÿäó ai(q−1)/mθ + b (i = 0, ...,m− 1).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñïðÿæåíi åëåìåíòà θ + b, òîáòî åëåìåíòè, â ÿêi âií ïåðåõî-
äèòü, êîëè äi¹ àâòîìîðôiçì Ôðîáåíióñà.

Äîâåäåìî, ùî

(θ + b)q
i

= ai(q−1)/mθ + b (1)

äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî i. Äîâåäåìî öå iíäóêöi¹þ ïî i.
Î÷åâèäíî, ùî äëÿ i = 0 ðiâíiñòü (1) âèêîíó¹òüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíà âèêîíó-

¹òüñÿ äëÿ äåÿêîãî i. Òîäi äëÿ i+ 1 îòðèìà¹ìî

(θ + b)q
i+1

= [(θ + b)q
i

]q = (ai(q−1)/mθ + b)q = ai(q−1)/mθq + b

= ai(q−1)/ma(q−1)/mθ + b = a(i+1)(q−1)/mθ + b.

Îòæå, ðiâíiñòü (1) ïðàâèëüíà äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî i. �
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Çàóâàæèìî, ùî åëåìåíòè ai(q−1)/mθ + b ó ôîðìóëþâàííi ëåìè 2 ¹ ðiçíèìè äëÿ
i = 0, ...,m− 1, îñêiëüêè ai(q−1)/mθ � ðiçíi.

Ïîñèëåíó íåðiâíiñòü äëÿ áiíîìiàëüíèõ êîåôiöi¹íòiâ îòðèìàëè â [11, íàñëiäîê
2.9, íåðiâíiñòü (2.13)]. Çðåøòîþ, îòðèìàëè òàêèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 3. Ïðè s > 1 òà t ≥ 2 ïðàâèëüíà òàêà íåðiâíiñòü:

Ct
st > 1, 08444 · e− 1

8t t−
1
2

ss(t−1)+1

(s− 1)(s−1)(t−1)
(2)

Çàôiêñó¹ìî öiëi ÷èñëà 1 ≤ k− ≤ k ≤ m − 1. Íåõàé S(m, k−, k) ìíîæèíà òàêèõ
âiäîáðàæåíü f ç ìíîæèíè {0, ...,m− 1} â ìíîæèíó öiëèõ ÷èñåë, ùî:

(V1) |{i|f(i) < 0}| = k−;
(V2) −

∑
i,f(i)<0 f(i) ≤ k;

(V3)
∑

i,f(i)≥0 f(i) ≤ m− 1− k.

Ëåìà 4. Êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè S(m, k−, k)äîðiâíþ¹

Ck−
m C

k−
k Cm−k−1

2m−k−k−1.

Äîâåäåííÿ. Ùîá çàäàòè åëåìåíò ìíîæèíè S(m, k−, k), ñïî÷àòêó âèáèðà¹ìî ìiñöÿ,
íà ÿêèõ çíà÷åííÿ âiäîáðàæåííÿ âiä'¹ìíi � öå âðàõîâó¹ ìíîæíèê C

k−
m . Äàëi âèáèðà-

¹ìî çíà÷åííÿ âiä'¹ìíèõ åëåìåíòiâ òàê, ùîá ñóìà ¨õíiõ àáñîëþòíèõ çíà÷åíü íå ïåðå-
âèùóâàëà k � öå âðàõîâó¹ ìíîæíèê C

k−
k . Íàðåøòi âèáèðà¹ìî íåâiä'¹ìíi çíà÷åííÿ

âiäîáðàæåííÿ f íà m− k− ìiñöÿõ òàê, ùîá ¨õíÿ ñóìà íå ïåðåâèùóâàëà m− 1− k �
öå âðàõîâó¹ ìíîæíèê Cm−k−1

2m−k−k−1. �

Ëåìà 5. Êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè S(m, k−, k) áiëüøå âiä 4m äëÿ m ≥ 39.

Äîâåäåííÿ. Ïðèéìåìî k− = k = 2. Òîäi çãiäíî ç ëåìîþ 4

|S(m, k−, k)| = C2
mCm−3

2m−5 >
m(m− 1)

2
Cm−3

2(m−3).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 3, íåðiâíiñòü (2) (áåðåìî s = 2 òà t = m− 3), îòðèìó¹ìî

Cm−3
2(m−3) ≥ 1, 08444 · e−

1
8(m−3) · 4m

128
√
m− 3

.

Òîäi |S(m, k−, k)| ≥ 1, 08444 · m(m − 1) · e−
1

8(m−3) · 4m

256
√
m−3

. Îñêiëüêè 1, 08444 ·

m(m− 1) · e−
1

8(m−3) ≥ 256
√
m− 3 äëÿ m ≥ 39, òî ìàòèìåìî |S(m, k−, k)| > 4m. �

Òåîðåìà 1. Ïðèïóñòèìî, ùî m ≥ 39. Äëÿ áóäü-ÿêîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà b ïîëÿ
Fq åëåìåíò θ + b ðîçøèðåííÿ Êóììåðà Fqm ìà¹ ïîðÿäîê áiëüøèé âiä 4m.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ëåìîþ 2 ñïðÿæåíi åëåìåíòà θ+b (âðàõîâóþ÷è ñàì åëåìåíò θ+b)
íàáóâàþòü âèãëÿäó ai(q−1)/mθ+b äëÿ i = 0, ...,m−1. Çðîçóìiëî, ùî âñi âîíè íàëåæàòü
äî ïiäãðóïè ⟨θ + b⟩.

Íåõàé S(m, k−, k)� ìíîæèíà âiäîáðàæåíü f ç ìíîæèíè {0, ..., m−1} â ìíîæèíó
öiëèõ ÷èñåë ç îïèñàíèìè ðàíiøå âëàñòèâîñòÿìè V1, V2, V3. Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà f
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ç ìíîæèíè S(m, k−, k) óòâîðþ¹ìî äîáóòîê
∏

0≤i≤m−1

(ai(q−1)/mθ + b)f(i) , ÿêèé òàêîæ

íàëåæèòü äî ⟨θ + b⟩. Ñòâåðäæó¹ìî, ùî äâîì ðiçíèì åëåìåíòàì f òà g ç ìíîæèíè
S(m, k−, k) âiäïîâiäàþòü ðiçíi äîáóòêè.

Äîâåäåìî öå ìåòîäîì âiä ïðîòèëåæíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî åëåìåíòèf òà g ðiçíi,
àëå âiäïîâiäíi ¨ì äîáóòêè îäíàêîâi∏

0≤i≤m−1

(ai(q−1)/mθ + b)f(i) =
∏

0≤i≤m−1
(ai(q−1)/mθ + b)g(i). (3)

Îñêiëüêè ïîëiíîì xm − a ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèì ïîëiíîìîì äëÿ θ , òî ìîæåìî
çàïèñàòè

∏
0≤i≤m−1

(ai(q−1)/mθ + b)f(i) =
∏

0≤i≤m−1
(ai(q−1)/mθ + b)g(i)(mod(xm − a)).

Òîäi

∏
0≤i≤m−1, f(i)≥0

(ai(q−1)/mx+ b)f(i)
∏

0≤i≤m−1, g(i)<0

(ai(q−1)/mx+ b)−g(i) =

∏
0≤i≤m−1, f(i)<0

(ai(q−1)/mx+b)−f(i)
∏

0≤i≤m−1, g(i)≥0

(ai(q−1)/mx+b)g(i)(mod(xm−a)). (4)

Ïîçàÿê îòðèìàëè ïîëiíîì ñòåïåíÿ∑
0≤i≤m−1, f(i)≥0

f(i) +
∑

0≤i≤m−1, g(i)<0

(−g(i)) ≤ m− 1 < deg(xm − a),

ó ëiâié ÷àñòèíi òà ïîëiíîì ñòåïåíÿ∑
0≤i≤m−1, f(i)<0

(−f(i)) +
∑

0≤i≤m−1, g(i)≥0

g(i) ≤ m− 1 < deg(xm − a)

ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (4), òî çà ëåìîþ 1 öi ïîëiíîìè ðiâíi ÿê ïîëiíîìè íàä Fq ,
òîáòî

∏
0≤i≤m−1, f(i)≥0

(ai(q−1)/mx+ b)f(i)
∏

0≤i≤m−1, g(i)<0

(ai(q−1)/mx+ b)−g(i) =

∏
0≤i≤m−1, f(i)<0

(ai(q−1)/mx+ b)−f(i)
∏

0≤i≤m−1, g(i)≥0

(ai(q−1)/mx+ b)g(i). (5)

Ó ðiâíîñòi (5) îäåðæàëè íåðîçêëàäíi òà ïîïàðíî ðiçíi ìíîæíèêè ai(q−1)/mx +
b, i = 0, ..., m − 1. Öÿ ðiâíiñòü ñóïåðå÷èòü îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó ïîëiíîìiâ íàä
ïîëåì Fq, ùî ðîáèòü ðiâíiñòü (3) íåìîæëèâîþ. Îòæå, äîáóòêè, ÿêi âiäïîâiäàþòü
ðiçíèì åëåìåíòàì ìíîæèíè S(m, k−, k), íå ìîæóòü áóòè îäíàêîâèìè.
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Îòîæ, êiëüêiñòü ðiçíèõ ðîçãëÿíóòèõ äîáóòêiâ, ÿêi íàëåæàòü äî ïiäãðóïè ⟨θ + b⟩,
äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ó ìíîæèíi S(m, c−, c). Çãiäíî ç ëåìîþ 4 êiëüêiñòü
åëåìåíòiâ ó ìíîæèíi S(m, c−, c) äîðiâíþ¹

Ck−
m C

k−
k Cm−k−1

2m−k−k−1.

Çà ëåìîþ 5 ìàòèìåìî, ùî |S(m, k−, k)| > 4m äëÿ m ≥ 39. Ó ïiäñóìêó îòðèìó¹ìî
òâåðäæåííÿ òåîðåìè. �

Çàóâàæèìî, ùî çäåáiëüøîãî ðîçãëÿäàþòü ðîçøèðåííÿ Êóììåðà, äëÿ ÿêèõ m
íàáàãàòî áiëüøå âiä q. Òîìó óìîâà m ≥ 39 íå ¹ íàäòî îáìåæóâàëüíîþ. ßêùî æ
âñå-òàêè öiêàâèì ¹ âèïàäîê m < 39, òî òðåáà âèêîíàòè îêðåìå äîñëiäæåííÿ.
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