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Ìåòîäîì Åëi Êàðòàíà âèâ÷à¹ìî ãåîìåòðiþ øàðóâàííÿ, ÿêà ¹ ïîðîäæåíà
ãëàäêîþ ñóáìåðñi¹þ. Îòðèìàíî êàíîíi÷íèé âèãëÿä ñòðóêòóðíèõ ðiâíÿíü
ãëàäêî¨ ñóáìåðñi¨, ç'ÿñîâàíî ãåîìåòðè÷íèé ñåíñ êàíîíiçàöi¨. ßê ïðèêëàä,
äåòàëüíî ðîçãëÿíóòî øàðóâàííÿ äâîâèìiðíèõ ïîâåðõîíü ó òðèâèìiðíîìó
åâêëiäîâîìó ïðîñòîði, îïèñàíî óñi éîãî iíâàðiàíòè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ìíîãîâèä, çîâíiøíi ôîðìè, ðóõîìèé ðåïåð, ãëàäêå øà-
ðóâàííÿ, ãîëîâíå ðîçøàðóâàííÿ, iíâàðiàíò, ãëàäêi ñóáìåðñi¨.

1. Âñòóï. Äèôåðåíöiàëüíi iíâàðiàíòè øàðóâàíü äîñëiäæóâàâ îäèí ç àâòîðiâ öi¹¨
ñòàòòi ó ïðàöÿõ [6]�[14]. Çàñòîñîâóâàëè ìåòîäèêó, ÿêà çàïðîïîíîâàíà â [1],[3]. Íàøà
ìåòà � äîñëiäèòè ãåîìåòðiþ ãëàäêèõ øàðóâàíü êëàñè÷íèì ìåòîäîì Å.Êàðòàíà, â
îñíîâi ÿêîãî ¹ çîâíiøíi ôîðìè òà ðóõîìèé ðåïåð. Öåé ìåòîä áóâ ñóòò¹âî âäîñêîíà-
ëåíèé ó ïðàöÿõ áàãàòüîõ ãåîìåòðiâ: Ã.Ô. Ëàïò¹âèì, äèâ., íàïðèêëàä, [15], [16]. Çîêðå-
ìà, ó [17] âií ïîáóäóâàâ iíâàðiàíòíó òåîðiþ äèôåðåíöiéîâàíèõ âiäîáðàæåíü ãëàäêîãî
ìíîãîâèäó ó ìíîãîâèä áiëüøî¨ ðîçìiðíîñòi. Ìè ðîçâèíóëè öþ òåîðiþ äëÿ âèïàäêó
ãëàäêèõ ñóáìåðñié. Â ïåðøié ÷àñòèíi ïðàöi çíàéäåíî êàíîíi÷íèé âèãëÿä ñòðóêòóð-
íèõ ðiâíÿíü ãëàäêî¨ ñóáìåðñi¨ òà ç'ÿñîâàíî ãåîìåòðè÷íèé ñåíñ ïðîâåäåíî¨ êàíîíiçàöi¨.
Òàêîæ ìè ïðîäåìîíñòðóâàëè, ùî ç ñóáìåðñi¹þ êàíîíi÷íî ïîâ'ÿçàíi G-ñòðóêòóðè ïåð-
øîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó, òà ïåâíèé òðèâàëåíòíèé òåíçîð. Ó äðóãié ÷àñòèíi äåòàëü-
íî ðîçãëÿäà¹ìî ðîçøàðóâàííÿ äâîâèìiðíèõ ïîâåðõîíü ó òðèâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó
ïðîñòîði, çíàõîäèìî éîãî äèôåðåíöiàëüíi iíâàðiàíòè, ç'ÿñîâó¹ìî ¨õíié ãåîìåòðè÷íèé
ñåíñ. Çîêðåìà, ìè äîâåëè, ùî àëãåáðà iíâàðiàíòiâ ïîðîäæåíà iíâàðiàíòàìè äðóãîãî
äèôåðåíöiàëüíîãî îêîëó, ÿêi âèçíà÷àþòü ðîçøàðóâàííÿ ç òî÷íiñòþ äî ðóõó.

c⃝ Â. Ì. Êóçàêîíü, Î. Ì. Øåë¹õîâ, 2015



74
Âiêòîð ÊÓÇÀÊÎÍÜ, Îëåêñàíäð ØÅË�ÕÎÂ

ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2015. Âèïóñê 80

2. Ñòðóêòóðíi ðiâíÿííÿ ãëàäêî¨ ñóáìåðñi¨.
2.1. Ñòðóêòóðíi ðiâíÿííÿ ãëàäêî¨ ñóáìåðñi¨ ó äîâiëüíîìó ðåïåði. Íåõàé M òà

X � ãëàäêi ìíîãîâèäè ðîçìiðíîñòåé n òà r, âiäïîâiäíî, n > r, òà f : M → X �
ãëàäêå âiäîáðàæåííÿ (ñóáìåðñiÿ).

Çãiäíî ç [15] çàäàìî ñòðóêòóðíi ðiâíÿííÿ ìíîãîâèäó M ó âèãëÿäi

dωi =ωj ∧ ωi
j ,

dωi
j =ωk

j ∧ ωi
k + ωk ∧ ωi

jk,

dωi
jk =ωm

jk ∧ ωi
m − ωi

mk ∧ ωm
j − ωi

jm ∧ ωm
k + ωm ∧ ωi

jkm, . . .

(1)

Òóò ωi, i, j, k,m, ... = 1, 2, . . . n, � áàçèñíi äèôåðåíöiàëüíi ôîðìè ìíîãîâèäó M , ÿêi
¹ çàëåæíèìè âiä äèôåðåíöiàëiâ ïàðàìåòðiâ xi � ëîêàëüíèõ êîîðäèíàò íà M .

ßê âiäîìî [16], ôîðìè ωi i ωi
j óòâîðþþòü áàçèñ ðîçøàðóâàííÿ H1(M) êîðåïåðiâ

ïåðøîãî ïîðÿäêó ìíîãîâèäó M , ôîðìè ωi, ωi
j , ω

i
jk � áàçèñ ðîçøàðóâàííÿ H2(M)

êîðåïåðiâ äðóãîãî ïîðÿäêó òà ií.
Àíàëîãi÷íî çàïèøåìî ñòðóêòóðíi ðiâíÿííÿ ìíîãîâèäó X

dϑa =ϑb ∧ ϑa
b ,

dϑa
b =ϑc

b ∧ ϑa
c + ϑc ∧ ϑa

bc,

. . .

(2)

Òóò ϑa, a, b, c, ... = 1, 2, . . .m, � áàçèñíi äèôåðåíöiàëüíi ôîðìè ìíîãîâèäó X, ùî
çàëåæàòü âiä äèôåðåíöiàëiâ ïàðàìåòðiâ ua � ëîêàëüíèõ êîîðäèíàò íà X.

Ó ëîêàëüíèõ êîîðäèíàòàõ ðiâíÿííÿ ñóáìåðñi¨ f íàáóâàþòü âèãëÿäó u = f(x).
ßêùî ìè ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî öå ðiâíÿííÿ òà çàìiíèìî ó íüîìó äèôåðåíöiàëè çìiííèõ
íà iíâàðiàíòíi ôîðìè ωi, ϑa, òî îòðèìà¹ìî äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ñóáìåðñi¨ f ó
iíâàðiàíòíîìó âèãëÿäi

ϑa = λa
i ω

i. (3)

Ôóíêöi¨ λa
i = λa

i (x, u) óòâîðþþòü äèôåðåíöiàëüíî-ãåîìåòðè÷íèé îá'¹êò ïåðøîãî ïî-
ðÿäêó âiäîáðàæåííÿ f [15].

Ñóáìåðñiÿ f âèçíà÷à¹ ó ìíîãîâèäi M øàðóâàííÿ Φ iç øàðàìè êîðîçìiðíîñòi
m, äå áàçîþ øàðóâàííÿ ¹ ìíîãîâèä X. Øàð ó M âèçíà÷à¹òüñÿ ôiêñàöi¹þ òî÷êè
ìíîãîâèäó X, òîáòî ôiêñàöi¹þ ëîêàëüíèõ êîîðäèíàò ua (àáî, êîðîòøå, ïàðàìåòðà
u). Ââàæàþ÷è u = const, îòðèìó¹ìî ϑa = 0, âíàñëiäîê ÷îãî ç (3) âèïëèâà¹

λa
i ω

i = 0 (4)

� äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ øàðóâàííÿ Φ.
Íà ìíîãîâèäi M äi¹ ïñåâäîãðóïà ëîêàëüíèõ äèôåîìîðôiçìiâ, ÿêó ïîçíà÷èìî

P. Àíàëîãi÷íó ãðóïó, ùî äi¹ íà X, ïîçíà÷èìî Q. ßêùî íà ìíîãîâèäàõ M òà X íå
çàôiêñîâàíî æîäíèõ äîäàòêîâèõ ñòðóêòóð, òî ñóáìåðñiÿ f òà øàðóâàííÿ Φ ðîçãëÿ-
äàòèìóòüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü ïñåâäîãðóïè P ×Q.

Çîâíiøí¹ äèôåðåíöiþâàííÿ ðiâíÿíü (3) ç óðàõóâàííÿì ñòðóêòóðíèõ ðiâíÿíü
ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè êâàäðàòè÷íèõ ðiâíÿíü

(dλa
i − λa

k ω
k
i + λb

i ϑ
a
b ) ∧ ωi = 0.
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Çãiäíî ç ëåìîþ Êàðòàíà îòðèìà¹ìî

dλa
i − λa

k ω
k
i + λb

i ϑ
a
b = λa

ikω
k, (5)

äå λa
ik = λa

ki � äåÿêi íîâi ôóíêöi¨, ÿêi ðàçîì ç ôóíêöiÿìè λa
i ñòàíîâëÿòü äèôåðåí-

öiàëüíî-ãåîìåòðè÷íèé îá'¹êò äðóãîãî ïîðÿäêó âiäîáðàæåííÿ f [15].
Ïðîäîâæóþ÷è ðiâíÿííÿ (5), òîáòî, äèôåðåíöiþþ÷è ¨õ çîâíiøííüî, òà çãîäîì

ðîçêðèâàþ÷è çà ëåìîþ Êàðòàíà, îòðèìó¹ìî íîâó ñåðiþ ðiâíÿíü, ùî ìiñòÿòü íîâi
ôóíêöi¨ λa

ikℓ, òà ií. Ðiâíÿííÿ (1), (2) ðàçîì ç ðiâíÿííÿìè (3), (5) íàçèâàþòü ñòðóê-
òóðíèìè ðiâíÿííÿìè ñóáìåðñi¨ f àáî øàðóâàííÿ Φ.

Çâóçèìî ðîäèíó êîðåïåðiâ H1(M), âèáèðàþ÷è ôîðìè λa
i ω

i, ÿêi àíóëþþòüñÿ
íà øàðàõ øàðóâàííÿ Φ, ÿê íîâi áàçèñíi ôîðìè ωa ìíîãîâèäó M . Ó íîâîìó áàçèñi
ðiâíÿííÿ (4) øàðó øàðóâàííÿ Φ íàáóäóòü âèãëÿäó

ωa = 0. (6)

Ïîðiâíþþ÷è ç (4), çíàõîäèìî, ùî ó íîâîìó ðåïåði λa
b = δab , λ

a
u = 0, äå çàçâè÷àé

÷åðåç δab ïîçíà÷åíî ñèìâîë Êðîíåêåðà òà u = m+1,m+2, . . . , n. Îòðèìàíi êîðåïåðè
ïåðøîãî ïîðÿäêó íàçâåìî àäàïòîâàíèìè ñóáìåðñi¨ f àáî øàðóâàííþ Φ. Çâè÷àéíî,
òåðìií

”
àäàïòîâàíèé êîðåïåð“ çàñòîñîâóþòü òàêîæ äî óñüîãî ðîçøàðóâàííÿ àäàïòî-

âàíèõ êîðåïåðiâ, ÿêå áóäåìî ïîçíà÷àòè R1. Äàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî óñi ðîçðàõóíêè
âèêîíóþòü â àäàïòîâàíîìó êîðåïåðiR1. Ó íüîìó ðiâíÿííÿ (3) ìàþòü ïðîñòèé âèãëÿä

ϑa = ωa. (7)

Íàçâåìî ¨õ êàíîíi÷íèìè ðiâíÿííÿìè ñóáìåðñi¨ f àáî øàðóâàííÿ Φ.
Âíàñëiäîê ñïåöiàëiçàöi¨ êîðåïåðà (λa

b = δab , λ
a
u = 0) ðiâíÿííÿ (5) ìîæíà ïîäiëèòè

íà äâi ñåði¨
ϑa
b = ωa

b + λa
bkω

k (8)

òà
ωa
u = Aa

uvω
v +Aa

ubω
b, (9)

äå ïîçíà÷åíî Aa
uk = −λa

uk. Âíàñëiäîê ñèìåòði¨ âåëè÷èí λa
jk ïî íèæíiõ iíäåêñàõ, âå-

ëè÷èíè Ai
uv òàêîæ ¹ ñèìåòðè÷íèìè Ai

uv = Ai
vu.

2.2. Êàíîíi÷íi ñòðóêòóðíi ðiâíÿííÿ ñóáìåðñi¨. ßêùî ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî ðiâ-
íÿííÿ (9) çîâíiøíüî, òî îòðèìà¹ìî

▽Aa
uv ∧ ωv +▽Aa

ub ∧ ωb +Aa
ubA

b
vcω

v ∧ ωc = 0, (10)

äå ïîçíà÷åíî

▽Aa
uv = dAa

uv +Ab
uvω

a
b −Aa

wvω
w
u −Aa

uwω
w
v + ωa

uv,

▽Aa
ub = dAa

ub +Ac
ubω

a
c −Aa

vbω
v
u −Aa

ucω
c
b −Aa

uvω
v
b + ωa

ub.
(11)

Âíàñëiäîê ñèìåòði¨ âåëè÷èí Aa
uv ìîæíà ââàæàòè, ùî ôîðìè ωa

uv òàêîæ ñèìåòðè÷íi
ωa
uv = ωa

uv.
Êîðèñòóþ÷èñü ëåìîþ Êàðòàíà, ç êâàäðàòè÷íèõ ðiâíÿíü (10) îòðèìà¹ìî

▽Aa
uv = Aa

uvbω
b +Aa

uvwω
w,

▽Aa
ub = Aa

ubcω
c +Aa

ubvω
v,

(12)

äå âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Aa
[uv]b = 0, Aa

uvw = Aa
(uvw), Aa

u[bc] = 0, Aa
ubv −Aa

uvb = Aa
ucA

c
ub. (13)
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ßêùî ïîçíà÷èìî
ω̃a
b = ωa

b + λa
bkω

k, (14)

òî ðiâíÿííÿ (8) íàáóäóòü âèãëÿäó

ϑa
b = ω̃a

b , (15)

à âíàñëiäîê (7), (15) i ðiâíîñòåé Aa
ub = −λa

ub = −λa
bu ïåðøi ñåði¨ ñòðóêòóðíèõ ðiâíÿíü

(1) i (2) íàáóäóòü îäíàêîâîãî âèãëÿäó

dωa = ωb ∧ ω̃a
b . (16)

Íà ðåøòó ðiâíÿíü ïåðøî¨ ñåði¨ (1) çàìiíà (14) íå âïëèâà¹

dωu = ωk ∧ ωu
k .

Çíàéäåìî çîáðàæåííÿ (ðåïðåçåíòàöiþ) ïñåâäîãðóïè P × Q ó êîðåïåði R1. Äî-
âiëüíå ïåðåòâîðåííÿ ç P íàáóâà¹ âèãëÿäó ω̃i = pijω

j , à äîâiëüíå ïåðåòâîðåííÿ ç Q
� ϑ̃a = qabϑ

b. Ââàæàòèìåìî, ùî êîáàçèñè ω̃i i ϑ̃a òàêîæ ç R1, òîáòî äëÿ íèõ òàêîæ
âèêîíóþòüñÿ ðiâíÿííÿ (7): ϑ̃a = ω̃a. Òîäi ç ïîïåðåäíiõ ðiâíÿíü âèïëèâà¹, ùî qab = pab ,
pav = 0, ìàòðèöÿ (pij) íàáóäå âèãëÿäó(

(pab ) 0
(pub ) (puv )

)
.

Îòîæ, âíàñëiäîê ðåäóêöi¨ ðåïåðà ïñåâäîãðóïà P çâóçèëàñÿ äî ïñåâäîãðóïè P ′, îáìå-
æåíî¨ óìîâàìè pav = 0, à ïñåâäîãðóïà Q âêëàäà¹òüñÿ ó P ′, ùî ¹ ¨¨ ðîçøèðåííÿì.

Çàìiíà (14) âèçíà÷à¹ ïåðåõiä äî íîâîãî àäàïòîâàíîãî êîðåïåðà, ÿêèé ïîçíà÷èìî
R2. Äàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî óñi ðiâíÿííÿ çàïèñàíi ó êîðåïåði R2. Ïîðiâíþþ÷è
ðiâíÿííÿ (15) òà (8), çíàõîäèìî, ùî ó êîðåïåðiR2 ìàþòü âèêîíóâàòèñü ñïiââiäíîøåí-
íÿ λa

bk = 0, çâiäêè âíàñëiäîê ñèìåòði¨ öèõ âåëè÷èí çà íèæíiìè iíäåêñàìè ìàòèìåìî
Aa

ub = 0. Âíàñëiäîê öüîãî ðiâíÿííÿ (9) íàáóäóòü âèãëÿäó

ωa
u = Aa

uvω
v, (17)

äå, âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäíi ïîçíà÷åííÿ, îòðèìà¹ìî

Aa
uv = Aa

vu. (18)

Ç äðóãèõ ðiâíîñòåé ðiâíÿíü (11) òà (12) âíàñëiäîê óìîâè Aa
ub = 0 âèïëèâà¹

ωa
ub = Aa

uvω
v
b +Aa

ubcω
c +Aa

ubvω
v, (19)

à ñïiââiäíîøåííÿ (13) òåïåð ìîæíà çàïèñàòè òàê:

Aa
[uv]b = 0, Aa

uvw = Aa
(uvw), Aa

u[bc] = 0, Aa
ubv = Aa

uvb. (13′)

Äèôåðåíöiþ¹ìî (15), ñêîðèñòàâøèñü ñòðóêòóðíèìè ðiâíÿííÿìè (1) òà (2), çà-
ïèñàíèìè ó êîðåïåði R2. Îäåðæèìî

(ωa
bc − ϑa

bc) ∧ ωc + (ωa
bv −Aa

uvω
u
b ) ∧ ωv = 0.

Çàñòîñó¹ìî ëåìó Êàðòàíà òà îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

ωa
bc − ϑa

bc = µa
bcdω

d + µa
bcvω

v,

ωa
bv −Aa

uvω
u
b = µa

bvcω
c + µa

bvwω
w,

(20)
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äå âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

µa
b[cd] = 0, µa

bcv = µa
bvc, µa

b[vw] = 0. (21)

Çà äîïîìîãîþ ïåðøîãî çi ñïiââiäíîøåíü (20) ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

ω̃a
bc ≡ ωa

bc − µa
bcvω

v = ϑa
bc + µa

bcdω
d ≡ ϑ̃a

bc. (22)

Îñòàòî÷íî îòðèìà¹ìî

dωa
b = ωc

b ∧ ωa
c + ωu

b ∧ ωa
u + ωc ∧ ωa

bc + ωv ∧ ωa
bv

= ωc
b ∧ ωa

c +Aa
uvω

u
b ∧ ωv + ωc ∧ ωa

bc + ωv ∧ ωa
bv

= ωc
b ∧ ωa

c + ωv(ωa
bv −Aa

uvω
u
b ) + ωc ∧ ωa

bc.

Çàìiíþþ÷è âèðàç ó äóæêàõ çà äîïîìîãîþ (20), òà âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ
µa
b[vw] = 0 (äèâ. (21)), ïiñëÿ ïåðåòâîðåíü ç óðàõóâàííÿì ïîçíà÷åíü (22), îñòàòî÷íî

îäåðæó¹ìî
dω̃a

b = ω̃c
b ∧ ω̃a

c + ωc ∧ ω̃a
bc. (23)

Ìîæíà ïåðåâiðèòè ïðîñòèì îá÷èñëåííÿì, ùî ôîðìà dϑ̃a
bc ìà¹ ñàìå òàêèé âèãëÿä,

òîáòî, äèôåðåíöiþâàííÿ ñïiââiäíîøåííÿ ω̃a
bc = ϑ̃a

bc, ùî âèïëèâà¹ ç (22), äà¹ òîòîæ-
íiñòü.

Çàìiíè (22) âèçíà÷àþòü ïåðåõiä äî íîâèõ àäàïòîâàíèõ êîðåïåðiâ òðåòüîãî ïî-
ðÿäêó íà ìíîãîâèäàõ M i X, i öi êîðåïåðè ïîçíà÷èìî, âiäïîâiäíî, R3 i R′. Â íèõ
(äèâ. (22)) âæå ω̃a

bc ≡ ϑ̃a
bc, òîìó ç ðiâíÿíü âèãëÿäó (20), çàïèñàíèõ äëÿ êîðåïåðà R3,

âèïëèâà¹ µa
bcd = µa

bcv = 0, òîìó äðóãå ðiâíÿííÿ (20) íàáóäå âèãëÿäó

ωa
bu = Aa

vuω
v
b + µa

buvω
v. (20′)

Ïðîäîâæóþ÷è íàâåäåíi ìiðêóâàííÿ çà iíäóêöi¹þ, ìàòèìåìî òàêå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 1. Íåõàé f : M → X � ãëàäêà ñóáìåðñiÿ òà ñòðóêòóðíi ðiâíÿííÿ

ìíîãîâèäiâ M òà X çàïèñàíi ó âèãëÿäi (1), (2). Òîäi áàçèñè ó ðîçøàðóâàííÿõ êîðå-
ïåðiâ ïåðøîãî, äðóãîãî òà iíøèõ ïîðÿäêiâ íà ìíîãîâèäàõ M òà X ìîæíà îáðàòè
òàê, ùîá âèêîíóâàëèñÿ ðiâíÿííÿ

ϑa = ωa, ϑa
b = ωa

b , ωa
bc = ϑa

bc, . . . (24)

äëÿ áóäü-ÿêî¨ êiëüêîñòi íèæíiõ iíäåêñiâ.

ßêùî öå çðîáëåíî, òî ââàæàòèìåìî, ùî ñòðóêòóðè ìíîãîâèäiâ M òà X ¹ êà-
íîíi÷íî óçãîäæåíèìè ñòîñîâíî ñóáìåðñi¨ f . Ó öüîìó âèïàäêó ñòðóêòóðíi ðiâíÿííÿ
(2) ìíîãîâèäó X ñòàíîâëÿòü ÷àñòèíó ñòðóêòóðíèõ ðiâíÿíü (1) ìíîãîâèäó M , ÿêi áó-
äåìî íàçèâàòè êàíîíi÷íèìè ñòðóêòóðíèìè ðiâíÿííÿìè ñóáìåðñi¨ f àáî øàðóâàííÿ
Φ.

ßêùî âèêîíó¹òüñÿ ëèøå ïåðøà ñåðiÿ ñïiââiäíîøåíü (24), òî ââàæàòèìåìî, ùî
¹ êàíîíi÷íî óçãîäæåíèìè ñòðóêòóðè ïåðøîãî ïîðÿäêó, ÿêùî ïåðøà òà äðóãà ñåði¨
ñïiââiäíîøåíü � òî êàíîíi÷íî óçãîäæåíèìè ¹ ñòðóêòóðè äðóãîãî ïîðÿäêó ñòîñîâíî
ñóáìåðñi¨ f òà ií.

ßêùî êàíîíi÷íî óçãîäæåíèìè ¹ ñòðóêòóðè äðóãîãî ïîðÿäêó, òî ïåðøi äâi ñåði¨
ðiâíÿíü (1) áóäåìî íàçèâàòè ñòðóêòóðíèìè ðiâíÿííÿìè ñóáìåðñi¨ f .
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2.3. G-ñòðóêòóðè, ïîâ'ÿçàíi ç ñóáìåðñi¹þ.

Ïåðøi äâi ñåði¨ ñòðóêòóðíèõ ðiâíÿíü (1) ìíîãîâèäó M

dωi = ωj ∧ ωi
j , dωi

j = ωk
j ∧ ωi

k + ωk ∧ ωi
jk (25)

ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñòðóêòóðíi ðiâíÿííÿ ãîëîâíîãî ðîçøàðóâàííÿ ðåïåðiâ (ðåïåðiâ
ïåðøîãî ïîðÿäêó) íàäM , áàçîþ ÿêîãî ¹M , à øàðîì � ìíîãîâèä Rp ðåïåðiâ ïåðøîãî
ïîðÿäêó, âiäíåñåíèõ äî ïåâíî¨ òî÷êè p, p ∈ M . Øàð Rp âèîêðåìëþ¹òüñÿ öiëêîì
iíòåãðîâíîþ ñèñòåìîþ ωi = 0, âíàñëiäîê ÿêî¨ ðiâíÿííÿ (25) íàáóâàþòü âèãëÿäó

δπi
j = πk

j ∧ πi
k. (26)

Òóò çàçâè÷àé πi
j = ωi

j(modω
i = 0), à δ � ñèìâîë äèôåðåíöiþâàííÿ çà âòîðèííèìè

ïàðàìåòðàìè, òîáòî çà ïàðàìåòðàìè ðåïåðà ó Rp. Ðiâíÿííÿ (26) ¹ ðiâíÿííÿìè ïîâíî¨
ëiíiéíî¨ ãðóïè GL(n), ùî äi¹ íà ìíîãîâèäi Rp âiëüíî òà ïðîñòî òðàíçèòèâíî.

ßêùî íà ìíîãîâèäàõ M òà X êàíîíi÷íî óçãîäæåíi ñòðóêòóðè äðóãîãî ïîðÿäêó,
òî ç ðiâíÿíü (17) òà (26) îòðèìó¹ìî πa

u = 0, δπa
u = 0. Öiëêîì iíòåãðîâíà ñèñòåìà

πa
u = 0 âèîêðåìëþ¹ íà ãðóïi GL(n) ïiäãðóïó G, ñòðóêòóðíi ðiâíÿííÿ ÿêî¨ îòðèìà¹ìî
ç (26), âðàõîâóþ÷è πa

u = 0

δπa
b = πc

b ∧ πa
c , δπ

u
b = πc

b ∧ πu
c + πv

b ∧ πu
v , δπ

u
v = πw

v ∧ πu
w. (26′)

Ãðóïà G ¹ ãðóïîþ ìàòðèöü âèãëÿäó(
A 0
B C

)
, (27)

äå A,B,C � ìàòðèöi r × r, (n− r)× r, (n− r)× (n− r), âiäïîâiäíî.
Öiëêîì iíòåãðîâíi ñèñòåìè πu

b = πu
v = 0, πu

v = πa
b = 0, πa

b = πu
b = 0 âèîêðåìëþ-

þòü ó ãðóïi G âiäïîâiäíî ïiäãðóïè GL(r), A(r, n− r), GL(n− r), äå ÷åðåç A(r, n− r)
ïîçíà÷åíî àáåëåâó ãðóïó ìàòðèöü (n − r) × r ùîäî äîäàâàííÿ. ßê âèäíî ç ðiâíÿíü
(26'), ïiäãðóïè GL(r) i GL(n− r) ¹ íîðìàëüíèìè äiëüíèêàìè G.

Ãðóïà G äi¹ òðàíçèòèâíî íà ìíîãîâèäi àäàïòîâàíèõ ðåïåðiâ, ÿêèé ìè ïîçíà÷èëè
ÿê R1. Òîìó âîíà çàäà¹ íà ìíîãîâèäi M G-ñòðóêòóðó [19], ÿêó ìè ïîçíà÷èìî BG.

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ãðóïà GL(r) òðàíçèòèâíî äi¹ íà ðîçøàðóâàííi ðåïåðiâ ìíî-
ãîâèäó X. Äîâåäåìî, ùî ãðóïà GL(n− r) òðàíçèòèâíî äi¹ íà ðîçøàðóâàííi ðåïåðiâ
øàðó øàðóâàííÿ Φ. Ñïðàâäi, øàð ôiêñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (9), âíàñëiäîê ÿêîãî ç ðiâ-
íÿíü (1) (â àäàïòîâàíîìó ðåïåði) îòðèìó¹ìî ñòðóêòóðíi ðiâíÿííÿ øàðó

dωu =ωv ∧ ωu
v ,

dωu
v =ωw

v ∧ ωu
w + ωb

v ∧ ωu
b + ωw ∧ ωu

vw = ωw
v ∧ ωu

w +Ab
vwω

w ∧ ωu
b + ωw ∧ ωu

vw.

Ôiêñóþ÷è òî÷êó øàðó (ωu = 0), îäåðæó¹ìî ñòðóêòóðíi ðiâíÿííÿ ãðóïè GL(n− r)

dπu
v = πw

v ∧ πu
w.

Îòæå, öÿ ãðóïà äi¹ íà ðîçøàðóâàííi ðåïåðiâ, áàçîþ ÿêîãî ¹ øàð øàðóâàííÿ Φ.
Äàëi ðîçãëÿíåìî ïåðøi òðè ñåði¨ ñòðóêòóðíèõ ðiâíÿíü (1). �õ ìîæíà ðîçãëÿäàòè

ÿê ñòðóêòóðíi ðiâíÿííÿ ãîëîâíîãî ðîçøàðóâàííÿ ðåïåðiâ äðóãîãî ïîðÿäêó íàä M ,
áàçîþ ÿêîãî ¹ M , à øàðîì � ìíîãîâèä R2

p ðåïåðiâ äðóãîãî ïîðÿäêó, âiäíåñåíèõ
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äî ïåâíî¨ òî÷êè p, p ∈ M . Øàð R2
p âèîêðåìëþ¹òüñÿ öiëêîì iíòåãðîâíîþ ñèñòåìîþ

ωi = 0, âíàñëiäîê ÿêî¨ ç (1) âèïëèâà¹

δπi
j =πk

j ∧ πi
k,

δπi
jk =πm

jk ∧ πi
m − πi

mk ∧ πm
j − πi

jm ∧ πm
k .

(28)

Öi ðiâíÿííÿ âèçíà÷àþòü ãðóïó Ëi, ÿêà ìà¹ íàçâó äèôåðåíöiàëüíî¨ ãðóïè äðóãîãî
ïîðÿäêó [15], ïîçíà÷èìî ¨¨ D2. Çàçíà÷èìî, ùî äèôåðåíöiàëüíi ãðóïè äîñëiäæóâàëè
ðiçíi àâòîðè, íàïðèêëàä, ¨õ ìàòðè÷íó ðåïðåçåíòàöiþ ïîäàíî ó [18], äèâ. òàêîæ [4].

ßêùî ñòðóêòóðè ìíîãîâèäiâM òà X óçãîäæåíi äî äðóãîãî ïîðÿäêó, òî ç òðåòüî¨
ñåði¨ ðiâíÿíü (28) íà ïiäñòàâi (17) çíàõîäèìî

δπa
uv = πb

uv ∧ πa
b − πa

wv ∧ πw
u − πa

uw ∧ πw
v . (28)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ñèñòåìà ïôàôîâèõ ðiâíÿíü πa
uv = 0 íà ãðóïi D2 ¹ öiëêîì iíòå-

ãðîâíîþ, îòæå, âèîêðåìëþ¹ äåÿêó ïiäãðóïó, ïîçíà÷èìî ¨¨ D2
0.

Íåõàé ó ðîçøàðóâàííi ðåïåðiâ äðóãîãî ïîðÿäêó íàä M çàôiêñîâàíî ïiäðîçøà-
ðóâàííÿ âèãëÿäó

ωa
uv = Ba

uvkω
k. (29)

Ïîçíà÷èìî éîãî R̃. Ó øàði R2
p öüîãî ïiäðîçøàðóâàííÿ áóäóòü âèêîíóâàòèñü ðiâíÿííÿ

πa
uv = 0, òîáòî ó R2

p äi¹ ãðóïà D2
0. Îòæå, íà ìíîãîâèäi M âèçíà÷åíî G-ñòðóêòóðó

äðóãîãî ïîðÿäêó BD2
0
iç ñòðóêòóðíîþ ãðóïîþ D2

0 [4]. Îäíî÷àñíî ç (12) çíàõîäèìî, ùî

íà R̃ ôîðìà▽Aa
uv ñòà¹ ãîëîâíîþ. Öå îçíà÷à¹, äèâ. [15], ùî âåëè÷èíè Aa

uv óòâîðþþòü
òåíçîð íà G-ñòðóêòóði BG. Äîâåäåìî òåîðåìó.

Òåîðåìà 2. Íåõàé f : M → X � ñóáìåðñiÿ, i ñòðóêòóðè M òà X êàíîíi÷íî
óçãîäæåíi ñòîñîâíî f , òîáòî âèêîíóþòüñÿ ðiâíÿííÿ (1), (16), (17), (19), (20'), (23)
i òà ií. Òîäi íà M âèçíà÷åíî G-ñòðóêòóðó BG, äå G � ïiäãðóïà âèãëÿäó (27) ïîâíî¨
ëiíiéíî¨ ãðóïè GL(n), ùî äi¹ íà ïiäðîçøàðóâàííi ðåïåðiâ, çàäàíèõ ðiâíÿííÿìè (17).
Íåõàé íà M çàôiêñîâàíèé ïåðåòèí âèãëÿäó (29). Òîäi íà M âèçíà÷åíî G-ñòðóêòóðó
äðóãîãî ïîðÿäêó BD2

0
iç ñòðóêòóðíîþ ãðóïîþ D2

0 � ïiäãðóïîþ äèôåðåíöiàëüíî¨ ãðóïè

äðóãîãî ïîðÿäêó D2, âèîêðåìëåíîþ ðiâíÿííÿìè πa
uv = 0. Ó öüîìó âèïàäêó âåëè÷èíè

Aa
uv, âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè (10) òà (12,1), óòâîðþþòü òåíçîð íà G-ñòðóêòóði BG.

3. Iíâàðiàíòè ðîçøàðóâàííÿ ïîâåðõîíü ó òðèâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó
ïðîñòîði.

3.1. Ðiâíÿííÿ ñóáìåðñi¨ f : E3 → R.
Íåõàé f : E3 → R, äå E3 � òðèâèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið. Ó E3 ìè áóäåìî âè-

êîðèñòîâóâàòè îðòîíîðìîâàíi ðåïåðè. Òîìó ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ äîâåäåòüñÿ äåùî
çìiíèòè, îñêiëüêè ¨õ ïðîâîäèëè äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó, êîëè íà ìíîãîâèäè ðåïåðiâ
íå íàêëàäà¹òüñÿ æîäíèõ óìîâ.

Íåõàé p � äîâiëüíà òî÷êà ó E3, ei � ðóõîìèé îðòîíîðìîâàíèé ðåïåð, i, j, k, ... =
1, 2, 3. Ââàæà¹ìî, ÿê çàçè÷àé

dp = ωiei, dei = ωj
i ej . (30)

Ôîðìè ωi òà ωj
i çàäîâîëüíÿþòü ñòðóêòóðíi ðiâíÿííÿ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó

dωi = ωj ∧ ωi
j , dωi

j = ωk
j ∧ ωi

k, (31)
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òà ñïiââiäíîøåííÿ
ωi
j = −ωj

i , ω
i
i = 0, (32)

ÿêi âèïëèâàþòü ç óìîâè îðòîíîðìîâàíîñòi. ßê âiäîìî [4], ôîðìè ωi òà ωi
j ¹ iíâàði-

àíòíèìè ôîðìàìè ãðóïè ðóõiâ D3 ïðîñòîðó E3.
Â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ (2) íàáóäóòü âèãëÿäó

dϑ1 = ϑ1 ∧ ϑ1
1, dϑ

1
1 = ϑ1 ∧ ϑ1

11, dϑ
1
11 = ϑ1

1 ∧ ϑ1
11 + ϑ1 ∧ ϑ1

111, . . . (33)

Çàçíà÷èìî, ùî ïiä ÷àñ çìiíè êîáàçèñó ϑ̃1 = λϑ1 ôîðìè ó ðiâíÿííÿõ (33) ïåðå-
òâîðþþòüñÿ òàê:

ϑ̃1
1 = ϑ1

1 − dq/q, ϑ̃1
11 = q−1ϑ1

11, ϑ̃
1
111 = q−2ϑ1

111, . . .

Àäàïòóâàòè ðîäèíó îðòîíîðìîâàíèõ ðåïåðiâ ó E3 ìîæíà ç äâîõ ìiðêóâàíü:
1) ùîá ñïðîñòèòè ðiâíÿííÿ øàðó; 2) ùîá ñïðîñòèòè ðiâíÿííÿ ñóáìåðñi¨ f . Øàð V
(äâîâèìiðíà ïîâåðõíÿ) ó E3 çâè÷àéíî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ω3 = 0, ó öüîìó âèïàä-
êó âåêòîðè e1 i e2 ðóõîìîãî ðåïåðà äîòè÷íi äî ïîâåðõíi V , à âåêòîð e3 ñïðÿìîâàíèé
ó íàïðÿìi ¨¨ íîðìàëi. Ìîæëèâi ïåðåòâîðåííÿ êîðåïåðà â öüîìó âèïàäêó íàáóâàþòü
âèãëÿäó

ω̃3 = ω3, ω̃a = pabω
b,

äå a, b = 1, 2, (pab ) � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ. Îáèðàþ÷è òàêó ðîäèíó ðåïåðiâ, ìè
îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ ñóáìåðñi¨ ó âèãëÿäi ϑ1 = λω3. Çðîáèìî íà R çàìiíó êîáàçèñó
ϑ1 → λϑ1, âíàñëiäîê ÷îãî ðiâíÿííÿ ñóáìåðñi¨ íàáóäå âèãëÿäó

ϑ1 = ω3. (34)

Ç iíøîãî áîêó, äîâiëüíèé äèôåîìîðôiçì ç Q ìà¹ áóòè çàïèñàíèé ó âèãëÿäi ϑ̃1 = qϑ1

àáî íà ïiäñòàâi (34), ω̃3 = qω3. Ïîðiâíþþ÷è çi çãàäàíèìè äîïóñòèìèìè ïåðåòâîðåí-
íÿìè, çíàõîäèìî, ùî q = 1, òîáòî áóäü-ÿêèé äèôåîìîðôiçì ç Q íàáóâà¹ âèãëÿäó

ω̃3 = ω3. (35)

Éîãî çíà÷åííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïñåâäîãðóïà òàê çâàíèõ êàëiáðóâàëüíèõ ïåðå-
òâîðåíü ϑ1 → qϑ1 íà R ¹ òðèâiàëüíîþ, òîáòî êàëiáðóâàííÿ � ôiêñîâàíå. Ç íàâåäåíèõ
ìiðêóâàíü âèïëèâà¹, ùî íåòðèâiàëüíà ïñåâäîãðóïà êàëiáðóâàëüíèõ ïåðåòâîðåíü ìî-
æå âèíèêíóòè ëèøå ó ðàçi âiäìîâè âiä âèìîãè îðòîíîðìîâàíîñòi ðóõîìîãî ðåïåðà,
òîáòî çà óìîâè, ùî ó ðóõîìîìó îðòîãîíàëüíîìó ðåïåði âåêòîð íîðìàëi äî ùàðó V
íå îáîâ'ÿçêîâî îäèíè÷íèé.

Äàëi ìè ðîçãëÿíåìî òiëüêè âèïàäîê q = 1 (êàëiáðóâàííÿ ¹ ôiêñîâàíèì), êîëè
âèêîíóþòüñÿ ðiâíÿííÿ (34) i (35).

3.2. Êàíîíi÷íèé ðåïåð ñóáìåðñi¨ f : E3 → R.
Äèôåðåíöiþþ÷è (34) çîâíiøíüî çà äîïîìîãîþ (31)�(33), âðàõîâóþ÷è (34), îòðè-

ìó¹ìî ðiâíÿííÿ
ω1 ∧ ω3

1 + ω2 ∧ ω3
2 = ω3 ∧ ϑ1

1.

Çâiäñè çà ëåìîþ Êàðòàíà îäåðæó¹ìî

ω3
1 = a11ω

1 + a12ω
2 + a1ω

3, ω3
2 = a21ω

1 + a22ω
2 + a2ω

3, a12 = a21, (36)

i
ϑ1
1 = −a1ω

1 − a2ω
2 + a3ω

3. (37)
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Çàçíà÷èìî, ùî, ïiäñòàâèâøè öåé âèðàç ó ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (33), îòðèìó-
¹ìî âèðàç äëÿ ôîðìè dω3, ÿêèé âèïëèâà¹ òàêîæ ç ïåðøî¨ ñåði¨ ðiâíÿíü (31) i ðiâíÿíü
(36)

dω3 = a1ω
1 ∧ ω3 + a2ω

2 ∧ ω3. (38)

Äèôåðåíöiþþ÷è çîâíiøíüî ðiâíÿííÿ (36), îòðèìà¹ìî

▽ a11 ∧ ω1 +▽a12 ∧ ω2 +▽a1 ∧ ω3 = 0,

▽ a12 ∧ ω1 +▽a22 ∧ ω2 +▽a2 ∧ ω3 = 0,

äå ïîçíà÷åíî

▽a11 = da11 − 2a12ω
2
1 ,

▽a12 = da12 − a11ω
1
2 − a22ω

2
1 ,

▽a22 = da22 − 2a12ω
1
2 ,

▽a1 = da1 − a2ω
2
1 + a11ω

3
1 + a12ω

3
2 + (a1)

2ω1 + a1a2ω
2,

▽a2 = da2 − a1ω
1
2 + a12ω

3
1 + a22ω

3
2 + a1a2ω

1 + (a2)
2ω2.

(39)

Çâiäñè, íà ïiäñòàâi ëåìè Êàðòàíà, âèïëèâàþòü ðiâíîñòi

▽a11 = a111ω
1 + a112ω

2 + a113ω
3,

▽a12 = a112ω
1 + a122ω

2 + a123ω
3,

▽a22 = a122ω
1 + a222ω

2 + a223ω
3,

▽a1 = a113ω
1 + a123ω

2 + b11ω
3,

▽a2 = a123ω
1 + a223ω

2 + b22ω
3.

(40)

Äèôåðåíöiþþ÷è çîâíiøíüî ðiâíÿííÿ (37), ïiñëÿ ïåðåòâîðåíü òà çàñòîñóâàííÿ
ëåìè Êàðòàíà îòðèìó¹ìî

da3 + ϑ1
11 = a33ω

3+

(−b11 − a1a3 + 2a1a11 + 2a2a12)ω
1 + (−b22 − a2a3 + 2a1a12 + 2a2a22)ω

2,
(41)

äå a33 � äåÿêà íîâà ôóíêöiÿ.
Ôiêñó¹ìî òî÷êó p, òîáòî ââàæàòèìåìî ωi = 0. Òîäi ç (41) âèïëèâà¹ ðiâíÿííÿ

δa3 + π1
11 = 0,

äå, ÿê i âèùå, ñèìâîë δ îçíà÷à¹ äèôåðåíöiþâàííÿ çà âòîðèííèìè ïàðàìåòðàìè. Ç
îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ìè áà÷èìî, ùî çàâäÿêè ôiêñàöi¨ çìiííî¨ a3 ìîæíà ôîðìó π1

11

ïðèâåñòè äî íóëÿ. Iíàêøå êàæó÷è, ìè ìîæåìî çâóçèòè ðîäèíó ðåïåðiâ, ëèøèâøè
òiëüêè òi, â ÿêèõ ôîðìà ϑ1

11 ¹ ãîëîâíîþ. Ââàæàòèìåìî, íàïðèêëàä, a3 = 0, òîäi ç
(41) îòðèìà¹ìî âèðàç äëÿ ôîðìè ϑ1

11

ϑ1
11 = a33ω

3 + (−b11 + 2a1a11 + 2a2a12)ω
1 + (−b22 + 2a1a12 + 2a2a22)ω

2. (41′)

Ðiâíÿííÿ (37) âíàñëiäîê ïðîâåäåíî¨ êàíîíiçàöi¨ íàáóâà¹ òàêîãî âèãëÿäó:

ϑ1
1 = −a1ω

1 − a2ω
2. (37′)
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ßêùî ïðîäèôåðåíöiþâàòè ðiâíÿííÿ (36') çîâíiøíüî i ñêîðèñòàòèñÿ äðóãèì ðiâíÿí-
íÿì (33), ðiâíÿííÿì (41) (çà óìîâè a3 = 0), îñòàííiìè äâîìà ðiâíÿííÿìè (39) òà
ñòðóêòóðíèìè ðiâíÿííÿìè (31), òî îòðèìó¹ìî òîòîæíîñòi.

Ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ àíàëîãi÷íi. Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî ðiâíÿííÿ (41'), çàñòîñîâó-
¹ìî ëåìó Êàðòàíà, òà ââàæàòèìåìî â îòðèìàíèõ ðiâíÿííÿõ ωi = 0. Ïiñëÿ îá÷èñëåíü
îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi

δa33 + π1
111 = 0,

ç ÿêèõ áà÷èìî, ùî çàâäÿêè ôiêñàöi¨ çìiííî¨ a33 ìîæíà ôîðìó π1
111 çâåñòè äî íó-

ëÿ. Ââàæàþ÷è a33 = 0, ìè çðîáèìî ôîðìó ϑ1
111 ãîëîâíîþ, à ôîðìóëà (41') íàáóäå

âèãëÿäó

ϑ1
11 = (−b11 + 2a1a11 + 2a2a12)ω

1 + (−b22 + 2a1a12 + 2a2a22)ω
2. (41′′)

Ïðîäîâæóþ÷è ìiðêóâàííÿ çà iíäóêöi¹þ, ìàòèìåìî òàêå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 3. Íåõàé çàäàíî ñóáìåðñiþ f : E3 → R, äå ïðîñòið E3 âiäíåñåíî äî

îðòîíîðìîâàíîãî ðåïåðà, à ñòðóêòóðíi ïñåâäîãðóïè ïåðåòâîðåíü íà R ìàþòü âè-
ãëÿä (33). Òîäi ïñåâäîãðóïà êàëiáðóâàëüíèõ ïåðåòâîðåíü ¹ òðèâiàëüíîþ, à ðîäèíà
ðåïåðiâ ó E3 òà íà R ìîæíà âèáðàòè òàê, ùî ôîðìà ω3 áóäå ãîëîâíîþ íà R, i íà R
iñíóþòü ðåïåðè ïåðøîãî, äðóãîãî òà iíøèõ ïîðÿäêiâ òàêi, ùî ôîðìè ϑ1, ϑ1

1, ϑ
1
11, . . .

ìîæëèâî áóäå âèðàçèòè çà ôîðìóëàìè (34), (37'), (41�) òà iíøèìè, äå öi ðiâíÿííÿ
¹ öiëêîì iíòåãðîâíèìè íà ìíîãîâèäi E3 × R.

Çãàäàíèé ó òåîðåìi ðåïåð íàçâåìî êàíîíi÷íèì ðåïåðîì R∞ ñóáìåðñi¨ f : E3 →
R. ßêùî âèêîíàíî òiëüêè ðiâíÿííÿ (34), òî ââàæàòèìåìî, ùî ïðîâåäåíî êàíîíiçàöiþ
ïåðøîãî ïîðÿäêó i ïîçíà÷àòè âiäïîâiäíi ðåïåðè R1; ÿêùî òiëüêè (34) òà (37′) � òî
ïðîâåäåíî êàíîíiçàöiþ äðóãîãî ïîðÿäêó (ðåïåðè R2) òîùî.

Ç'ÿcó¹ìî ãåîìåòðè÷íèé ñåíñ êàíîíiçàöi¨. Íåõàé ω1 = ω2 = 0, òîäi ç ïåðøî¨ ñå-
ði¨ ðiâíÿíü (30) îòðèìó¹ìî dp = ω3e3, à ç (38) � dω3 = 0, çâiäêè ω3 = ds. Îòæå,
òî÷êà p ðóõà¹òüñÿ óçäîâæ êðèâî¨ ℓ � îðòîãîíàëüíî¨ òðà¹êòîði¨ äâîâèìiðíîãî øàðó
øàðóâàííÿ Φ, à s � íàòóðàëüíèé ïàðàìåòð íà ℓ. Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè âíàñëiäîê
ω1 = ω2 = 0 ôîðìè ϑ1

1, ϑ
1
11, . . . äîðiâíþþòü íóëþ, òî ðiâíÿííÿ (33) ìîæíà çâåñòè äî

îäíîãî ðiâíÿííÿ dϑ1 = 0 àáî dω3 = 0. Îòæå, íà R âèíèêà¹ ñòðóêòóðà îäíîâèìið-
íîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó ç êàíîíi÷íèì ïàðàìåòðîì (äåêàðòîâîþ êîîðäèíàòîþ) s.
Îòîæ, ìíîãîâèä R � áàçà øàðóâàííÿ Φ êàíîíi÷íî âêëàäà¹òüñÿ â E3 ÿê îðòîãî-
íàëüíà òðà¹êòîðiÿ öüîãî øàðóâàííÿ.

3.3. Ïñåâäîãðóïà ïåðåòâîðåíü ó E3 × R.
ßê âæå áóëî çàçíà÷åíî, ñóáìåðñiþ f àáî øàðóâàííÿ Φ ðîçãëÿäàþòü ç òî÷íiñòþ

äî ïåðåòâîðåíü ïñåâäîãðóïè P ×Q. Ó öüîìó âèïàäêó P ¹ ãðóïîþ ðóõiâ D3, ¨ ¨ äiÿ ó
òåðìiíàõ iíâàðiàíòíèõ ôîðì ωi i ωi

j çàïèñóþòü ó âèãëÿäi (äèâ. âèùå)

ω̃3 = ω3, ω̃a = pabω
b,

äå a, b = 1, 2 è (pab ) � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ. Öi ðiâíÿííÿ ìîæíà ñïðîñòèòè, ÿêùî
âèáðàòè â êîæíié òî÷öi øàðó V ¹äèíèé (êàíîíi÷íèé) ðåïåð, âåêòîðè e1 i e2 ÿêîãî
ñïðÿìîâàíi ïî ãîëîâíèõ íàïðÿìàõ ïîâåðõíi V . Òîäi ïîïåðåäíi ðiâíÿííÿ íàáóâàþòü
âèãëÿäó

ω̃i = ωi. (43)
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Äèôåðåíöiþþ÷è öi ðiâíÿííÿ çà äîïîìîãîþ ñòðóêòóðíèõ ðiâíÿíü (31), íà ïiäñòàâi
(43) îòðèìà¹ìî ωj ∧ (ωi

j − ω̃i
j) = 0. Çâiäñè ωi

j − ω̃i
j = cijkω

k, cijk = cikj . Ç iíøîãî

áîêó, íà ïiäñòàâi (32) îòðèìó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ cijk = −cjik. Îäåðæèìî cijk = −cjik =

−cjki = ckji = ckij = −cikj = −cijk, çâiäêè cijk = 0, i îòæå, ωi
j = ω̃i

j . Iíòåãðóþ÷è öi
ðiâíÿííÿ ðàçîì ç ðiâíÿííÿìè (43), îòðèìó¹ìî, ÿê âiäîìî [2], äiþ ãðóïè ðóõiâ D3 íà
ñîái.

Äîâiëüíèé äèôåîìîðôiçì R → R ç Q íàáóâà¹ âèãëÿäó (35) àáî

ϑ̃1 = ϑ1. (44)

Äèôåðåíöiþþ÷è öå ðiâíÿííÿ çà äîïîìîãîþ (33) òà çàñòîñóâàâøè ëåìó Êàðòàíà, íà
ïiäñòàâi (37') îäåðæó¹ìî ϑ̃1

1 = ϑ1
1 + kω3 àáî

ã1ω̃
1 + ã2ω̃

2 = a1ω
1 + a2ω

2 + kω3.

Îñêiëüêè ôîðìè ω1 i ω2 äîïóñêàþòü ëèøå îðòîãîíàëüíi ïåðåòâîðåííÿ âèãëÿäó ω̃a =
pabω

b (äèâ. ï. 2.1), òî k = 0 i êîâåêòîð ã(ã1, ã2) îòðèìó¹ìî ç êîâåêòîðà a(a1, a2)
çâîðîòíèì îðòîãîíàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì, çàïèøåìî öå ó âèãëÿäi

ã = Π(a). (45)

Öÿ ðiâíiñòü åêâiâàëåíòíà ïîïåðåäíiì, ÿêùî k = 0

ϑ̃1
1 = ϑ1

1. (46)

Ïðîäîâæóþ÷è ðiâíiñòü (46) i âðàõîâóþ÷è (41"), ïðèéäåìî äî àíàëîãi÷íîãî ðå-
çóëüòàòó

B̃11 = Π(B11), (47)

äå B11 � êîâåêòîð ç êîîðäèíàòàìè

(−b11 + 2a1a11 + 2a2a12, −b22 + 2a1a12 + 2a2a22),

à êîâåêòîð B̃11 ìà¹ òàêi ñàìi êîîðäèíàòè, àëå ç õâèëüêîþ.
Ïðîäîâæóþ÷è çà iíäóêöi¹þ, îòðèìó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü êîâåêòîðiâ a, B11, B111 . . . ,

ÿêi ïåðåòâîðþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà Π â àíàëîãi÷íi âåëè÷èíè, àëå òàêi, ùî
îá÷èñëåíi â iíøié òî÷öi. Äîâåäåìî òåîðåìó.

Òåîðåìà 4. Íåõàé ñóáìåðñiÿ f : E3 → R ç òðèâiàëüíîþ ïñåâäîãðóïîþ êàëi-
áðóâàëüíèõ ïåðåòâîðåíü âiäíåñåíà äî êàíîíi÷íîãî ðåïåðà R∞. Òîäi äiÿ ïñåâäîãðóïè
ïåðåòâîðåíü íà R ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì ïåðåòâîðåííÿ (35), ùî âiäîáðàæà¹ øàð V ó

øàð Ṽ , òà îïåðàòîðà Π, ÿêèé âiäîáðàæà¹ iíâàðiàíòíi êîâåêòîðè ç øàðó V íà øàð
Ṽ óçäîâæ îðòîãîíàëüíèõ òðà¹êòîðié.

3.4. Iíâàðiàíòè øàðóâàííÿ ùîäî äi¨ ãðóïè D3.
Ç ðiâíÿííÿ (39) i (40) âèïëèâà¹, ùî, ôiêñóþ÷è ãîëîâíi ïàðàìåòðè (ωi = 0),

âåëè÷èíè aab, aa, a, b = 1, 2, ìàþòü çàäîâîëüíÿòè ðiâíÿííÿ

δa11 − 2a12π
2
1 = 0, δa12 − a11π

1
2 − a22π

2
1 = 0, δa22 − 2a12π

1
2 = 0, (48)

äå ñèìâîëè δ i π ìàþòü òîé ñàìèé ñåíñ, ùî é âèùå (äèâ. (26)). Ç ðiâíÿíü (48) âèïëè-
âàþòü òàêi ðiâíîñòi:

δ(a11a22 − (a12)
2) = 0, δ(a11 + a22) = 0.
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�õíié ñåíñ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âåëè÷èíè a11a22 − (a12)
2 òà a11 + a22 � iíâàðiàíòè,

òîáòî íå çìiíþþòüñÿ ïiä ÷àñ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ðåïåðà (êîðåïåðà).
Ðiâíÿííÿ (48) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

δaab + acbπ
c
a + aacπ

c
b = 0, δaa + abπ

b
a = 0.

Òàêèé âèãëÿä ðiâíÿíü, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü âåëè÷èíè aab i aa, îçíà÷à¹, ùî âîíè óòâî-
ðþþòü òåíçîðè ñòîñîâíî äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ðåïåðà. Ç'ÿñó¹ìî ¨õíié ãåîìåòðè÷-
íèé ñåíñ.

Öiëêîì iíòåãðîâíå ðiâíÿííÿ

ω3 = 0 (49)

âèîêðåìëþ¹ øàð øàðóâàííÿ Φ � äâîâèìiðíó ïîâåðõíþ V . Íà íié ðiâíÿííÿ (36)
íàáóäå âèãëÿäó

ω3
1 = a11ω

1 + a12ω
2, ω3

2 = a21ω
1 + a22ω

2. (36′)

Ç (30), êîðèñòóþ÷èñü (41) òà (36'), çíàõîäèìî

dp = ω1e1 + ω2e2, d2p = (...)e1 + (...)e2 + (a11(ω
1)2 + 2a12ω

1ω2 + a22(ω
2)2)e3.

Çâiäñè ìè áà÷èìî, ùî òåíçîð auv ¹ àñèìïòîòè÷íèì òåíçîðîì ïîâåðõíi V , i ¨ ¨ äðóãà
êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàáóâà¹ âèãëÿäó φ2 = a11(ω

1)2 + 2a12ω
1ω2 + a22(ω

2)2. Ó öüîìó
âèïàäêó ïåðøà êâàäðàòè÷íà ôîðìà ïîâåðõíi V íàáóäå âèãëÿäó (dp)2 = (ω1)2+(ω2)2.
Çâiäñè ëåãêî çíàõîäèìî ïîâíó òà ñåðåäíþ êðèâèíó ïîâåðõíi V

K = a11a22 − (a12)
2, 2H = a11 + a22.

Ðîçãëÿíåìî íà ïîâåðõíi V îáëàñòü íåîìáiëi÷íèõ òî÷îê òà çâóçèìî ðîäèíó àäàï-
òîâàíèõ ðåïåðiâ, ââàæàþ÷è a12 = 0. Îòðèìà¹ìî òàê çâàíèé êàíîíi÷íèé ðåïåð ïî-
âåðõíi. Òîäi ç (42) çíàõîäèìî δa11 = δa22 = 0, òîáòî âåëè÷èíè a11 i a22 ñòàþòü
iíâàðiàíòàìè. Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî öå � ãîëîâíi êðèâèíè ïîâåðõíi V :
k1 = a11, k2 = a22. Îñêiëüêè ïîâåðõíÿ íå ¹ îìáiëi÷íîþ, òî k1 ̸= k2, i ç äðóãîãî
ðiâíÿííÿ (40) ìîæíà çíàéòè ôîðìó ω2

1 , òîáòî âèðàçèòè ¨¨ ÷åðåç ãîëîâíi ôîðìè ωi.
Ó öüîìó âèïàäêó êîîðäèíàòíi íàïðÿìè, ÿêi âèçíà÷åíi áàçèñíèìè âåêòîðàìè e1 òà e2
íà ïîâåðõíi V , ¹ ãîëîâíèìè íàïðÿìàìè â êîæíié òî÷öi öi¹¨ ïîâåðõíi.

Ùîá ç'ÿñóâàòè ãåîìåòðè÷íèé ñåíñ iíâàðiàíòíîãî êîâåêòîðà au, ðîçãëÿíåìî øà-
ðóâàííÿ Φ⊥ êðèâèõ, îðòîãîíàëüíå øàðóâàííþ Φ. Âîíî âèîêðåìëþ¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè

ω1 = ω2 = 0. (50)

Íåõàé, ÿê i âèùå, ℓ � äîâiëüíà êðèâà øàðóâàííÿ Φ⊥, p ∈ ℓ. Íà ïiäñòàâi (50) îòðè-
ìà¹ìî dp = ω3e3, ω3 = ds, âðàõîâóþ÷è (32) i (36),

dp

ds
= e3,

d2p

ds2
=

ω1
3e1 + ω2

3e2
ω3

= −a1e1 − a2e2.

ßê áà÷èìî, âåêòîð −a1e1 − a2e2 ¹ âåêòîðîì êðèâèíè êðèâî¨ ℓ. Ç íèì ïîâ'ÿçàíi äâà
iíâàðiàíòè: êðèâèíà êðèâî¨ k = | − a1e1 − a2e2| = ((a1)

2 + (a2)
2)

1
2 òà êóò ìiæ öèì

âåêòîðîì êðèâèíè òà îäíèì ç ãîëîâíèõ íàïðÿìiâ ïîâåðõíi V . Ó êàíîíi÷íîìó ðåïåði
âåëè÷èíè a1 i a2 ¹ iíâàðiàíòàìè � ïðîåêöiÿìè âåêòîðà êðèâèíè íà ãîëîâíi íàïðÿìè
ïîâåðõíi V .
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Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè ìîæíà ç'ÿñóâàòè ãåîìåòðè÷íèé ñåíñ äèôåðåíöi-
àëüíèõ iíâàðiàíòiâ äèôåðåíöiàëüíèõ îêîëiâ òðåòüîãî, ÷åòâåðòîãî òà âèùèõ ïîðÿäêiâ,
äèâ. ïðî öå, íàïðèêëàä, ó [5].

3.5. Àëãåáðà iíâàðiàíòiâ øàðóâàííÿ f : E3 → R.
Íåõàé ðåïåð ó E3 ¹ êàíîíi÷íèì, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü a12 = 0. Òîäi óñi

ôóíêöi¨, ÿêi âõîäÿòü äî ñòðóêòóðíèõ ðiâíÿíü (36), (40) òà íàñòóïíi, îòðèìàíi ñòàí-
äàðòíèì ïðîäîâæåííÿì, áóäóòü iíâàðiàíòàìè ñòîñîâíî äi¨ ãðóïè D3 × Q, äå D3 ¹
ãðóïîþ ðóõiâ ó E3, à Q � ïñåâäîãðóïà ëîêàëüíèõ äèôåîìîðôiçìiâ ïðÿìî¨ R. Ó äðó-
ãîìó äèôåðåíöiàëüíîìó îêîëi iñíó¹ ÷îòèðè íåçàëåæíèõ iíâàðiàíòà a11, a22, a1 i a2.

Ùîá çíàéòè âèãëÿä iíâàðiàíòiâ òðåòüîãî äèôåðåíöiàëüíîãî îêîëó, ïåðåïèøåìî
ðiâíÿííÿ (40), âðàõîâóþ÷è (39) òà óìîâè êàíîíiçàöi¨ a12 = 0. Ïiñëÿ ïåðåòâîðåíü
îòðèìà¹ìî

da11 = a111ω
1 + a112ω

2 + a113ω
3,

da22 = a122ω
1 + a222ω

2 + a223ω
3,

da1 = (aa2a112 − (a1)
2 − (a11)

2 + a113)ω
1+

(aa2a122 − a1a2 + a123)ω
2 + b̃11ω

3,

da2 = (−aa1a112 − a1a2 + a123)ω
1+

(−aa1a122 − (a2)
2 − (a22)

2 + a223)ω
2 + b̃22ω

3.

(51)

äå ïîçíà÷åíî

a = (a11 − a22)
−1, b̃11 = aa2a123 − a1a11 + b11, b̃22 = −aa1a123 − a2a22 + b22.

Êîåôiöi¹íòè áiëÿ áàçèñíèõ ôîðì ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ðiâíÿíü (51) ¹ iíâàðiàíòàìè
òðåòüîãî äèôåðåíöiàëüíîãî îêîëó. Âîíè ç'ÿâëÿþòüñÿ ÿê ïîõiäíi âiä iíâàðiàíòiâ ïðè
äèôåðåíöiþâàííi çà iíâàðiàíòíèìè íàïðÿìàìè � óçäîâæ ãîëîâíèõ íàïðÿìiâ ïîâåðõ-
íi V i â íàïðÿìi êðèâî¨ ℓ.

ßê âèäíî ç ðiâíÿíü (40), ó òðåòüîìó îêîëi îòðèìó¹ìî äâàíàäöÿòü iíâàðiàíòiâ.
Ç íèõ ¹ äåâ'ÿòü íåçàëåæíèõ: a111, a112, a113, a122, a222, a223, a123, b̃11, b̃22, à iíøi òðè
ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç íèõ. ×åðåç çãàäàíi äåâ'ÿòü íåçàëåæíèõ iíâàðiàíòiâ òàêîæ
ìîæíà âèðàçèòè iíâàðiàíòè � êîîðäèíàòè êîâåêòîðiâ a, B11, B111 . . . ,, äèâ. ï. 2.3.

Òàê ñàìî ìîæíà îòðèìóâàòè é óñi ïîäàëüøi iíâàðiàíòè: øëÿõîì äèôåðåíöiþâàí-
íÿ iíâàðiàíòiâ ïîïåðåäíüîãî äèôåðåíöiàëüíîãî îêîëó óçäîâæ iíâàðiàíòíèõ íàïðÿìiâ.
Ó òàêèõ âèïàäêàõ êàæóòü, ùî àëãåáðà iíâàðiàíòiâ ïîðîäæåíà iíâàðiàíòàìè a11, a22,
a1 òà a2.

Ðîëü iíâàðiàíòiâ a11, a22, a1 òà a2 ïîÿñíþ¹òüñÿ ó òàêîìó òâåðäæåííi.
Òåîðåìà 3 (ïðî åêâiâàëåíòíiñòü øàðóâàíü). Íåõàé iñíó¹ äâà øàðóâàííÿ:

f : E3 → R, ÿêå âèçíà÷åíå ñòðóêòóðíèìè ðiâíÿííÿìè (31), (32), (36), (40), òà

øàðóâàííÿ f̃ : Ẽ3 → R̃, ÿêå âèçíà÷åíå ñòðóêòóðíèìè ðiâíÿííÿìè òàêîãî ñàìî-
ãî âèãëÿäó, â ÿêèõ ôîðìè ωi

j òà ôóíêöi¨ a11, a22, a1, a2 çàìiíåíi íà àíàëîãi÷íi ç
òèëüäîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî iíâàðiàíòè äðóãîãî äèôåðåíöiàëüíîãî îêîëó ó öèõ øà-
ðóâàíü çáiãàþòüñÿ. Òîäi øàðóâàííÿ f i f̃ � åêâiâàëåíòíi, òîáòî iñíó¹ ðóõ, ÿêèé
øàðóâàííÿ f ïåðåâîäèòü ó øàðóâàííÿ f̃ .

� Äëÿ ïðîñòîòè îá÷èñëåíü ââàæàòèìåìî, ùî ñòðóêòóðíi ðiâíÿííÿ îáîõ øàðó-
âàíü çàïèñàíi ó êàíîíi÷íîìó ðåïåði (a12 = ã12 = 0). Òîäi óìîâà ðiâíîñòi iíâàðiàíòiâ
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íàáóâà¹ âèãëÿäó
a11 = ã11, a22 = ã22, a1 = ã1, a2 = ã2. (52)

Ðîçãëÿíåìî íà ïðÿìîìó äîáóòêó Ẽ3 × Ẽ3 ðiâíÿííÿ

ω̃i = ωi. (53)

Íà ïiäñòàâi (52) i (53) ç (36) îòðèìó¹ìî ω3
1 = ω̃3

1 , ω
3
2 = ω̃3

2 , à ç (40) � a111 =
ã111, a112 = ã112 òà ií. Ç öèõ ðiâíîñòåé âèïëèâà¹ ðiâíiñòü ω2

1 = ω̃2
1 .

Âðàõîâóþ÷è öi ðiâíîñòi òà ïîïåðåäíi, çíàõîäèìî, ùî d(ωi − ω̃i) = 0. Îòæå, çà
òåîðåìîþ Ôðîáåíióñà ñèñòåìà (53) ¹ öiëêîì iíòåãðîâíîþ. �¨ iíòåãðàëüíèì ìíîãîâèäîì
áóäå ãðàôiê âiäîáðàæåííÿ φ : Ẽ3 → Ẽ3, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè (53), òà ïðè
çàäàíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíå. Ïðîòå ðiâíÿííÿ (53) çáiãà¹òüñÿ
ç ðiâíÿííÿì (43), ÿêå, ÿê áóëî äîâåäåíî ó ï. 2.3, âèçíà÷à¹ ãðóïó ðóõiâ. ßê âèäíî ç
ðiâíÿíü (53), φ âiäîáðàæà¹ øàðè øàðóâàííÿ Φ ó øàðè øàðóâàííÿ Φ̃. 2
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We study the geometry foliation generated by a smooth submersion. The
canonical form of the structural equations of smooth submersion has been
obtained. As an example, a foliation of two-dimensional surfaces in three-
dimensional Euclidean space is researched in details. Its invariants are descri-
bed.
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