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Ââåäåíî ïîíÿòòÿ äâîñòîðîííüîãî ïiäïîëiãîíó öåíòðîâàíîãî ïîëiãîíó íàä
ìîíî¨äîì ç íóëåì, ÿêå ïðèðîäío óçàãàëüíþ¹ äâîñòîðîííi iäåàëè ìîíî¨äà.
Âîíî  ðóíòó¹òüñÿ íà âiäîìié âëàñòèâîñòi âñòàâêè ìíîæíèêà (IFP), ÿêó âèâ-
÷àëè Ãðóíâàëüä i Ññåââiiði. Äâîñòîðîííi ïiäïîëiãîíè çàñòîñîâóþòü äî ïîáó-
äîâè îñíîâ òåîði¨ êëàñè÷íèõ äóîïîëiãîíiâ i êëàñè÷íî ïåðâèííèõ ïiäïîëiãî-
íiâ. Õàðàêòåðèçóþòüñÿ êëàñè÷íi äóîïîëiãîíè çàñîáàìè ìîâè àíóëÿòîðíèõ
iäåàëiâ. Äîñëiäæåíî êëàñè÷íi òîï-äóîïîëiãîíè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ïåðâèííèé ïiäïîëiãîí, êëàñè÷íî ïåðâèííèé ïîëi-
ãîí, äâîñòîðîííié ïiäïîëiãîí, êëàñè÷íèé äóîïîëiãîí, êëàñè÷íèé òîï-
äóîïîëiãîí.

1. Âñòóï. Ìåòà íàøî¨ ïðàöi � äîñëiäèòè ìîæëèâiñòü ïîáóäîâè òåîði¨ äóîïîëi-
ãîíiâ çà êëàñè÷íîþ ñõåìîþ, íà âiäìiíó âiä òåõíîëîãié, ÿêi çàñòîñîâóþòü iäåþ öiëêîì
iíâàðiàíòíèõ ïiäïîëiãîíiâ, äèâ., íàïðèêëàä, ïðàöþ Ðîóåòàíà i Åðøàäà [14]. Çàóâàæè-
ìî, ùî êëàñ äóîïîëiãîíiâ, ÿêèé äîñëiäæó¹òüñÿ â öié ïðàöi, íå ¹ çàìêíåíèì ñòîñîâíî
ïåðåõîäó äî ïðÿìèõ äîáóòêiâ ñiìåé ïîëiãîíiâ, ùî ñèëüíî êîíòðàñòó¹ ç êëàñè÷íèì ðî-
çóìiííÿì äóîêiëåöü òà äóîìîäóëiâ, à îòæå, i äóîïîëiãîíiâ. Ìè ââîäèìî äâîñòîðîííi,
i çîêðåìà, äâîñòîðîííi êëàñè÷íî ïåðâèííi ïiäïîëiãîíè, ÿêi ÿêðàç i ¹ òî÷êàìè êëà-
ñè÷íîãî ñïåêòðà Êàòî öüîãî ïîëiãîíó. Êîíêðåòíi ïðèêëàäè çàñâiä÷óþòü, ùî íàâiòü
íàä êîìóòàòèâíèìè ìîíî¨äàìè ç íóëåì iñíóþòü êëàñè÷íî ïåðâèííi ïiäïîëiãîíè, ÿêi
íå çîáîâ'ÿçàíi áóòè ïåðâèííèìè. Íàçâà �êëàñè÷íî ïåðâèííèé� äëÿ ñïåêòðà ïîõîäèòü
âiä íîâîãî òåðìiíà �êëàñè÷íî ïåðâèííèé ïiäìîäóëü�. Öåé òèï ìîäóëiâ âïåðøå âèêî-
ðèñòàëè Áåõáîîäi i Êîõi â ïðàöi [6] (çà íàçâîþ �ñëàáêî ïåðâèííi�). Â [5] äîñëiäæåííÿ
òàêèõ ìîäóëiâ ïðîäîâæåíî âæå ïiä íàçâîþ êëàñè÷íî ïåðâèííèõ ìîäóëiâ. Äîñëiäæó-
âàòèìåìî êëàñè÷íî ïåðâèííèé ñïåêòð Êàòî ïîëiãîíó çà ñõåìîþ, ÿêó çàïî÷àòêóâàëè
íàçâàíi àâòîðè äëÿ ìîäóëiâ. Êîðèñòóâàòèìåìîñü ââåäåíèì òåðìiíîì �äâîñòîðîííié
ïiäïîëiãîí�, ÿêèé óçàãàëüíþ¹ (â äåÿêîìó ñåíñi) ïîíÿòòÿ äâîñòîðîííüîãî iäåàëó êiëü-
öÿ (ìîíî¨äà) i äîïîìàãà¹ âèäiëèòè öiêàâèé êëàñ ïîëiãîíiâ, ïðèðîäíî íàçâàíèé êëàñîì
êëàñè÷íèõ äóîïîëiãîíiâ. Âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òåõíiêó ïiäìîäóëiâ ç �âëàñòèâiñòþ
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âêëàäåííÿ ìíîæíèêà� (IFP ) (äèâ., íàïðèêëàä, [10]) òà iäåþ äâîñòîðîííüîãî ïiäìî-
äóëÿ ç [2]. Âèçíà÷èìî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi òàêèõ ïiäïîëiãîíiâ. Ââîäèìî ïîíÿòòÿ
êëàñè÷íî ïåðâèííîãî ïiäïîëiãîíó i êëàñè÷íîãî ñïåêòðà Êàòî ìóëüòèïëiêàöiéíîãî
êëàñè÷íîãî äóîïîëiãîíó. Ç'ÿñó¹ìî âëàñòèâîñòi òàêèõ ïîëiãîíiâ òà ïðîäåìîíñòðó¹ìî,
ùî êëàñè÷íèé ñïåêòð Êàòî ïîâîäèòüñÿ ïîäiáíî ÿê çâè÷àéíèé ñïåêòð Êàòî ìîíî¨äà.
Êëàñè÷íi äóîïîëiãîíè îõàðàêòåðèçîâàíi ìîâîþ àíóëÿòîðíèõ ïðàâèõ iäåàëiâ. Ðåçóëü-
òàò íàãàäó¹ òâåðäæåííÿ Ëîìïà i Äå ëà Ïåí'¨ äîâåäåíèé äëÿ ìîäóëiâ [13].

2. Ïîïåðåäíi äàíi.
Âñþäè ÷åðåç S ïîçíà÷àòèìåìî ìîíî¨ä ç íóëåì 0 i íåíóëüîâîþ îäèíèöåþ 1, àëå

íå îáîâ'ÿçêîâî êîìóòàòèâíèé. Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà A íàçèâàòèìåòüñÿ ïðàâèì S-
ïîëiãîíîì i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç AS , ÿêùî iñíó¹ òàêà äiÿ (a, s) 7→ as ç A× S â A, ùî
i) a(st) = (as)t äëÿ âñiõ a ∈ A i s, t ∈ S, ii) a1 = 1 äëÿ êîæíîãî a ∈ A.

Ïiäìíîæèíà B ïîëiãîíó AS íàçèâà¹òüñÿ ïiäïîëiãîíîì, ÿêùî bs ∈ B äëÿ âñiõ
b ∈ B i s ∈ S. Ñèìâîëi÷íî çàïèñó¹ìî öþ ñèòóàöiþ òàê: B 6 A. Òîìó ïiäïîëiãîí S-
ïîëiãîíó SS(âiäïîâiäíî SS) ¹ ïðàâèì (âiäïîâiäíî ëiâèì) iäåàëîì ìîíî¨äà S. Åëåìåíò
0 ∈ AS íàçèâà¹òüñÿ íåðóõîìèì åëåìåíòîì ïîëiãîíó A, ÿêùî äëÿ âñiõ s ∈ S, 0s = 0.
Âñi ïîëiãîíè AS â öié ñòàòòi ìàþòü ¹äèíèé íåðóõîìèé åëåìåíò, ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç 0 i òàêèé, ùî äëÿ âñiõ a ∈ A i s ∈ S, 0s = 0 i a0 = 0; 0 íàçèâàòèìåìî íóëåì
ïîëiãîíó A. Ïîëiãîíè ç çàçíà÷åíîþ âëàñòèâiñòþ çàçâè÷àé íàçèâàþòü öåíòðîâàíèìè.
ßêùî I äåÿêèé iäåàë â S, òî ðiñiâ ôàêòîð ìîíî¨äà S çà ìîäóëåì I ïîçíà÷àòèìåìî
÷åðåç S/I; äîáðå âiäîìî, ùî êëàñàìè åêâiâàëåíòíîñòi â S/I ¹ I (íóëü äëÿ S/I) i
âñi îäíîåëåìåíòíi ìíîæèíè {a}, äå a ∈ S \ I. Íàäàëi âèðàç �S-ïîëiãîí� îçíà÷àòèìå
öåíòðîâàíèé �óíiòàðíèé ïðàâèé S-ïîëiãîí�. Êàòåãîðiþ âñiõ öåíòðîâàíèõ óíiòàðíèõ
ïðàâèõ ïîëiãîíiâ ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç CActs− S.

Ñëîâîñïîëó÷åííÿ �iäåàë ìîíî¨äà� S îçíà÷àòèìå �äâîñòîðîííié iäåàë ìîíî¨äà�.
Iäåàë I â S íàçèâà¹ìî ïåðâèííèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b ∈ S, ç âêëþ÷åííÿ aSb ⊆ I
âèïëèâà¹, ùî àáî a ∈ I àáî b ∈ I. Îòæå, I ¹ ïåðâèííèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ
áóäü-ÿêèõ ïðàâèõ iäåàëiâ J i K ìîíî¨äà S, ç âêëþ÷åííÿ JK ⊆ I âèïëèâà¹, ùî J ⊆ I
àáî K ⊆ I.

Ïiäïîëiãîí B ïîëiãîíà A íàçèâà¹òüñÿ ïåðâèííèì ïiäïîëiãîíîì, ÿêùî äëÿ êîæ-
íîãî a ∈ A i êîæíîãî r ∈ S, ç âêëþ÷åííÿ aSr ⊆ B âèïëèâà¹, ùî àáî a ∈ B àáî
Ar ⊆ B. Ñàì ïîëiãîí A ç CActs − S íàçèâà¹òüñÿ ïåðâèííèì, ÿêùî ïiäïîëiãîí (0)
ïîëiãîíó A ¹ ïåðâèííèì (Äèâ. [3]).

Íàçâåìî âëàñíèé ïiäïîëiãîí P ïîëiãîíó A êëàñè÷íî ïåðâèííèì ïiäïîëiãîíîì,
ÿêùî äëÿ êîæíîãî ïiäïîëiãîíó C ïîëiãîíó A i áóäü-ÿêèõ iäåàëiâ A,B ìîíî¨äà S ç
âêëþ÷åííÿ CAB ⊆ B âèïëèâà¹, ùî àáî CA ⊆ P àáî CB ⊆ P .

Î÷åâèäíî, íàä ïðîñòèì ìîíî¨äîì ç íóëåì âñi âëàñíi ïiäïîëiãîíè äîâiëüíîãî íå-
íóëüîâîãî ïîëiãîíó áóäóòü êëàñè÷íî ïåðâèííèìè. Çàóâàæèìî, ùî êëàñè÷íî ïåðâèííi
ìîäóëi ðiçíi àâòîðè âèçíà÷àþòü ïî-ðiçíîìó, àëå åêâiâàëåíòíèìè ñïîñîáàìè. Îçíà÷åí-
íÿ êëàñè÷íî ïåðâèííîãî ïiäïîëiãîíó îòðèìó¹òüñÿ ç îçíà÷åííÿ êëàñè÷íî ïåðâèííîãî
ïiäìîäóëÿ ç ïðàöi [10] çàìiíîþ âiäïîâiäíèõ ìîäóëüíèõ òåðìiíiâ ¨õíiìè ïîëiãîííèìè
âiäïîâiäíèêàìè. Êëàñè÷íî ïåðâèííi ïîëiãîíè ìàþòü òó âëàñòèâiñòü, ùî ïðàâi àíó-
ëÿòîðè íåíóëüîâèõ ¨õíiõ ïiäïîëiãîíiâ ¹ ïåðâèííèìè iäåàëàìè ìîíî¨äà. Ïðàâäà, òàêi
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ïåðâèííi àíóëÿòîðè ìîæóòü áóòè ðiçíèìè äëÿ ðiçíèõ ïiäïîëiãîíiâ, òîäi ÿê ó ïåð-
âèííèõ ïîëiãîíàõ âîíè ðiâíi ìiæ ñîáîþ. Äëÿ äåòàëüíiøîãî çíàéîìñòâà ç êëàñè÷íî
ïåðâèííèìè ìîäóëÿìè ðåêîìåíäó¹ìî âæå çãàäàíó ïðàöþ [6].

Ìîíî¨ä S íàçèâà¹òüñÿ äóîìîíî¨äîì, ÿêùî êîæíèé îäíîñòîðîííié iäåàë ó íüîìó
äâîñòîðîííié, òîáòî äëÿ êîæíîãî x ∈ S, xS = Sx. Äîäàòêîâó iíôîðìàöiþ ïðî öå
ìîæíà ïî÷åðïíóòè ç [4].

ßêùî äëÿ êîæíîãî ïiäïîëiãîíó B ïîëiãîíó A iñíó¹ òàêèé iäåàë I ìîíî¨äà S,
ùî B = AI, òî S-ïîëiãîí A íàçèâàòèìåìî ìóëüòèïëiêàöiéíèì S-ïîëiãîíîì. Òàêi
ïîëiãîíè äîñëiäæóâàëè â ïðàöÿõ [9], [12]. Çàäàíèé S-ïîëiãîí A ¹ ìóëüòèïëiêàöié-
íèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî a ∈ A iñíó¹ òàêèé iäåàë I ìîíî¨äà S, ùî
aS = AI. Î÷åâèäíî, ùî äëÿ ïiäïîëiãîíó B ìóëüòèïëiêàöiéíîãî S-ïîëiãîíó A âèêî-
íó¹òüñÿ ðiâíiñòü B = A(B : A), äå (B : A) = {s ∈ S : As ⊆ B}. Ïîâíà ïiäêàòåãîðiÿ
êàòåãîði¨ CActs− S, êëàñîì îá¹êòiâ ÿêî¨ ¹ êëàñ ìóëüòèïëiêàöiéíèõ ïîëiãîíiâ, íàçè-
âà¹òüñÿ êàòåãîði¹þ ìóëüòèïëiêàöiéíèõ ïîëiãîíiâ i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç MCActs − S.
Çà äîäàòêîâîþ iíôîðìàöi¹þ ùîäî òåîði¨ ïîëiãîíiâ âiäñèëà¹ìî ÷èòà÷à äî ïðàöi [11].

3. Ïîëiãîíè ç âëàñòèâiñòþ (IFP) i äâîñòîðîííi ïiäïîëiãîíè.
Íàãàäà¹ìî, ùî êëàñè÷íèé ïiäõiä äî äóîêiëåöü  ðóíòó¹òüñÿ íà ïîíÿòòi äâîñòî-

ðîííüîãî iäåàëó. Ó âèïàäêó ìîäóëiâ, à òèì ïà÷å ïîëiãîíiâ ïîíÿòòÿ äâîñòîðîííîñòi
íiõòî i íå íàìàãàâñÿ ââåñòè ó çâ'ÿçêó ç ¨õíüîþ ïðèðîäíî àïðiîðíîþ îäíîñòîðîííiñòþ.

Ïðîòå ñêðóïóëüîçíèé àíàëiç âèÿâèâ, ùî äåÿêi ïiäïîëiãîíè âñå æ ìàþòü âëàñòè-
âîñòi, ÿêi ç âåëèêîþ éìîâiðíiñòþ íàãàäóþòü äâîñòîðîííi ñòðóêòóðè.

Ââåäåìî ôîðìàëüíå îçíà÷åííÿ ïiäïîëiãîíó ç âëàñòèâiñòþ âñòàâêè ìíîæíèêà
(Â.Â.Ì), àáî â àíãëiéñüêîìó âàðiàíòi (IFP), ÿêå âèêîðèñòàíî â ïðàöi Ãðóíâàëüäà
i Ññåââiiði [10], â êîíòåêñòi òåîði¨ ìîäóëiâ. Ó âóæ÷ié ñèòóàöi¨ öå ïîíÿòòÿ âïåðøå
ñôîðìóëþâàâ Áåëë â [7], äîñëiäæóþ÷è ìàéæå-êiëüöÿ.

Ïiäïîëiãîí B ïðàâîãî ïîëiãîíó A íàçèâà¹òüñÿ ïiäïîëiãîíîì ç âëàñòèâiñòþ âñòàâ-
êè ìíîæíèêà (IFP), ÿêùî ç óìîâè sa ∈ B äëÿ s ∈ S i a ∈ A âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ
sSa ⊆ B. Êàæóòü, ùî ïîëiãîí A ìà¹ âëàñòèâiñòü (IFP), ÿêùî éîãî íóëüîâèé ïiäïî-
ëiãîí ìà¹ âëàñòèâiñòü (IFP).

Ó âèïàäêó ïðàâèõ iäåàëiâ ìîíî¨äà ç íóëåì âëàñòèâiñòü (IFP) äëÿ êîæíîãî ïðàâî-
ãî ïiäiäåàëó K ïðàâîãî iäåàëó I åêâiâàëåíòíà äâîñòîðîííîñòi iäåàëó I. Òîìó íàäàëi
ïiäïîëiãîíè ïîëiãîíó A, âñi ïðàâi ïiäïîëiãîíè ÿêèõ âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ (IFP),
íàçèâàòèìåìî äâîñòîðîííiìè ïiäïîëiãîíàìè. Ñåðåä ïðèêëàäiâ âiäçíà÷èìî, ùî âåñü
ïîëiãîí ¹ ïiäïîëiãîíîì ç âëàñòèâiñòþ (IFP) ÿê ïiäïîëiãîí ñàìîãî ñåáå, à íóëüîâèé
ïiäïîëiãîí ¹ äâîñòîðîííiì ó êîæíîìó ïîëiãîíi íàä äóîìîíî¨äîì ç íóëåì. Íàä êîìóòà-
òèâíèì ìîíî¨äîì âñi ïiäïîëiãîíè äîâiëüíîãî ïîëiãîíó ¹ äâîñòîðîííiìè, ùî ñâiä÷èòü
ïðî ïðèðîäíiñòü öüîãî ïîíÿòòÿ.

Íàãàäà¹ìî äåÿêi îçíà÷åííÿ ç ïðàöi [1], ùî ñòîñóþòüñÿ ïðàâèõ àíóëÿòîðíèõ iäå-
àëiâ åëåìåíòiâ ïîëiãîíó.

Äëÿ åëåìåíòà a ∈ A âèçíà÷èìî ïðàâèé àíóëÿòîð ôîðìóëîþ Annr(a) :=
{(s, t) ∈ S × S : as = at}. Öå ïðàâà êîíãðóåíöiÿ íà ïîëiãîíi A. Íóëü-êîìïîíåíòà öi¹¨
êîíãðóåíöi¨ íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì àíóëÿòîðíèì iäåàëîì åëåìåíòà a ∈ A i ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç annr(a).

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé S � ìîíî¨ä ç íóëåì i A � ïîëiãîí ç êàòåãîði¨ CActs − S.
Òîäi ïåðåëi÷åíi íèæ÷å âëàñòèâîñòi ïîëiãîíó A åêâiâàëåíòíi:
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1) êîæíèé ïiäïîëiãîí ïîëiãîíó A ìà¹ âëàñòèâiñòü (IFP);
2) êîæíèé ñêií÷åííî ïîðîäæåíèé ïiäïîëiãîí ïîëiãîíó A ìà¹ âëàñòèâiñòü

(IFP);
3) êîæíèé öèêëi÷íèé ïiäïîëiãîí ïîëiãîíó A ìà¹ âëàñòèâiñòü (IFP);
4) äëÿ êîæíîãî ïiäïîëiãîíó B ïîëiãîíó A ôàêòîð ïîëiãîí Ðiñà A/B âîëîäi¹

âëàñòèâiñòþ: ïðàâèé àíóëÿòîðíèé iäåàë êîæíîãî åëåìåíòà ïîëiãîíó A/B ¹ äâî-
ñòîðîííiì iäåàëîì â S.

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöi¨ 1) ⇒ 2) ⇒ 3) î÷åâèäíi. Äîâåäåìî iìïëiêàöiþ 3) ⇒ 4). Íåõàé
B � ïiäïîëiãîí ïîëiãîíó A i a ∈ A/B. Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî ïðàâèé iäåàë Annr(a)
òàêîæ ¹ i ëiâèì iäåàëîì. Ïðèïóñòèìî, ùî t ∈ Annra. Òîäi at = 0, çâiäêè at = 0, à
îòæå, at ∈ B. Çàâäÿêè óìîâi (IFP) îòðèìà¹ìî aut ∈ B äëÿ êîæíîãî u ∈ S. Òåïåð
áà÷èìî, ùî aut = 0. Äàëi aut = 0, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ut ∈ Annr(a) çà áóäü-ÿêîãî
u ∈ S. Òîìó Annr(a) ¹ äâîñòîðîííiì iäåàëîì ìîíî¨äà S. Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ
äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè iñòèííiñòü iìïëiêàöi¨ 4) ⇒ 1). Íåõàé as ∈ B äëÿ ôiêñîâàíîãî
ïiäïîëiãîíó B ïîëiãîíó A, äå a ∈ A i s ∈ S. Ïåðåéøîâøè äî êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi
ðiñîâîãî ôàêòîðà A/B, ìàòèìåìî s ∈ Annr(a). Âðàõóâàâøè äâîñòîðîííiñòü ïðàâîãî
àíóëÿòîðà åëåìåíòà a ç A/B áà÷èìî, ùî us ∈ Annr(a), à öå îçíà÷à¹ âèêîíàííÿ óìîâè
aus ∈ B äëÿ êîæíîãî u ∈ S. Îòæå, óìîâà (IFP) äëÿ ïiäïîëiãîíó B âèêîíó¹òüñÿ i
äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ çàâåðøåíå. �

Îòæå, ìîæíà íàçâàòè ïîëiãîí A äâîñòîðîííiì, ÿêùî âií çàäîâîëüíÿ¹ åêâiâàëåí-
òíi óìîâè Òâåðäæåííÿ 1.

Ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî ïiäïîëiãîí äâîñòîðîííüîãî ïîëiãîíó ¹ äâîñòîðîííiì.
Çîêðåìà ïðàâèëüíà òàêà ëåìà.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé A,B,C ∈ CActs − S. ßêùî C � äâîñòîðîííié ïiäïîëiãîí
ïîëiãîíó B i B � äâîñòîðîííié ïiäïîëiãîí ïîëiãîíó A, òî C � äâîñòîðîííié ïiäïî-
ëiãîí ïîëiãîíó A.

Òâåðäæåííÿ 3. Äâîñòîðîííi ïiäïîëiãîíè äîâiëüíîãî ïîëiãîíó óòâîðþþòü ïîâíó
 ðàòêó, à äâîñòîðîííi ïiäïîëiãîíè ç ¹äèíèìè äîïîâíåííÿìè � ïîâíó áóëåâó  ðàòêó.

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ ïðîâîäèòüñÿ áåçïîñåðåäíüîþ ïðåðåâiðêîþ íåîáõiä-
íèõ âëàñòèâîñòåé. Öå ðóòèííi ñòàíäàðòíi ïåðåâiðêè, ÿêi ìîæå âèêîíàòè çàöiêàâëåíèé
÷èòà÷.

4. Êëàñè÷íi ïðàâi äóîïîëiãîíè òà ñòðîãi ïðàâi äóîïîëiãîíè.
Ââîäèìî êëàñè÷íi àíàëîãè ïðàâèõ äóîïîëiãîíiâ i ïðàâèõ ñòðîãèõ äóîïîëiãîíiâ.

Äëÿ öüîãî íàì òðåáà íàãàäàòè íåîáõiäíi ôàêòè ç ïðàöi [14].
Ñïî÷àòêó ââåäåìî ïîíÿòòÿ êëàñè÷íîãî äóîïîëiãîíó. Ïðàâèé ïîëiãîí íàçèâàòè-

ìåìî êëàñè÷íèì ïðàâèì äóîïîëiãîíîì, ÿêùî â íüîìó âñi ïðàâi ïiäïîëiãîíè � äâî-
ñòîðîííi. Àíàëîãi÷íî ôîðìóëþ¹òüñÿ îçíà÷åííÿ êëàñè÷íîãî ëiâîãî äóîïîëiãîíó.

Î÷åâèäíî, ùî êîæíèé ïiäïîëiãîí ïðàâîãî ïîëiãîíó íàä ïðàâèì äóîìîíî¨äîì ç
íóëåì ¹ äâîñòîðîííiì. Òîìó âñi ïðàâi ïîëiãîíè íàä ïðàâèì äóîìîíî¨äîì ç íóëåì ¹
êëàñè÷íèìè äóîïîëiãîíàìè.

Íàçâåìî B öiëêîì iíâàðiàíòíèì ïiäïîëiãîíîì ïîëiãîíó A, ÿêùî f(B) ⊆ B äëÿ
êîæíîãî åíäîìîðôiçìó f ïîëiãîíó A i A íàçèâà¹òüñÿ äóîïîëiãîíîì, ÿêùî êîæíèé
ïiäïîëiãîí ïîëiãîíó A ¹ öiëêîì iíâàðiàíòíèì.
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Ïðàâèé S � ïîëiãîí A íàçèâà¹òüñÿ ñòðîãèì äóîïîëiãîíîì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî
ïiäïîëiãîíó B ïîëiãîíó A ñëiä tr(B,A) =

∪
f∈Hom(B,A) f(B) ïîëiãîíó B â A äîðiâ-

íþ¹ B.
Çàóâàæèìî, ùî ðîçãëÿíóòi âèùå ïîíÿòòÿ äóîïîëiãîíó òà ñòðîãî äóîïîëiãîíó

ñëàáêî óçãîäæóþòüñÿ ç êëàñè÷íèì ïiäõîäîì äî äóîïîíÿòü. Íàïðèêëàä, íàâiòü íàä
êîìóòàòèâíèì ìîíî¨äîì ìîæóòü iñíóâàòè ïîëiãîíè, ÿêi íå ¹ ñòðîãèìè äóîïîëiãîíàìè.
Ç iíøîãî áîêó, ïðÿìèé äîáóòîê áóäü-ÿêî¨ ñiì'¨ êëàñè÷íèõ ïðàâèõ äóîïîëiãîíiâ çíîâó
¹ êëàñè÷íèì ïðàâèì äóîïîëiãîíîì.

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé S � ìîíî¨ä ç íåíóëüîâîþ îäèíèöåþ A ∈ CActs−S êëàñè÷-
íèé ïðàâèé äóîïîëiãîí. Òîäi åêâiâàëåíòíi òàêi òâåðäæåííÿ:

1) A ¹ ñòðîãèì äóîïîëiãîíîì;
2) êîæíèé ïiäïîëiãîí ïîëiãîíó A ¹ ñòðîãèì äóîïîëiãîíîì;
3) ÿêùî annr(a) ⊆ annr(b), òî b ∈ aS äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b ∈ A;
4) ïðàâi àíóëÿòîðíi iäåàëè åëåìåíòiâ êîæíîãî ãîìîìîðôíîãî îáðàçó ïîëiãîíó

A ¹ äâîñòîðîííiìè iäåàëàìè ìîíî¨äà S;
5) ïðàâi àíóëÿòîðíi iäåàëè åëåìåíòiâ êîæíîãî ðiñîâîãî ôàêòîð-ïîëiãîíó ïîëi-

ãîíó A ¹ äâîñòîðîííiìè iäåàëàìè ìîíî¨äà S.

Äîâåäåííÿ. Åêâiâàëåíòíiñòü òâåðäæåíü 1)�3) âèçíà÷åíà â [14]. Åêâiâàëåíòíiñòü òâåð-
äæåíü 3) i 5) âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 1. Åêâiâàëåíòíiñòü 4) i 5) ¹ íàñëiäêîì âëàñòè-
âîñòi âñòàâêè ìíîæíèêà, ïåðåôîðìóëüîâàíî¨ äëÿ êîíãðóåíöié. �

5. Êëàñè÷íî ïåðâèííi ïiäïîëiãîíè i êëàñè÷íèé ñïåêòð Êàòî êëàñè÷íî-
ãî äóîïîëiãîíó.

ßê iëþñòðàöiþ êîðèñíîñòi iäå¨ ðîçãëÿäó äâîñòîðîííiõ ïiäïîëiãîíiâ òà êëàñè÷íèõ
äóîïîëiãîíiâ ïðîïîíó¹ìî îäíó ç ìîæëèâèõ òåõíîëîãié ïåðåíåñåííÿ òîïîëîãi¨ Çàðè-
ñüêîãî çi ñïåêòðà Êàòî êîìóòàòèâíîãî ìîíî¨äà íà êëàñè÷íèé ñïåêòð Êàòî êëàñè÷íîãî
äóîïîëiãîíó.

Íàäàëi, íåõàé S � äóîìîíî¨ä ç íóëåì i íåõàé A � äåÿêèé S-ïîëiãîí. ßê ìè
âæå çãàäóâàëè, êîæíèé ïðàâèé ïîëiãîí íàä S ¹ êëàñè÷íèì äóîïîëiãîíîì, òîìó âñi
éîãî ïiäïîëiãîíè ¹ äâîñòîðîííiìè. Êëàñè÷íî ïåðâèííèì ñïåêòðîì CKSpec(A) äî-
âiëüíîãî ïîëiãîíó A íàä ìîíî¨äîì íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ äâîñòîðîííiõ ïiäïî-
ëiãîíiâ ïîëiãîíó A, ÿêi ¹ êëàñè÷íî ïåðâèííèìè. Çàäàìî òîïîëîãiþ íà CKSpec(A),
ÿêà óçàãàëüíþ¹ òîïîëîãiþ Çàðèñüêîãî ç ìîäóëiâ íàä êîìóòàòèâíèìè êiëüöÿìè íà
êëàñè÷íi äóîïîëiãîíè íàä äóîìîíî¨äàìè. Íàçèâàòèìåìî öþ òîïîëîãiþ òîïîëîãi¹þ
ìàéæå-Çàðèñüêîãî íà ïîëiãîíi A. Äëÿ öüîãî âèáåðåìî äîâiëüíèé ïiäïîëiãîí B íå-
íóëüîâîãî êëàñè÷íîãî äóîïîëiãîíó A i âèçíà÷èìî êëàñè÷íèé ìíîãîâèä íàä B, ÿêèé
ïîçíà÷à¹ìî V (B), ÿê ìíîæèíó âñiõ òàêèõ êëàñè÷íî-ïåðâèííèõ ïiäïîëiãîíiâ P ïî-
ëiãîíó A, äëÿ ÿêèõ N ⊆ P . ßê äîáðå âiäîìî: V (N) = ∅; V (0) = CKSpec(A);∩

i∈I V (Ni) = V (
∑

i∈I Ni) äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè iíäåêñiâ I; V (N)∪V (L) ⊆ V (N∩L),
äå N,L,Ni 6 M .

Ciì'þ âñiõ ïiäìíîæèí V (N) ìíîæèíè CKSpec(A) ïîçíà÷èìî ÷åðåç C(A). Òîäi
C(A) ìiñòèòü ïîðîæíþ ìíîæèíó i CKSpec(A), àëå, ÿê i ó âèïàäêó ìîäóëiâ, C(A) íå
çîáîâ'ÿçàíà áóòè çàìêíåíîþ ñòîñîâíî ñêií÷åííèõ îá'¹äíàíü.
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Çà àíàëîãi¹þ ç ìîäóëÿìè, íàçâåìî S-ïîëiãîí A êëàñè÷íèì òîï-ïîëiãîíîì, ÿêùî
ìíîæèíà C(A) çàìêíåíà ñòîñîâíî ñêií÷åííèõ îá'¹äíàíü, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ïiäïî-
ëiãîíiâ N òà L ïîëiãîíó A iñíó¹ òàêèé ïiäïîëiãîí K ïîëiãîíó A, ùî V (N) ∪ V (L) =
V (K). Î÷åâèäíî, òîäi C(A) çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìè äëÿ çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí òîïîëî-
ãi÷íîãî ïðîñòîðó. Çðîçóìiëî òàêîæ, ùî óñi ñêií÷åííi ïåðåòèíè äîïîâíåíü äî ìíîæèí
ç C(A) óòâîðþþòü áàçó âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí øóêàíîãî ïðîñòîðó CKSpec(A).

Çàóâàæèìî, ùî òîïîëîãiÿ ìàéæå-Çàðèñüêîãî íà ìîíî¨äi S i çâè÷àéíà òîïîëîãiÿ
Çàðèñüêîãî ìîíî¨äà S çáiãàþòüñÿ.

Ñôîðìóëþ¹ìî àíàëîã ðåçóëüòàòó ïðàöi [15], ÿêèé âèÿâèâñÿ ïðàâèëüíèì i ó âè-
ïàäêó êëàñè÷íîãî ñïåêòðà Êàòî òîï-äóîïîëiãîíó.

Òâåðäæåííÿ 5. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ¹ ãîìåîìîðôíèé äî CKSpec(A) äëÿ äå-
ÿêîãî òîï-äóîïîëiãîíà A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ òàêi òðè âëàñòè-
âîñòi:

1) X ¹ T0 � ïðîñòîðîì;
2) ìíîæèíà âiäêðèòèõ ëàòîê ïðîñòîðó X ¹ áàçîþ â X, ùî ìiñòèòü X i ¹

çàìêíåíîþ ñòîñîâíî ñêií÷åííèõ ïåðåòèíiâ;
3) äîâiëüíèé ïåðåòèí íåçâiäíèõ çàêðèòèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó X ¹ çàìèêàí-

íÿì ¹äèíî¨ òî÷êè i X çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó: ÿêùî {Uλ : λ ∈ Λ ⊂ U}, òî iñíóþòü òàêi
åëåìåíòè λ1, .., λn ∈ Λ, ùî

∩n
i=1 Uλi ⊂ U .

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ¹ ìîäèôiêàöi¹þ âiäïîâiäíîãî äîâåäåííÿ ç ïðàöi [15] iç âðà-
õóâàííÿì ôàêòiâ, äîâåäåíèõ â ïðàöi [8].
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CLASSICAL DUO-ACTS AND SOME THEIR APPLICATIONS
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A notion of a two-sided subact of centered act over a monoid with zero
is introduced. Properties of these acts are described and, on their basis, the
theory of classical duo-acts is constructed, as opposed to the theory of duo-
acts based on the technique of completely invariant subacts. The acts with
various annihilator conditions are considered. The two-sided subacts are appli-
ed for construction of backgrounds of the theory of classical duo-acts and prime
subacts. The classical duo-acts are characterized by means of language of anni-
hilator ideals. The classical duo top-acts are described.
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