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Ââåäåíî îçíà÷åííÿ íàïiâêîìóòàòèâíî¨ íàïiâãðóïè i àáåëåâîãî S-
ïîëiãîíà çà àíàëîãi¹þ ç îçíà÷åííÿìè íàïiâêîìóòàòèâíèõ, àáåëåâèõ ìîäóëiâ
i êiëåöü, ÿêi äîñëiäæóâàëè ó ïðàöÿõ [1]�[2]. Íàïiâãðóïó S íàçèâàòèìåìî
íàïiâêîìóòàòèâíîþ, ÿêùî äëÿ âñiõ x, y ∈ S, ç ðiâíîñòi xy = 0 âèïëèâà¹
xSy = 0. Ïðàâèé S-ïîëiãîí AS íàçèâàòèìåìî àáåëåâèì, ÿêùî äëÿ âñiõ
a ∈ AS , s ∈ S, i âñiõ iäåìïîòåíòiâ e ∈ S, ase = aes.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ ìîäóëiâ ç àíóëÿòîðíèìè óìîâàìè Áåðà [12],
ââåäåíî ïîíÿòòÿ S-ïîëiãîíà ç óìîâîþ p.p.-Áåðà i äîâîäåíî òàêå: ÿêùî AS

� S-ïîëiãîí ç óìîâîþ p.p.-Áåðà, òî óìîâè ðåäóêîâàíîñòi, ñèìåòðè÷íîñòi,
íàïiâêîìóòàòèâíîñòi é àáåëåâîñòi äëÿ íüîãî áóäóòü åêâiâàëåíòíèìè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: íàïiâêîìóòàòèâíi, àáåëåâi, ðåäóêîâàíi, ñèìåòðè÷íi, ç
óìîâàìè Áåðà íàïiâãðóïè i S-ïîëiãîíè.

1. Âñòóï. Íåõàé S � íàïiâãðóïà ç íóëåì 0. Çîáðàæåííÿ íàïiâãðóïè S ïåðå-
òâîðåííÿìè ìíîæèíè âèçíà÷à¹ S-ïîëiãîí (S-act) òàê ñàìî, ÿê çîáðàæåííÿ êiëüöÿ R
åíäîìîðôiçìàìè àáåëåâî¨ ãðóïè âèçíà÷à¹ R-ìîäóëü.

Íàøà ìåòà � äîñëiäèòè âëàñòèâîñòi íàïiâãðóï i ïîëiãîíiâ íàä íèìè, ÿêi áëèçü-
êi äî êîìóòàòèâíèõ ñòðóêòóð àáî çàäîâîëüíÿþòü àíóëÿòîðíi óìîâè Áåðà. Ìè âè-
êîðèñòîâóâàëè âiäîìi ìåòîäè äîñëiäæåíü êiëåöü i ìîäóëiâ, òîìó áàãàòî ïðèêëàäiâ,
îçíà÷åíü i âëàñòèâîñòåé çà àíàëîãi¹þ ïåðåíåñåíî íà íàïiâãðóïè i ïîëiãîíè ç òàêèõ
ïðàöü: [1]�[5], [7]� [12]. Ïîçíà÷åííÿ íàïiâãðóï, ïîëiãîíiâ òà ¨õíi åëåìåíòàðíi âëàñòè-
âîñòi ìè ïî÷åðïíóëè ç ïiäðó÷íèêiâ [6], [13]� [15].

Íàãàäà¹ìî, ùî ìîäóëü MR íàçèâàþòü íàïiâêîìóòàòèâíèì ìîäóëåì, ÿêùî äëÿ
áóäü-ÿêîãîm ∈ M i áóäü-ÿêîãî a ∈ R, ç óìîâèma = 0 âèïëèâà¹ ðiâíiñòümRa = 0 [1].
Ó äðóãié ÷àñòèíi îïðàöüîâàíî âëàñòèâîñòi íàïiâêîìóòàòèâíèõ ïîëiãîíiâ i íàïiâãðóï.
Òàêîæ ðîçãëÿíóòî íàïiâãðóïè, íóëüîâi äîáóòêè ÿêèõ êîìóòóþòü. Äëÿ íàïiâãðóïè S ç
íóëåì 0 i n > 2 ìè êàæåìî, ùî S çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ZCn, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
a1 · · · an = 0 ⇒ aσ(1) · · · aσ(n) = 0, äëÿ êîæíî¨ ïåðåñòàíîâêè σ ∈ Sn. Ó [3] äîâåäåíî

c⃝ Iùóê Þ., Êîçà÷îê I., 2015
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òàêå: ÿêùî S çàäîâîëüíÿ¹ ZCn äëÿ ôiêñîâàíîãî n > 3, òîäi S òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ óìî-
âó ZCn+1, ùî íàïiâãðóïà áåç íóëüîâèõ íiëüïîòåíòíèõ åëåìåíòiâ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
ZCn äëÿ âñiõ n > 2.

Íåõàé R � àñîöiàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ, ìîäóëü M � óíiòàðíèé ïðàâèé R-
ìîäóëü. Äëÿ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè X êiëüöÿ R âèêîðèñòîâóâàòèìåìî îäíîñòîðîííi
iäåàëè rR(X) = {r ∈ R | Xr = 0} òà lR(X) = {r ∈ R | rX = 0}, ÿêi íàçèâàþòü
ïðàâèì àíóëÿòîðîì X â R i ëiâèì àíóëÿòîðîì X â R, âiäïîâiäíî. Ñèìâîëîì ” 6 ”
ïîçíà÷èìî âiäíîøåííÿ áóòè ïiäìîäóëåì.

Íàãàäà¹ìî, ùî êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ ðåäóêîâàíèì, ÿêùî R íå ìà¹ íåíóëüîâèõ
íiëüïîòåíòíèõ åëåìåíòiâ. Çàóâàæèìî, ùî âñi ðåäóêîâàíi êiëüöÿ � àáåëåâi (òîáòî, âñi
iäåìïîòåíòè â íèõ ¹ öåíòðàëüíèìè). Ó [8] Êàïëàíñüêèé ââiâ êiëüöÿ Áåðà ÿê êiëü-
öÿ, â ÿêèõ ïðàâèé (ëiâèé) àíóëÿòîð áóäü-ÿêî¨ íåïîðîæíüî¨ ïiäìíîæèíè îáîâ'ÿçêî-
âî ïîðîäæó¹òüñÿ iäåìïîòåíòîì. Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êâàçi-Áåðîâèì, ÿêùî ïðàâèé
àíóëÿòîð êîæíîãî ïðàâîãî iäåàëó êiëüöÿ R ïîðîäæó¹òüñÿ (ÿê ïðàâèé iäåàë) iäåì-
ïîòåíòîì. Îáèäâà âèçíà÷åííÿ ëiâî-ïðàâî ñèìåòðè÷íi. Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì
(âiäïîâiäíî, ëiâèì) ãîëîâíèì êâàçi-Áåðîâèì (àáî ïðîñòî ïðàâèì (âiäïîâiäíî, ëiâèì)
p.q.-Áåðîâèì êiëüöåì, ÿêùî ïðàâèé (âiäïîâiäíî, ëiâèé) àíóëÿòîð ãîëîâíîãî ïðàâîãî
(âiäïîâiäíî, ëiâîãî) iäåàëó êiëüöÿ R ïîðîäæó¹òüñÿ iäåìïîòåíòîì. Êiëüöå R íàçèâà-
¹òüñÿ p.q.-Áåðîâèì êiëüöåì, ÿêùî âîíî ¹ îäíî÷àñíî ïðàâèì i ëiâèì p.q.-Áåðîâèì.

Iíøå óçàãàëüíåííÿ êiëåöü Áåðà ñòàíîâëÿòü p.p.-êiëüöÿ. Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ
ïðàâèì (âiäïîâiäíî, ëiâèì) p.p.-êiëüöåì, ÿêùî ïðàâèé (âiäïîâiäíî, ëiâèé) àíóëÿòîð
åëåìåíòà ç R ïîðîäæó¹òüñÿ iäåìïîòåíòîì. Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ p.p.-êiëüöåì, ÿêùî
âîíî ¹ îäíî÷àñíî ïðàâèì i ëiâèì p.p.-êiëüöåì. Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ íàïiâêîìóòàòèâ-
íèì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî a ∈ R, rR(a) ¹ iäåàëîì â R. (Òå ñàìå äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b ∈ R,
ç óìîâè ab = 0 âèïëèâà¹, ùî aRb = 0). Iäåìïîòåíò e ∈ R íàçèâà¹òüñÿ öåíòðàëüíèì,
ÿêùî xe = ex äëÿ âñiõ x ∈ R. Iäåìïîòåíò e2 = e ∈ R íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì (âiäïîâiäíî,
ïðàâèì) íàïiâöåíòðàëüíèì iäåìïîòåíòîì, ÿêùî eR (âiäïîâiäíî, Re) ¹ äâîñòîðîííiì
iäåàëîì â R.

Ó [9] ââåäåíî ïîíÿòòÿ Áåðîâèõ, êâàçi-Áåðîâèõ i p.p.-ìîäóëiâ òàê:
à) MR íàçèâà¹òüñÿ Áåðîâèì ìîäóëåì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïiäìíîæèíè X ç M ,

rR(X) = eR, äå e2 = e ∈ R;
á) MR íàçèâà¹òüñÿ êâàçi-Áåðîâèì ìîäóëåì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ïiäìîäóëÿ N

ç M , rR(N) = eR, äå e2 = e ∈ R;
â) MR íàçèâà¹òüñÿ p.p.-ìîäóëåì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî m ∈ M , rR(m) = eR, äå

e2 = e ∈ R.
Ó [4] ìîäóëü MR íàçèâà¹òüñÿ p.q.-Áåðîâèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî m ∈ M ,

rR(mR) = eR, äå e2 = e ∈ R. Ìîäóëü MR íàçèâàþòü íàïiâêîìóòàòèâíèì ìîäóëåì,
ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî m ∈ M i áóäü-ÿêîãî a ∈ R, ç óìîâè ma = 0 âèïëèâà¹, ùî
mRa = 0.

Íåõàé M � ïðàâèé R-ìîäóëü i S = EndR(M). Òîäi M � ëiâèé S-ìîäóëü, ïðà-
âèé R-ìîäóëü i S-R-áiìîäóëü. Ó ïðàöi [12] Ðiçâi i Ðîìàí íàçèâàþòü M ìîäóëåì Áåðà,
ÿêùî ïðàâèé àíóëÿòîð âM áóäü-ÿêîãî ëiâîãî iäåàëó â S ïîðîäæó¹òüñÿ iäåìïîòåíòîì
ç S (àáî, ùî åêâiâàëåíòíî, äëÿ âñiõ R-ïiäìîäóëiâ N ç M , lS(N) = Se ç e2 = e ∈ S); i
M ¹ êâàçi-Áåðîâèì ìîäóëåì, ÿêùî ïðàâèé àíóëÿòîð â M áóäü-ÿêîãî iäåàëó S ïîðî-
äæó¹òüñÿ iäåìïîòåíòîì ç S (àáî, ùî åêâiâàëåíòíî, äëÿ âñiõ öiëêîì õàðàêòåðèñòè÷íèõ
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R-ïiäìîäóëiâ N ç M , ls(N) = Se ç e2 = e ∈ S). Ñåðåä iíøîãî, âîíè äîâåëè, ùî áóäü-
ÿêà ïðÿìà ñóìà ìîäóëiâ Áåðà (âiäïîâiäíî êâàçi-Áåðà) ¹ òàêîæ Áåðîâèì (âiäïîâiäíî,
êâàçi-Áåðîâèì) ìîäóëåì, i êiëåöü åíäîìîðôiçìiâ S = EndR(M) Áåðîâèõ (âiäïîâiä-
íî, êâàçi-Áåðîâèõ) ìîäóëiâ M ¹ Áåðîâèì (âiäïîâiäíî, êâàçi-Áåðîâèì) êiëüöåì (äèâ.
òåîðåìó 4.1 â [12]).

Â [2, òâåðäæåííÿ 2.7] äîâåäåíî òàêå: ÿêùî ìîäóëü MR ¹ íàïiâêîìóòàòèâíèì ìî-
äóëåì, òî MR ¹ ìîäóëåì Áåðà òîäi i òiëüêè òîäi, ÿêùî âií ¹ ìîäóëåì êâàçi-Áåðà, i
MR ¹ p.p.-ìîäóëåì, òîäi i òiëüêè òîäi, ÿêùî öå p.q.-Áåðîâèé ìîäóëü. Äëÿ íàïiâêî-
ìóòàòèâíîãî êiëüöÿ R äîâåäåíî, ùî R ¹ p.p.-êiëüöåì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè R[x] ¹
p.p.-êiëüöåì. Êiëüöå R ¹ Áåðîâèì, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè R[x] � êiëüöå Áåðà, R ¹
p.q.-Áåðîâèì êiëüöåì, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè R[x] � p.q.-Áåðîâå êiëüöå.

Íåõàé S � ìîíî¨ä ç îäèíèöåþ 1.

Îçíà÷åííÿ 1. Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì S-ïîëiãîíîì (àáî ïðà-
âèì ïîëiãîíîì íàä ìîíî¨äîì S), ÿêùî iñíó¹ òàêå âiäîáðàæåííÿ:

µ : A× S → A,
(a, s) 7→ as = µ(a, s),

äå äëÿ âñiõ s, t ∈ S i äëÿ âñiõ a ∈ A âèêîíóþòüñÿ óìîâè:
1) a · 1 = a;
2) a(st) = (as)t.
Iíêîëè òàêå âiäîáðàæåííÿ íàçèâàþòü ñòðóêòóðîâàíèì âiäîáðàæåííÿì.

Ïðàâèé S-ïîëiãîí A ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç AS . Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ëiâèé S-
ïîëiãîí, ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç SA. Çàçíà÷èìî, ùî ñàì ìîíî¨ä S ¹ ïðàâèì S-
ïîëiãîíîì, i îäíî÷àñíî ëiâèì S-ïîëiãîíîì.

ßêùî S � íàïiâãðóïà áåç îäèíèöi, òî ïåðøà óìîâà â îçíà÷åííi ïîëiãîíà ¹ çàé-
âîþ. Òîäi ãîâîðèìî ïðî ïîëiãîí íàä íàïiâãðóïîþ.

ßêùî S ¹ êîìóòàòèâíèì ìîíî¨äîì, òî êîæíèé ëiâèé S-ïîëiãîí ìîæíà ðîçãëÿ-
äàòè i ÿê ïðàâèé S-ïîëiãîí. Ñïðàâäi, ÿêùî SA ¹ ëiâèì S-ïîëiãîíîì, òî ìîæíà âè-
çíà÷èòè ìíîæåííÿ ñïðàâà íà åëåìåíò ç S: a ∗ s = sa äëÿ âñiõ a ∈ A i s ∈ S. Òîäi
a ∗ 1 = 1a = a äëÿ âñiõ a ∈ A i

a ∗ (s1s2) = a ∗ (s2s1) = (s2s1)a =
= s2(s1a) = s2(a ∗ s1) = (a ∗ s1) ∗ s2.

Ó öüîìó âèïàäêó ìîæíà ðîçãëÿäàòèA íàä S ÿê S-áiïîëiãîí, îñêiëüêè äëÿ âñiõ s1, s2 ∈
S i a ∈ A âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(s1a) ∗ s2 = s2(s1a) = (s2s1)a = (s1s2)a = s1(s2a) = s1(a ∗ s2).
Ó öié ïðàöi âñi ïîëiãîíè A âîëîäiþòü íóëåì 0, òîáòî òàêèì åëåìåíòîì, äëÿ ÿêîãî

âèêîíó¹òüñÿ 0 · s = 0, 0 ∈ A, ∀s ∈ S.

Îçíà÷åííÿ 2. Ïðàâèé S-ïîëiãîí AS íàçèâà¹òüñÿ òî÷íèì, ÿêùî äëÿ âñiõ s, t ∈ S i
äåÿêîãî a ∈ A ç ðiâíîñòi as = at âèïëèâà¹, ùî s = t.

Îçíà÷åííÿ 3. Ïðàâèé S-ïîëiãîí AS íàçèâà¹òüñÿ ñòðîãî òî÷íèì, ÿêùî äëÿ âñiõ
s, t ∈ S i âñiõ a ∈ A ç ðiâíîñòi as = at âèïëèâà¹, ùî s = t.
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Î÷åâèäíî, ùî êîæíèé ñòðîãî òî÷íèé ïîëiãîí ¹ òî÷íèì ïîëiãîíîì. Ïîëiãîíè SS

òà SS ¹ òî÷íèìè, îñêiëüêè 1 ∈ S, i öi ïîëiãîíè ñòðîãî òî÷íi, ÿêùî S ¹ ñêîðîòíèì
çëiâà àáî ñïðàâà.

Ç îçíà÷åííÿ 2 âèïëèâà¹ òàêå: ÿêùî ïîëiãîí ìiñòèòü òî÷íèé ïîëiãîí, òî âåñü
ïîëiãîí òàêîæ òî÷íèé. ßêùî æ Ai, i ∈ I ñòðîãî òî÷íi ïðàâi S-ïîëiãîíè, òî ¨õí¹
îá'¹äíàííÿ

∪
i∈I Ai òàêîæ ¹ ñòðîãî òî÷íèì ïîëiãîíîì.

2. Íàïiâêîìóòàòèâíi íàïiâãðóïè é àáåëåâi ïîëiãîíè íàä íèìè.

Îçíà÷åííÿ 4. Íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ íàïiâêîìóòàòèâíîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-
ÿêèõ a, b ∈ S, ab = 0 âèêîíó¹òüñÿ, ùî aSb = 0.

Òâåðäæåííÿ 1. Òàêi óìîâè äëÿ íàïiâãðóïè S åêâiâàëåíòíi.
1. Íàïiâãðóïà S � íàïiâêîìóòàòèâíà.
2. Ïðàâèé àíóëÿòîð áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà ¹ iäåàëîì â S.
3. Ëiâèé àíóëÿòîð áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà ¹ iäåàëîì â S.

Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2) Íåõàé S � íàïiâêîìóòàòèâíà òà Annr(a) = {s ∈ S, as = 0} �
ïðàâèé àíóëÿòîð åëåìåíòà a ∈ S. Î÷åâèäíî, ùî Annr(a) � ïðàâèé iäåàë â S.

Òîäi ç óìîâè (1) âèïëèâà¹, ùî ∀s ∈ S, ∀b ∈ Annr(a) âèêîíó¹òüñÿ a(sb) = 0.
Îòæå, sb ∈ Annr(a) äëÿ âñiõ s ∈ S, òîáòî Annr(a) ¹ äâîái÷íèì iäåàëîì â S.
(2) ⇒ (1) ßêùî ab = 0, äå a, b ∈ S, òî b ∈ Annr(a). Îñêiëüêè çà óìîâîþ (2)

∀a ∈ S, Annr(a) � äâîái÷íèé iäåàë, òî ∀s ∈ S, b ∈ Annr(a) i asb = 0.
Çâiäñè, aSb = 0, òîáòî S � íàïiâãðóïà.
(2) ⇔ (3) äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, äî åêâiâàëåíòíîñòi (1) ⇔ (2), ðîçãëÿíóâøè

ëiâèé àíóëÿòîð Annl(b) äîâiëüíîãî åëåìåíòà b íàïiâãðóïè S. �

Îçíà÷åííÿ 5. Íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ ðåäóêîâàíîþ, ÿêùî âîíà íå ìà¹ íåíóëüî-
âèõ íiëüïîòåíòíèõ åëåìåíòiâ.

Ââåäåìî îçíà÷åííÿ àáåëåâîãî ïîëiãîíó çà àíàëîãi¹þ ç àáåëåâèì êiëüöåì i ìîäó-
ëåì, ïðîàíàëiçó¹ìî ¨õíi âëàñòèâîñòi. Ó [1] ââåäåíî òàêå îçíà÷åííÿ àáåëåâîãî ìîäóëÿ.

Îçíà÷åííÿ 6. Ìîäóëü M íàä êiëüöåì R íàçèâà¹òüñÿ àáåëåâèì, ÿêùî äëÿ áóäü-
ÿêèõ m ∈ M , a ∈ R i e2 = e ∈ R, mae = mea.

Îçíà÷åííÿ 7. Ïîëiãîí A íàä ìîíî¨äîì S íàçèâàòèìåìî àáåëåâèì, ÿêùî äëÿ áóäü-
ÿêèõ a ∈ A i s ∈ S òà áóäü-ÿêîãî iäåìïîòåíòà e2 = e ∈ S âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
ase = aes.

Ëåìà 1. 1. Íàïiâãðóïà S ¹ ç öåíòðàëüíèìè iäåìïîòåíòàìè òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè êîæåí S-ïîëiãîí ¹ àáåëåâèì.

2. Íàïiâãðóïà S áóäå ç öåíòðàëüíèìè iäåìïîòåíòàìè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
S � àáåëåâèé ïîëiãîí íàä S.

Äîâåäåííÿ. 1. Äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü.
Íåõàé S � íàïiâãðóïà ç öåíòðàëüíèìè iäåìïîòåíòàìè. Ç îçíà÷åííÿ 7 äëÿ áóäü-

ÿêèõ e2 = e ∈ S, s ∈ S âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü se = es. Òîäi ase = aes, äëÿ a ∈ A.
Îòæå, ïîëiãîí A íàä S � àáåëåâèé.

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü.
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Íåõàé êîæåí ïîëiãîíA íàä íàïiâãðóïîþ S � àáåëåâèé. ßêùîA = S1, òîäi se = a
i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü se = 1se = 1es = es. Çâiäñè, íàïiâãðóïà S ç öåíòðàëüíèìè
iäåìïîòåíòàìè.

2. Íåîáõiäíiñòü äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî ÿê â 1.
Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé ïîëiãîí A � àáåëåâèé. ßêùî A = S1, òî íàïiâ-

ãðóïà S ç öåíòðàëüíèìè iäåìïîòåíòàìè. ßêùî A � áåç îäèíèöi, òî çà âiäîìîþ ïðî-
öåäóðîþ ìîæíà äîëó÷èòè îäèíèöþ é îòðèìàòè íàïiâãðóïó ç îäèíèöåþ. Òîäi se = a
i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü se = 1se = 1es = es. Òîìó íàïiâãðóïà S ¹ ç öåíòðàëüíèìè
iäåìïîòåíòàìè. �

Ç ïðèêëàäó 1 âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü àáåëåâi S-ïîëiãîíè íàâiòü, ÿêùî S íå ¹
íàïiâãðóïîþ ç öåíòðàëüíèìè iäåìïîòåíòàìè.

Ïðèêëàä 1. Ïîáóäó¹ìî àáåëåâèé S-ïîëiãîí A, äå S íå ¹ íàïiâãðóïîþ ç öåíòðàëü-
íèìè iäåìïîòåíòàìè.

1. Íåõàé P � áóäü-ÿêå ïîëå. Ðîçãëÿíåìî íàïiâãðóïó âåðõíiõ òðèêóòíèõ 2 × 2

ìàòðèöü S =

{(
a b
0 c

)
,äå a, b, c ∈ P

}
i ïîëiãîí A =

{(
0 0
0 d

)
, äå d ∈ P

}
. Äëÿ áóäü-

ÿêîãî a ∈ A i s ∈ S, ÿêùî e2 = e ∈ S, òî âèêîíó¹òüñÿ ase = aes.
Îòæå, S � àáåëåâèé ïðàâèé S-ïîëiãîí.

2. Äëÿ e =

(
0 0
0 0

)
òà e =

(
1 0
0 1

)
î÷åâèäíî, ùî S � àáåëåâà.

Íåõàé e =

(
1 0
0 0

)
∈ S. Òîäi e � iäåìïîòåíò â S. Äëÿ a =

(
a b
0 c

)
∈ S îòðèìà¹ìî

ae =

(
a b
0 c

)(
1 0
0 0

)
=

(
a 0
0 0

)
òà ea =

(
1 0
0 0

)(
a b
0 c

)
=

(
a 0
0 0

)
.

Îòæå, S � íàïiâãðóïà ç öåíòðàëüíèìè iäåìïîòåíòàìè.

Íåõàé e =

(
0 0
0 1

)
∈ S. Òîäi ae =

(
a b
0 c

)(
0 0
0 1

)
=

(
0 0
0 c

)
,

òà ea =

(
0 0
0 1

)(
a b
0 c

)
=

(
0 b
0 c

)
. Òîìó iäåìïîòåíò e íå ¹ öåíòðàëüíèì.

Îòæå, S � íå ¹ íàïiâãðóïîþ ç öåíòðàëüíèìè iäåìïîòåíòàìè.

Òâåðäæåííÿ 2. Êëàñ àáåëåâèõ ïîëiãîíiâ ¹ çàìêíóòèì ùîäî âçÿòòÿ ïiäïîëiãîíiâ,
äîáóòêiâ i ãîìîìîðôíèõ îáðàçiâ. Òîìó àáåëåâi ïîëiãîíè çàìêíóòi ùîäî ïðÿìèõ ñóì.

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé A � àáåëåâèé ïîëiãîí i éîãî ïiäìíîæèíà B ⊂ A, ∀b ∈ B. Òîäi
∀s ∈ S, e2 = e ∈ S âèêîíó¹òüñÿ bes = bse, áî b ∈ B ⇒ b ∈ A. Îòæå, B � àáåëåâèé
ïiäïîëiãîí çà îçíà÷åííÿì 7.

2. Íåõàé A,B � àáåëåâi ïîëiãîíè íàä S. Òîäi äîáóòîê ïîëiãîíiâ A×B � òàêîæ
àáåëåâèé, áî A×B = {(a, b) ∈ A×B} i (a, b)es = (aes, bes) = (a, b)se. Äëÿ áóäü-ÿêèõ
e2 = e, s ∈ S, a ∈ A, b ∈ B.

3. Íåõàé φ : A → B � ãîìîìîðôiçì ïîëiãîíó A â B. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî
b ∈ Imφ ⊆ B iñíó¹ òàêå a ∈ A, ùî φ(a) = b, i ∀s ∈ S φ(as) = φ(a)s. Îòæå, bes =
φ(a)es = φ(aes) = φ(ase) = φ(a)se = bse äëÿ áóäü-ÿêîãî iäåìïîòåíòà e ∈ S. Òîìó
φ(A) � àáåëåâèé ïîëiãîí. �
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Òâåðäæåííÿ 3. Íàïiâãðóïà S áóäå íàïiâãðóïîþ ç öåíòðàëüíèìè iäåìïîòåíòàìè
òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ òî÷íèé àáåëåâèé ïîëiãîí íàä íåþ.

Äîâåäåííÿ. (⇒) ßêùî S íàïiâãðóïà ç öåíòðàëüíèìè iäåìïîòåíòàìè, òî se = es äëÿ
áóäü-ÿêîãî e2 = e, s ∈ S. Çà ëåìîþ 1 S-ïîëiãîí Ss ¹ àáåëåâèì, îòæå, ase = aes i
As = 0. Äëÿ âñiõ s, t ∈ S i äåÿêîãî a ∈ Ss, îòðèìà¹ìî As = At = 0. Çâiäñè, s = t.
Îòæå, iñíó¹ òî÷íèé àáåëåâèé S-ïîëiãîí.

(⇐) Íåõàé iñíó¹ òî÷íèé àáåëåâèé S-ïîëiãîí A òàêèé, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ a ∈ A i
e2 = e, s ∈ S, òîäi aes = ase. Çâiäñè, ç òî÷íîñòi A íàä S âèïëèâà¹, ùî es = se. Îòæå,
S � íàïiâãðóïà ç öåíòðàëüíèìè iäåìïîòåíòàìè. �

Çi ñòàòòi Ä.Àíäåðñåíà i Â.Êàìiëî [3] ðîçãëÿíåìî òàêå îçíà÷åííÿ i òåîðåìè.

Îçíà÷åííÿ 8. Íåõàé S � íàïiâãðóïà ç íóëåì i n > 2. Òîäi êàæóòü, ùî S çà-
äîâîëüíÿ¹ óìîâó ZCn, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ a1, . . . , an ∈ S ç òîãî, ùî a1 · · · an = 0
âèïëèâà¹ aσ(1) · · · aσ(n) = 0 äëÿ âñiõ σ ∈ Sn.

Òåîðåìà 1. Áóäü-ÿêà ðåäóêîâàíà íàïiâãðóïà S âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ ZC2.

Òåîðåìà 2. Íåõàé S � íàïiâãðóïà ç 0 i n > 3. ßêùî S çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ZCn,
òîäi S çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ZCn+1 òàêîæ.

Íàñëiäîê 1. ßêùî íàïiâãðóïà S çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü ZC3, òî S çàäîâîëüíÿ-
òèìå ZCn äëÿ âñiõ n > 3.

Òåîðåìà 3. Íåõàé S ðåäóêîâàíà íàïiâãðóïà. Òîäi S çàäîâîëüíÿ¹ ZCn äëÿ âñiõ n > 2.

Íåõàé S � íàïiâãðóïà ç íóëåì. ßêùî S ìà¹ îäèíèöþ, òîäi çðîçóìiëî, ùî S
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ZCn, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî S çàäîâîëüíÿ¹ i óìîâó ZCn−1 äëÿ n >
3. Ç íàñòóïíîãî ïðèêëàäó âèïëèâà¹ òàêå: êîëè S íå ìà¹ îäèíèöi, òîäi íå âèêîíó¹òüñÿ
ZCn ⇒ ZCn−1 äëÿ n > 3.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé Mn = {0} ∪ {eij | 1 6 i < j 6 n}, äå eijelk = eik, ÿêùî j = l i 0 â
iíøîìó âèïàäêó. Áóäü-ÿêèé äîáóòîê n åëåìåíòiâ ç Mn äîðiâíþâàòèìå 0, îòæå, Mn

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ZCn (òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ZCm äëÿ m > n).
Ïðèïóñòèìî, ùî 2 6 i < n; òîäi e12e23 · · · eii+1 = e1i+1 ̸= 0, i îçíà÷à¹, ùî

eii+1e12 · · · ei−1i = 0. Îòæå, Mn íå çàäîâîëüíÿ¹ ZCi.

Îçíà÷åííÿ 9. Ðåãóëÿðíà íàïiâãðóïà S ç öåíòðàëüíèìè iäåìïîòåíòàìè íàçèâà¹-
òüñÿ Êëiôîðäîâîþ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìè 1�3 i ¨õíi íàñëiäêè, ìè äîâåëè òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé S � Êëiôîðäîâà íàïiâãðóïà. ßêùî S çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
ZCn äëÿ äåÿêîãî n > 2, òîäi S � ðåäóêîâàíà íàïiâãðóïà.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ∃x ̸= 0, x ∈ S òàêèé, ùî xm = 0, äå m > 1. I íåõàé x =
xbx äëÿ äåÿêîãî b ∈ S. Òîäi xb � öåíòðàëüíèé iäåìïîòåíò, òîìó x = xbx = x2b. Îòæå,
x = xxb = x(x2b)b = x3b = · · · = xmbm−1 = 0, à íàïiâãðóïà S � ðåäóêîâàíà. �

3. Ïîëiãîíè ç óìîâàìè Áåðà.

Îçíà÷åííÿ 10. Ïîëiãîí A íàä íàïiâãðóïîþ S íàçèâàòèìåìî ïðàâèì p.p.-Áåðîâèì,
ÿêùî äëÿ âñiõ a ∈ A, AnnS(a) = {s ∈ S, as = 0} = eS � ïðàâèé iäåàë â S.
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Îçíà÷åííÿ 11. Ïîëiãîí A íàä íàïiâãðóïîþ S íàçèâàòèìåìî ïðàâèì (ëiâèì) p.q.-
Áåðîâèì, ÿêùî äëÿ âñiõ a ∈ A ïðàâèé àíóëÿòîð AnnS(aS) êîæíîãî ãîëîâíîãî ïðà-
âîãî iäåàëó íàïiâãðóïè S ïîðîäæó¹òüñÿ (ÿê ïðàâèé iäåàë) iäåìïîòåíòîì.

Îçíà÷åííÿ 12. Ïîëiãîí A íàä íàïiâãðóïîþ S íàçèâà¹òüñÿ ðåäóêîâàíèì, ÿêùî äëÿ
âñiõ a ∈ A, ∀s ∈ S âèêîíó¹òüñÿ òàêå: as = 0 ⇒ aS ∩As = 0.

Ëåìà 2. Áóäü-ÿêèé ðåäóêîâàíèé ïîëiãîí ¹ íàïiâêîìóòàòèâíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ïîëiãîí A � ðåäóêîâàíèé, òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ A òà s ∈ S
A íå ¹ íàïiâêîìóòàòèâíèì, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ (as = 0) ⇒ aS ∩ As = 0. Äîâåäåííÿ
ïðîâåäåìî âiä ñóïðîòèâíîãî.

Ïðèïóñòèìî, ùî as = 0 i aSs ̸= 0, òîäi ∃t ∈ S òàêå, ùî ats ̸= 0. Ç ðiâíîñòi
a(ts) = (at)s îòðèìà¹ìî, ùî a(ts) ∈ aS, a (at)s ∈ As. Îòæå, ats ∈ aS ∩ As. Öå
ñóïåðå÷èòü ðåäóêîâàíîñòi A. Òîìó A � íàïiâêîìóòàòèâíèé ïîëiãîí. �
Ëåìà 3. ßêùî S-ïîëiãîí A � íàïiâêîìóòàòèâíèé, òî âií àáåëåâèé. Çâîðîòíå
òâåðäæåííÿ áóäå ïðàâèëüíèì, ÿêùî A ïîëiãîí ç óìîâîþ p.p.-Áåðà.

Äîâåäåííÿ. (⇒) Íåõàé e � iäåìïîòåíò â S i a ∈ A, s ∈ S. Îñêiëüêè A ¹ íàïiâêîìó-
òàòèâíèì, òî ç as = 0 âèïëèâà¹, ùî (as)e = 0. Ç iíøîãî áîêó, aSs = 0 ⇒ aes = 0 ∈ S.
Òîäi ase = aes = 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ A i e2 = e ∈ S. Îòæå, A � àáåëåâèé ïîëiãîí.

(⇐) Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî A � àáåëåâèé ïîëiãîí ç óìîâîþ p.p.-Áåðà. Íåõàé
a ∈ A i s ∈ S i as = 0, òîäi s ∈ eS äëÿ äåÿêîãî e2 = e ∈ S. Òîìó ae = 0, áî e2 = e ∈ S
i s = es1. Îòæå, aeS = 0. Çà ïðèïóùåííÿì aSe = 0. Äîìíîæèâøè ñïðàâà íà s1,
îòðèìà¹ìî aSes1 = 0. Îñêiëüêè s = es1, aSs = 0. Òîìó A � íàïiâêîìóòàòèâíèé
ïîëiãîí. �
Ëåìà 4. ßêùî A � ðåäóêîâàíèé ïîëiãîí, òîäi A ¹ àáåëåâèì. Çâîðîòíå òâåðäæåííÿ
ïðàâèëüíå äëÿ àáåëåâèõ ïîëiãîíiâ ç óìîâîþ p.p.-Áåðà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � ðåäóêîâàíèé. Îñêiëüêè áóäü-ÿêèé ðåäóêîâàíèé ïîëiãîí ¹ íà-
ïiâêîìóòàòèâíèì (Ëåìà 2) i áóäü-ÿêèé íàïiâêîìóòàòèâíèé ïîëiãîí ¹ àáåëåâèì (Ëå-
ìà 3), òî A � àáåëåâèé ïîëiãîí.

Íàâïàêè. Íåõàé A áóäå àáåëåâèì ïîëiãîíîì ç óìîâîþ p.p.-Áåðà. Ïðèïóñòèìî,
ùî as = 0 äëÿ a ∈ A i s ∈ S. ßêùî x ∈ aS

∩
As, òî iñíó¹ a1 ∈ A i s1 ∈ S òàêi,

ùî x = as1 = a1s. Îñêiëüêè A çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó p.p.-Áåðà i as = 0, òî çâiäñè
s ∈ AnnS(a) = eS äëÿ äåÿêîãî iäåìïîòåíòà e2 = e ∈ S. Òîäi s = et i xe = as1e = a1se,
äå t ∈ S. Ïîçàÿê A àáåëåâèé i ae = 0, òî as1e = aes1 = a1se = a1es = a1e

2t = a1et =
a1s = 0. Çâiäñè x = a1s = 0 ìàòèìåìî ïðîòèði÷÷ÿ, îòæå, aS

∩
As = 0, òîáòî A �

ðåäóêîâàíèé ïîëiãîí. �
Íàñòóïíèé ïðèêëàä äîâîäèòü, ùî iñíó¹ ïîëiãîí A ç óìîâîþ p.q.-Áåðà òàêèé, ùî

íå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó p.p.-Áåðà i ¹ àáåëåâèì ïîëiãîíîì, àëå íå ¹ ðåäóêîâàíèì. Îòæå,
îáåðíåíå òâåðäæåííÿ Ëåìè 2 íå ¹ ïðàâèëüíèì.

Ïðèêëàä 3. Iñíó¹ àáåëåâèé ïîëiãîí A ç óìîâîþ p.q.-Áåðà, ÿêèé íå ¹ ðåäóêîâàíèì
i íå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó p.p.-Áåðà. Íåõàé Z � íàïiâãðóïà öiëèõ ÷èñåë i Z2×2 i 2 × 2
ìàòðèöÿ íàä Z

A =

{(
a b
c d

)
: a ≡ d mod 2, b ≡ c ≡ 0 mod 2

}
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i íåõàé A � ïðàâèé S-ïîëiãîí.

Îçíà÷åííÿ 13. Ïîëiãîí A íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì, ÿêùî ç ðiâíîñòi ast = 0
âèïëèâà¹, ùî ats = 0 äëÿ áóäü-ÿêèõ a ∈ A i s, t ∈ S.

Ëåìà 5. ßêùî A � ñèìåòðè÷íèé ïîëiãîí, òîäi A � àáåëåâèé. Çâîðîòíå òâåðä-
æåííÿ ïðàâèëüíå, ÿêùî A ¹ ïîëiãîíîì ç óìîâîþ p.p.-Áåðà.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî A � ñèìåòðè÷íèé ïîëiãîí. Íåõàé a ∈ A i e2 = e, s ∈ S.
Òîäi ase = 0. Ç ñèìåòðè÷íîñòi ïîëiãîíó A âèïëèâà¹, ùî aes = 0. Îòæå, aes = aese.
Ç iíøîãî áîêó, ase = asee. Çâiäñè ase = aes. Òîìó ïîëiãîí A � àáåëåâèé.

Íàâïàêè. Ïðèïóñòèìî, ùî A � ïîëiãîí ç óìîâîþ p.p.-Áåðà. Íåõàé a ∈ A, s, t ∈
S i ast = 0. Îñêiëüêè A � ïîëiãîí ç óìîâîþ p.p.-Áåðà, òî t ∈ AnnS(as) = eS äëÿ
äåÿêîãî iäåìïîòåíòà e ∈ S. Òîäi t = et i ase = 0. Çà Ëåìîþ 3 îòðèìà¹ìî aSs = 0,
çîêðåìà, atse = 0. Çà óìîâîþ ats = aets = atse = 0. Îòæå, A � ñèìåòðè÷íèé
ïîëiãîí. �
Òåîðåìà 4. Íåõàé A � ïîëiãîí ç óìîâîþ p.p.-Áåðà. Òîäi òàêi òâåðäæåííÿ åêâiâà-
ëåíòíi:

1) A � ðåäóêîâàíèé;
2) A � ñèìåòðè÷íèé;
3) A � íàïiâêîìóòàòèâíèé;
4) A � àáåëåâèé.

Äîâåäåííÿ. (1) ⇔ (4). Ðåäóêîâàíèé ïîëiãîí A áóäå àáåëåâèì çà Ëåìîþ 4.
(2) ⇔ (4). Ñèìåòðè÷íèé ïîëiãîí A áóäå àáåëåâèì, ùî âèïëèâà¹ ç Ëåìè 5.
(3) ⇔ (4). Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç Ëåìè 3. �

Ëåìà 6. Íåõàé A ¹ àáåëåâèì ïîëiãîíîì ç óìîâîþ p.p.-Áåðà. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ
a ∈ A âèêîíó¹òüñÿ, AnnS(a) = AnnS(aS).

Äîâåäåííÿ. Âiäîìî, ùî AnnS(aS) ⊂ AnnS(a).
Íàâïàêè, êîæåí àáåëåâèé ïîëiãîí ç óìîâîþ p.p.-Áåðà ¹ êîìóòàòèâíèì, òîìó ç

ðiâíîñòi as = 0 âèïëèâà¹ aSs = 0. Îòæå, AnnS(a) ⊂ AnnS(aS). Òîìó AnnS(a) =
AnnS(aS). �
Íàñëiäîê 2. Íåõàé A � àáåëåâèé ïîëiãîí ç óìîâîþ p.p.-Áåðà. Òîäi A áóäå ïîëiãîíîì
ç óìîâîþ p.q.-Áåðà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ïîëiãîí A áóäå àáåëåâèì ïîëiãîíîì ç óìîâîþ p.p.-Áåðà. Çà Ëå-
ìîþ 6 îäåðæèìî AnnS(a) = AnnS(aS) = eS äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ A òà iäåìïîòåíòà
e ∈ S. Òîìó A � ïîëiãîí ç óìîâîþ p.q.-Áåðà. �
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SEMIGROUPS AND S-POLYGONS WITH ANNIHILATION

CONDITIONS
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We introduce the notions of semicommutative semigroup and abelian S-
polygon by analogy with the notions of semicommutative, abelian modules and
rings investigated in [1]-[2]. We say that a semigroup S is a semicommutative
semigroup if for any x, y ∈ S, xy = 0 implies xSy = 0. A right S-polygon AS

is called abelian if, for any a ∈ AS and any s ∈ S, any idempotent e ∈ S,
ase = aes.
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Using the notions of Baer's conditions for modules in [12] we introduce p.p.-
Baer S-polygons and prove that if AS is a p.p.-Baer S-polygon, then the condi-
tions for AS to be a reduced, symmetric, semicommutative and an abelian
S-polygon are equivalent.

Key words: semicommutative, abelian, reduced, symmetric, p.p.-Baer semi-
groups and S-polygons.


