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Ðîçãëÿíóòî êîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ ëîêàëüíî êîíôîðìíî-êåëåðîâèõ
ìíîãîâèäiâ. Îòðèìàíî iíâàðiàíòè òàêèõ âiäîáðàæåíü. Òàêîæ çíàéäåíî âè-
ðàçè òåíçîðà ðiìàíîâî¨ êðèâèíè òà òåíçîðà Ði÷÷i êîíôîðìíî-ïëîñêèõ ëî-
êàëüíî êîíôîðìíî-êåëåðîâèõ ìíîãîâèäiâ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: êåëåðîâi ìíîãîâèäè, ëîêàëüíî êîíôîðìíî-êåëåðîâi
ìíîãîâèäè, ôîðìà Ëi(Lee form), êîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ, òåíçîð ðiìàíî-
âî¨ êðèâèíè, òåíçîð Ði÷÷i.

1. Âñòóï. Ïðåäìåòîì âèâ÷åííÿ ó öié ñòàòòi ¹ ëîêàëüíî êîíôîðìíî-êåëåðîâi
ìíîãîâèäè òàêi, ùî dim(M) = n = 2m > 2. Êîíôîðìíî-êåëåðîâèì ìíîãîâèäàì
ïðèñâÿ÷åíî ïðàöi áàãàòüîõ äîñëiäíèêiâ. Ëîêàëüíî êîíôîðìíî-êåëåðîâi ìíîãîâèäè
ðîçãëÿäàëè [13], [2], [5]. Âàðòî çãàäàòè åíöèêëîïåäè÷íó ïðàöþ ó öüîìó íàïðÿìi [11].
Ãåîäåçè÷íi âiäîáðàæåííÿ ëîêàëüíî êîíôîðìíî-êåëåðîâèõ ìíîãîâèäiâ âèâ÷àëè ó [5],
äå âèÿâèëè, ùî êîíôîðìíî-êåëåðîâi ìíîãîâèäè íå äîïóñêàþòü íåòðèâiàëüíèõ ãåîäå-
çè÷íèõ âiäîáðàæåíü íà ìàéæå åðìiòîâi ïðîñòîðè ç óìîâîþ çáåðiãàííÿ êîìïëåêñíî¨
ñòðóêòóðè. Ç iíøîãî áîêó, âiäîìî, ùî êîíôîðìíà âiäïîâiäíiñòü äâîõ êåëåðîâèõ ìíî-
ãîâèäiâ, íåîáõiäíî ¹ ãîìîòåòi¹þ [14]. Ìåòà íàøî¨ ïðàöi � äîñëiäèòè ïðîáëåìè êîí-
ôîðìíèõ âiäîáðàæåíü ëîêàëüíî êîíôîðìíî-êåëåðîâèõ ìíîãîâèäiâ.

2. ËÊÊ-ìíîãîâèäè. Íàéïåðøå ïîäàìî äåêiëüêà íåîáõiäíèõ îçíà÷åíü [1].

Îçíà÷åííÿ 1. Ìàéæå êîìïëåêñíîþ ñòðóêòóðîþ J íàçèâàþòü òàêèé àôiíîð J i
j ,

ùî:

J i
αJ

α
j = −δij . (1)

Òóò δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Îçíà÷åííÿ 2. Ìíîãîâèä, íà ÿêîìó çàäàíî ìàéæå êîìïëåêñíó ñòðóêòóðó J , íàçè-
âàþòü ìàéæå êîìïëåêñíèì ìíîãîâèäîì.

c⃝ ×åðåâêî �., 2015
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Îçíà÷åííÿ 3. Ìàéæå êîìïëåêñíèé ìíîãîâèä ¹ ìàéæå åðìiòîâèì, ÿêùî íà íüîìó
çàäàíà åðìiòîâà ìåòðèêà

Jα
i J

β
j gαβ = gij . (2)

Ìàéæå åðìiòîâèé ìíîãîâèä ïîçíà÷à¹ìî {Mn, J, g}.

Îçíà÷åííÿ 4. Ìàéæå åðìiòîâèé ìíîãîâèä {Mn, J, g} ¹ åðìiòîâèì, ÿêùî ìàéæå
êîìïëåêñíà ñòðóêòóðà ¹ iíòåãðîâíîþ [1], [14].

Çàóâàæèìî òàêå: ÿêùî ìàéæå êîìïëåêñíà ñòðóêòóðà J òà ìíîãîâèä Mn áóäóòü
íàëåæàòè êëàñó Cω, äîñòàòíüîþ óìîâîþ iíòåãðîâíîñòi ìàéæå êîìïëåêñíî¨ ñòðóêòó-
ðè ¹ òîòîæíà ðiâíiñòü íóëþ òåíçîðà Íåé¹íõåéñà

Nk
ij = Jα

i

(
∂jJ

k
α − ∂αJ

k
j

)
− Jα

j

(
∂iJ

k
α − ∂αJ

k
i

)
= 0, (3)

àáî, ùî åêâiâàëåíòíî

Jk
i,j = Jα

i J
β
j J

k
α,β . (4)

Êîìîþ ìè ïîçíà÷à¹ìî êîâàðiàíòíó ïîõiäíó â çâ'ÿçíîñòi, óçãîäæåíié ç ðiìàíîâîþ
ìåòðèêîþ gij .

ßêùî æ íà åðìiòîâîìó ìíîãîâèäi {Mn, J, g} ñïðàâäæó¹òüñÿ

Jk
i,j = 0, (5)

òî âií ¹ êåëåðîâèì.

Îçíà÷åííÿ 5. Åðìiòîâèé ìíîãîâèäMn ìà¹ íàçâó ëîêàëüíî êîíôîðìíî-êåëåðîâîãî
(êîðîòøå, ËÊÊ-) ìíîãîâèäó, ÿêùî iñíó¹ âiäêðèòå ïîêðèòòÿ U =

{
Uα

}
α∈A

ìíî-

ãîâèäó M òà ñèñòåìà Σ = {σα : Uα → R}α∈A ãëàäêèõ ôóíêöié òàêèõ, ùî{
J |Uα , ĝα = e−2σαg|Uα

}
� êåëåðîâà ñòðóêòóðà äëÿ áóäü ÿêîãî α ∈ A. Ïåðåõiä âiä

ìåòðèêè g|Uα äî ìåòðèêè e−2σαg|Uα ìà¹ íàçâó ëîêàëüíî êîíôîðìíîãî ïåðåòâî-
ðåííÿ ñòðóêòóðè. Ôóíêöiÿ σ íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷àëüíîþ ôóíêöi¹þ êîíôîðìíîãî
ïåðåòâîðåííÿ [2].

Âiäîìî, ùî íà ËÊÊ-ìíîãîâèäi, ôîðìà Ëi (Lee form), êîìïîíåíòè ÿêî¨ âèçíà÷à-
þòü ôîðìóëîþ [3]

ω =
1

m− 1
δΩ ◦ J àáî ωi = − 2

n− 2
Jα
β,αJ

β
i , (6)

ìà¹ áóòè çàìêíåíîþ

dω = 0.

Îñêiëüêè ìè ïðîâîäèìî äîñëiäæåííÿ ëîêàëüíî, ÿêùî íå îáóìîâëåíî ïðîòèëåæíå, òî
iíäåêñ, âiäïîâiäíèé äî êàðòè ìíîãîâèäó, âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ çðó÷íîñòi íå áóäåìî,
ÿê öå i çðîáëåíî â îñòàííié ôîðìóëi.

Îçíà÷åííÿ 6. Ðiìàíîâi ìíîãîâèäè {Mn, g} i {Mn, g} ïåðåáóâàþòü ó êîíôîðìíié
âiäïîâiäíîñòi, ÿêùî ¨õíi ìåòðèêè ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì

gij(x) = e2φ(x)gij(x), (7)

äå φ(x) � äåÿêèé iíâàðiàíò.
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Äëÿ îá'¹êòiâ çâ'ÿçíîñòi Γk
ij è Γ

k

ij êîíôîðìíî âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðiâ Mn, g òà

Mn, g âèêîíó¹òüñÿ

Γ
k

ij = Γk
ij + δki φj + δkj φi − φkgij , (8)

äå φi =
∂φ
∂xi .

3. Çâ'çîê ôîðì Ëi ËÊÊ-ìíîãîâèäiâ, ÿêi ïåðåáóâàþòü ó êîíôîðì-

íié âiäïîâiäíîñòi. Òåïåð ç'ÿñó¹ìî, ÿê ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ôîðìè Ëi äâîõ ËÊÊ-
ìíîãîâèäiâ {Mn, J, g} i {Mn, J, g}, ÿêùî âîíè ïåðåáóâàþòü ó êîíôîðìíié âiäïîâiä-
íîñòi. Ïåðåäóñiì çãàäà¹ìî, ùî êîâàðiàíòíi ïîõiäíi ìàéæå êîìïëåêñíî¨ ñòðóêòóðè ó
çâ'ÿçíîñòÿõ Γ i Γ çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

Jk
i|j = Jk

i,j + Jα
i P

k
αj − Jk

αP
α
ij . (9)

Òóò âåðòèêàëüíîþ ðèñêîþ "|"ïîçíà÷åíà êîâàðiàíòíà ïîõiäíà ó çâ'ÿçíîñòi Γ, óçãî-
äæåíié ç ìåòðèêîþ gij(x) = e2φ(x)gij(x) òà

P k
ij = Γ

k

ij − Γk
ij = δki φj + δkj φi − φkgij . (10)

Ïiäñòàâèìî (10) ó (9)

Jk
i|j = Jk

i,j + Jα
i (δ

k
αφj + δkj φα − φkgαj)− Jk

α(δ
α
i φj + δαj φi − φαgij) =

= Jk
i,j + δkj J

α
i φα − Jijφ

k − Jk
j φi + Jk

αφ
αgij .

(11)

Çãîðòàþ÷è (11) ïî iíäåêñàõ k òà j, îòðèìà¹ìî

Jα
i|α = Jα

i,α + nJα
i φα − Jiαφ

α + Jαiφ
α = Jα

i,α + (n− 2)Jα
i φα.

Âðàõîâóþ÷è (1),

Jα
β|αJ

β
i − Jα

β,αJ
β
i = −(n− 2)φi,

àáî (6)

ωi − ωi = 2φi, (12)

äå ω i ω � ôîðìè Ëi, âiäïîâiäíî, ìíîãîâèäiâ {Mn, J, g} i {Mn, J, g}. Îòîæ, iñíó¹ òàêà
òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. ßêùî ËÊÊ-ìíîãîâèäè {Mn, J, g} i {Mn, J, g} ïðåáóâàþòü ó êîíôîðìíié
âiäïîâiäíîñòi òàê, ùî gij(x) = e2φ(x)gij(x), òî ¨õíi ôîðìè Ëi ïîâ'ÿçàíi òàê:

ω − ω = 2dφ.

4. Iíâàðiàíòè êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü ËÊÊ-ìíîãîâèäiâ. Ïåðåïèøåìî
(12) ó âèãëÿäi

φi =
1

2
ωi −

1

2
ωi, (13)

i ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî (13) êîâàðiàíòíî

φi,j =
1

2
ωi,j −

1

2
ωi,j . (14)

Ç iíøîãî áîêó, âðàõîâóþ÷è (13)

ωi|j = ωi,j − ωαP
α
ij .

Òîìó
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ωi,j = ωi|j + ωα(δ
α
i φj + δαj φi − φαgij) = ωi|j + ωiφj + ωjφi − ωαφ

αgij =

= ωi|j + ωiωj −
1

2
ωiωj −

1

2
ωjωi − ωαφ

αgij .

Âîäíî÷àñ

ωαφ
αgij = ωαg

αβφβgij = ωαg
αβe−2φφβe

2φgij = ωαg
αβφβgij = ωαφαgij .

Îòðèìó¹ìî

ωi,j = ωi|j + ωiωj −
1

2
ωiωj −

1

2
ωjωi − ωαφαgij =

= ωi|j + ωiωj −
1

2
ωiωj −

1

2
ωjωi −

1

2
ωαωαgij +

1

2
ωαωαgij .

(15)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (15) ó (14), îäåðæèìî

φi,j =
1

2
ωi|j −

1

2
ωi,j +

1

2
ωiωj −

1

4
ωiωj −

1

4
ωjωi −

1

4
ωαωαgij +

1

4
ωαωαgij . (16)

Âiäîìî [5], ùî ïðè êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåííÿõ âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

φij +
1

2
∆1φgij = Lij − Lij , (17)

äå φij = φi,j −φiφj , äàëi ∆1φ = ||φ||2 = φiφjg
ij (ïåðøèé ïàðàìåòð Áåëüòðàìi), à Lij

i Lij òåíçîðè Áðiíêìàíà, âiäïîâiäíî, ìíîãîâèäiâ Mn i Mn [9]. Äëÿ Mn âií íàáóâà¹
âèãëÿäó

Lij =
1

n− 2

(
Rij −

1

2(n− 1)
Rgij

)
.

Òóò Rij � òåíçîð Ði÷÷i i R = Rijg
ij � ñêàëÿðíà êðèâèíà Mn. Ó âèïàäêó ìíîãîâèäó

Mn öi âåëè÷èí îá÷èñëþþòü àíàëîãi÷íî.
Âèêîðèñòîâóþ÷è (16) i (13), îòðèìà¹ìî

φij = φi,j − φiφj =
1

2
ωi|j −

1

2
ωi,j +

1

2
ωiωj −

1

4
ωiωj −

1

4
ωjωi−

−1

4
ωαωαgij +

1

4
ωαωαgij −

1

4
(ωi − ωi)(ωj − ωj) =

=
1

2
ωi|j −

1

2
ωi,j +

1

4
ωiωj −

1

4
ωiωj −

1

4
ωαωαgij +

1

4
ωαωαgij .

(18)

Òåïåð çíàõîäèìî ïåðøèé ïàðàìåòð Áåëüòðàìi

∆1φ = φiφjg
ij =

1

4
(ωi − ωi)(ωj − ωj)g

ij =
1

4
ωiωjg

ij − 1

2
ωiω

i +
1

4
ωiωi. (19)

Ïiäñòàâèìî (18) i (19) ó (17)

1

2
ωi|j −

1

2
ωi,j +

1

4
ωiωj −

1

4
ωiωj −

1

4
ωαωαgij +

1

4
ωαωαgij+

+
1

2

(1
4
ωαωβg

αβ − 1

2
ωαω

α +
1

4
ωαωα

)
gij = Lij − Lij .
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Îñêiëüêè gαβgij = gαβgij i ωαω
αgij = ωαωαgij , ðîçêðèâàþ÷è äóæêè i çâîäÿ÷è ïîäiá-

íi, òî îòðèìó¹ìî

1

2
ωi|j −

1

2
ωi,j +

1

4
ωiωj −

1

4
ωiωj −

1

8
ωαωαgij +

1

8
ωαωαgij = Lij − Lij . (20)

Ç (20) âèïëèâà¹, ùî

P ij = Pij ,

äå

Pij
def
= Lij −

1

2
ωi,j −

1

4
ωiωj +

1

8
ωαωαgij . (21)

Âiäîìî òàêîæ, ùî òåíçîðè êðèâèíè ìíîãîâèäiâ Mn i Mn, ùî ïåðåáóâàþòü ó
êîíôîðìíié âiäïîâiäíîñòi (7), ïîâ'ÿçàíi òàê:

R
h

ijk = Rh
ijk + δhkφij − δhj φik + φh

kgij − φh
j gik +

(
δhkgij − δhj gik

)
∆1φ, (22)

äå φh
k = ghαφαk. Ïiäñòàâèìî òåïåð (18) è (19) â (22):

R
h

ijk = Rh
ijk + δhk (

1

2
ωi|j −

1

2
ωi,j +

1

4
ωiωj −

1

4
ωiωj −

1

4
ωαωαgij +

1

4
ωαωαgij)−

−δhj (
1

2
ωi|k − 1

2
ωi,k +

1

4
ωiωk − 1

4
ωiωk − 1

4
ωαωαgik +

1

4
ωαωαgik)+

+ghβgij(
1

2
ωβ|k − 1

2
ωβ,k +

1

4
ωβωk − 1

4
ωβωk − 1

4
ωαωαgβk +

1

4
ωαωαgβk)−

−ghβgik(
1

2
ωβ|j −

1

2
ωβ,j +

1

4
ωβωj −

1

4
ωβωj −

1

4
ωαωαgβj +

1

4
ωαωαgβj)+

+
(
δhkgij − δhj gik

)(1
4
ωαωβg

αβ − 1

2
ωαω

α +
1

4
ωαωα

)
.

Ðîçêðèâàþ÷è äóæêè òà ãðóïóþ÷è, îòðèìà¹ìî

Q
h

ijk = Qh
ijk,

äå

Qh
ijk

def
= Rh

ijk + δhj
(1
2
ωi,k +

1

4
ωiωk − 1

4
||ω||2gik

)
−

−δhk
(1
2
ωi,j +

1

4
ωiωj −

1

4
||ω||2gij

)
+

+
(1
2
ωh

,j +
1

4
ωhωj

)
gik −

(1
2
ωh

,k +
1

4
ωhωk

)
gij ,

(23)

ïðè÷îìó ωh = ωαg
αh, à òàêîæ ωh

,j = ωα,jg
αh i, íàðåøòi, ||ω||2 = ωαωβg

αβ .
Îòðèìà¹ìî ùå îäèí ïðîñòèé iíâàðiàíò, ùî íå ¹ òåíçîðîì. Äëÿ öüîãî ïiäñòàâèìî

(13) â (8)

Γ
k

ij = Γk
ij + δki

(1
2
ωj −

1

2
ωj

)
+ δkj

(1
2
ωi −

1

2
ωi

)
−
(1
2
ωαg

kα − 1

2
ωk

)
gij ,

ðîçêðè¹ìî äóæêè, ñêîðèñòà¹ìîñü iíâàðiàíòíiñòþ äîáóòêó gijg
αβ òà ïåðåãðóïó¹ìî

Γ
k

ij −
1

2
δki ωj −

1

2
δkj ωi +

1

2
ωkgij = Γk

ij −
1

2
δki ωj −

1

2
δkj ωi +

1

2
ωkgij .
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Îòæå, ìè îòðèìàëè iíâàðiàíò

Γ̂k
ij

def
= Γk

ij −
1

2
δki ωj −

1

2
δkj ωi +

1

2
ωkgij , (24)

ùî íå ¹ òåíçîðîì. Ìè íå âèïàäêîâî ïîçíà÷èëè éîãî ÿê Γ̂k
ij , îñêiëüêè ïàðàìåòð, ÿêèé

çàäàíèé (24), î÷åâèäíî ¹ îá'¹êòîì ðiìàíîâî¨ çâ'ÿçíîñòi ïåâíîãî êåëåðîâîãî ìíîãîâè-
äó {Kn, J, ĝ}, êîíôîðìíîãî ËÊÊ-ìíîãîâèäàì {Mn, J, g} òà {Mn, J, g}. Ìè îòðèìàëè
òåîðåìó.

Òåîðåìà 2. ßêùî ËÊÊ-ìíîãîâèäè {Mn, J, g} i {Mn, J, g} ïåðåáóâàþòü ó êîíôîðì-
íié âiäïîâiäíîñòi òàê, ùî gij(x) = e2φ(x)gij(x), òî òåíçîðè

Pij = Lij −
1

2
ωi,j −

1

4
ωiωj +

1

8
||ω||2gij ;

Qh
ijk = Rh

ijk + δhj
(1
2
ωi,k +

1

4
ωiωk − 1

4
||ω||2gik

)
−

−δhk
(1
2
ωi,j +

1

4
ωiωj −

1

4
||ω||2gij

)
+

+
(1
2
ωh

,j +
1

4
ωhωj

)
gik −

(1
2
ωh

,k +
1

4
ωhωk

)
gij

áóäóòü iíâàðiàíòíèìè. Êðiì òîãî, iñíó¹ iíâàðiàíòíèé îá'¹êò, ÿêèé íå ¹ òåíçîðîì

Γ̂k
ij

def
= Γk

ij −
1

2
δki ωj −

1

2
δkj ωi +

1

2
ωkgij .

Öå îá'¹êò ðiìàíîâî¨ çâ'ÿçíîñòi äåÿêîãî êåëåðîâîãî ìíîãîâèäó {Kn, J, ĝ}, ùî ¹ êîí-
ôîðìíèì îáîì ËÊÊ-ìíîãîâèäàì � {Mn, J, g} i {Mn, J, g}.

Îòðèìà¹ìî ùå äåêiëüêà iíâàðiàíòíèõ îá'¹êòiâ. Äëÿ ïî÷àòêó çãîðíåìî (23) ïî
iíäåêñàõ h òà k

Qij = Rij −
(1
2
ωi,j +

1

4
ωiωj −

1

4
||ω||2gij

)
(n− 2)− 1

2
∆2ωgij , (25)

äå ∆2ω = ωα,βg
αβ (äðóãèé ïàðàìåòð Áåëüòðàìi, [9]). Ìè îòðèìàëè ùå îäèí iíâàði-

àíòíèé òåíçîð. Çðîçóìiëî, ùî òåíçîð
Qij

n−2 � òàêîæ ¹ iíâàðiàíòíèì. Âiäíiìåìî éîãî

ç Pij , ÿêèé âèçíà÷åíî ó (21)

Pij −
Qij

n− 2
=

1

n− 2

(
Rij −

1

2(n− 1)
Rgij

)
− 1

2
ωi,j −

1

4
ωiωj +

1

8
ωαωαgij−

− Rij

n− 2
+

1

2
ωi,j +

1

4
ωiωj −

1

4
||ω||2gij +

∆2ωgij
2(n− 2)

=

= − 1

2(n− 1)(n− 2)
Rgij −

1

8
||ω||2gij +

∆2ωgij
2(n− 2)

.

Âíàñëiäîê öüîãî ìè îòðèìàëè ùå îäèí òåíçîð, ÿêèé çáåðiãà¹òüñÿ

Sij
def
=

( R

2(n− 1)(n− 2)
+

1

8
||ω||2 − ∆2ω

2(n− 2)

)
gij . (26)
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Âiäíiìåìî ç Qij , ÿêèé áóëî âèçíà÷åíî ó (25) iíâàðiàíò
2Sij(n−1)(n−2)

n

Qij −
2Sij(n− 1)(n− 2)

n
= Rij −

(1
2
ωi,j +

1

4
ωiωj −

1

4
||ω||2gij

)
(n− 2)−

−∆2ωgij
2

− Rgij
n

− 2(n− 1)(n− 2)

8n
||ω||2gij +

(n− 1)(n− 2)∆2ω

n(n− 2)
gij =

= Rij −
Rgij
n

−
(1
2
ωi,j +

1

4
ωiωj −

( 1

4n
||ω||2 − 1

2n
∆2ω

)
gij

)
(n− 2).

Îòðèìàíèé iíâàðiàíò

Hij
def
= Rij −

Rgij
n

−
(1
2
ωi,j +

1

4
ωiωj −

( 1

4n
||ω||2 − 1

2n
∆2ω

)
gij

)
(n− 2) (27)

îñîáëèâî öiêàâèé ó âèïàäêó, êîëè êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ ìiæ ËÊÊ-ìíîãîâèäàìè
{Mn, J, g} i {Mn, J, g} ¹ êîíöèðêóëÿðíèì, òîáòî, êîâåêòîðíå ãðàäi¹íòíå ïîëå φi ¹
êîíöèðêóëÿðíèì.

5. Êîíöèðêóëÿðíi âiäîáðàæåííÿ ËÊÊ-ìíîãîâèäiâ.

Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 7. Êîâåêòîðíå ïîëå ξ íàçèâàþòü êîíöèðêóëÿðíèì, ÿêùî ìà¹ ñëóø-
íiñòü ðiâíÿííÿ

ξi,j = ρgij + ajξi, (28)

ïðè÷îìó, ai,j − aj,i = 0, òîáòî êîâåêòîð ai ëîêàëüíî ãðàäi¹íòíèé, à ρ(x) � äåÿêèé
ñêàëÿð.

Iíøèìè ñëîâàìè, ξ ¹ êîíöèðêóëÿðíèì, ÿêùî iñíó¹ òàêèé ñêàëÿðíèé ìíîæíèê
λ, ùî ïîëå ζ = λξ çàäîâîëüíÿòèìå ðiâíÿííÿ

ζi,j = ρgij . (29)

Î÷åâèäíî, ùî ó âèïàäêó, êîëè

φi,j = φiφj + ρgij ,

ïîëå φi òàêîæ ¹ êîíöèðêóëÿðíèì (λ = e−φ ). ßêùî êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ êîí-
öèðêóëÿðíå, òî òåíçîð

Eij
def
= Rij −

Rgij
n

áóäå çáåðiãàòèñÿ, ÿê ìè áà÷èìî ç äîâåäåíî¨ ó [10] òåîðåìè.

Òåîðåìà 3. [10] Äëÿ òîãî, ùîá ïiä ÷àñ êîíôîðìíîãî âiäîáðàæåííÿ f : {Mn, g} →
{Mn, g} çáåðiãàâñÿ òåíçîð Eij = Rij − Rgij

n , íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî, ùîá öå âiäî-
áðàæåííÿ áóëî êîíöèðêóëÿðíèì.

Çâiäñè âèïëèâà¹ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. ßêùî ËÊÊ-ìíîãîâèäè {Mn, J, g} i {Mn, J, g} ïåðåáóâàþòü ó êîíôîðì-
íié êîíöèðêóëÿðíié âiäïîâiäíîñòi òàê, ùî gij(x) = e2φ(x)gij(x), òà φi,j = φiφj+ρgij,
òî òåíçîð

∗
Hij

def
= −

(1
2
ωi,j +

1

4
ωiωj −

( 1

4n
||ω||2 − 1

2n
∆2ω

)
gij

)
(n− 2)

áóäå iíâàðiàíòíèì.
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6. Êîíôîðìíî-ïëîñêi ËÊÊ-ìíîãîâèäè òà óçàãàëüíåíi ìíîãîâèäè Õîï-

ôà. Âiäîìî, ùî êîíôîðìíî-ïëîñêèé êåëåðîâèé ìíîãîâèä ¹ ïëîñêèì [14]. Òîäi, î÷å-
âèäíî, äëÿ áóäü-ÿêîãî ËÊÊ-ìíîãîâèäó, ÿêùî âií ¹ ìíîãîâèäîì ñòàëî¨ êðèâèíè, áóäå
âèêîíóâàòèñü ðiâíÿííÿ

−
(1
2
ωi,j +

1

4
ωiωj −

( 1

4n
||ω||2 − 1

2n
∆2ω

)
gij

)
(n− 2) = 0. (30)

ßê âèäíî ç (30), ó öüîìó âèïàäêó ôîðìà Ëi ω ¹ êîíöèðêóëÿðíèì êîâåêòîðíèì ïî-
ëåì (λ = eσ, ω = 2dσ). Êðiì òîãî, âiäîìî, ùî áóäü-ÿêèé åéíøòåéíîâèé (Eij = 0)
êîíôîðìíî-ïëîñêèé ìíîãîâèä ¹ ìíîãîâèäîì ñòàëî¨ êðèâèíè. Çâiäñè îòðèìà¹ìî òàêó
òåîðåìó.

Òåîðåìà 5. [3] Äëÿ òîãî, ùîá êîíôîðìíî-ïëîñêèé ËÊÊ-ìíîãîâèä áóâ ìíîãîâèäîì
ñòàëî¨ êðèâèíè, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá éîãî ôîðìà Ëi áóëà êîíöèðêóëÿðíèì
êîâåêòîðíèì ïîëåì, òîáòî çàäîâîëüíÿëà ðiâíÿííÿ

ωi,j =
( 1

2n
||ω||2 − 1

n
∆2ω

)
gij −

1

2
ωiωj . (31)

Íàãàäà¹ìî, ùî ËÊÊ-ìíîãîâèä ìà¹ íàçâó óçàãàëüíåíîãî ìíîãîâèäó Õîïôà,
ÿêùî éîãî ôîðìà Ëi òîòîæíî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

ωi,j = 0. (32)

Ç (31) ëåãêî âèïëèâà¹ òåîðåìà.

Òåîðåìà 6. [3]ËÊÊ-ìíîãîâèä ñòàëî¨ êðèâèíè íå ìîæå áóòè óçàãàëüíåíèì ìíîãî-
âèäîì Õîïôà.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, äëÿ ËÊÊ-ìíîãîâèäó ñòàëî¨ êðèâèíè, ÿêùî âií ¹ óçàãàëüíåíèì
ìíîãîâèäîì Õîïôà âíàñëiäîê (31) i (32) ìà¹ âèêîíóâàòèñü( 1

n
||ω||2 − 2

n
∆2ω

)
gij = ωiωj . (33)

Öå íåìîæëèâî ïðè ω ̸= 0, îñêiëüêè ðàíã ìàòðèöi gij äîðiâíþ¹ ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó,
à ðàíã ωiωj � òiëüêè îäèíèöi. �

Íåõàé {Mn, J, g} � êîíôîðìíî-ïëîñêèé ËÊÊ-ìíîãîâèä. Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹
êåëåðîâèé ìíîãîâèä {Kn, J, ĝ}, ïî-ïåðøå, ëîêàëüíî êîíôîðìíèé {Mn, J, g}, à ïî-
äðóãå, öåé êåëåðîâèé ìíîãîâèä {Kn, J, ĝ} áóäå òàêîæ êîíôîðìíî-ïëîñêèì. ßê ìè
âæå çàçíà÷àëè, êîíôîðìíî-ïëîñêèé êåëåðîâèé ìíîãîâèä ¹ ïëîñêèì, òîáòî, äëÿ òåí-
çîðà êðèâèíè òà òåíçîðà Ði÷÷i ìíîãîâèäó {Kn, J, ĝ} ñïðàâäæó¹òüñÿ R̂h

ijk = 0, R̂ij = 0.

Âíàñëiäîê êåëåðîâîñòi {Kn, J, ĝ} éîãî ôîðìà Ëi áóäå òðèâiàëüíîþ ω̂ = 0. Ç öèõ ìiðêó-
âàíü, (23), (25) îòðèìà¹ìî, ùî òåíçîð êðèâèíè êîíôîðìíî-ïëîñêîãî ËÊÊ-ìíîãîâèäó
íàáóâà¹ âèãëÿäó

Rh
ijk = δhk

(1
2
ωi,j +

1

4
ωiωj −

1

4
||ω||2gij

)
− δhj

(1
2
ωi,k +

1

4
ωiωk − 1

4
||ω||2gik

)
+

+
(1
2
ωh

,k +
1

4
ωhωk

)
gij −

(1
2
ωh

,j +
1

4
ωhωj

)
gik.

(34)

Âiäïîâiäíî òåíçîð Ði÷÷i

Rij =
(1
2
ωi,j +

1

4
ωiωj −

1

4
||ω||2gij

)
(n− 2) +

∆2ωgij
2

. (35)
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Ç (35) îòðèìà¹ìî çíà÷åííÿ ñêàëÿðíî¨ êðèâèíè

R = Rijg
ij =

(1
2
ωi,jg

ij +
1

4
ωiωjg

ij − 1

4
||ω||2gijgij

)
(n− 2) +

∆2ωgij
2

gij =

= (n− 1)∆2ω − (n− 1)(n− 2)

2
||ω||2.

(36)

Çðåøòîþ, ç (21) íàâåäåíi ìiðêóâàííÿ äàþòü ïiäñòàâè îòðèìàòè òåíçîð Áðiíêìàíà
êîíôîðìíî-ïëîñêîãî ËÊÊ-ìíîãîâèäó

Lij =
1

2
ωi,j +

1

4
ωiωj −

1

8
ωαωαgij . (37)

Íàãàäà¹ìî, ùî òåíçîð Âåéëÿ êîíôîðìíî¨ êðèâèíè âèçíà÷àþòü òàê:

Ch
ijk

def
= Rh

ijk + δhj Lik − δhkLij + Lh
j gik − Lh

kgij . (38)

Ïiäñòàâèâøè (34) i (37) â (38), ìàòèìåìî, ùî òåíçîð Âåéëÿ êîíôîðìíî-ïëîñêîãî
ËÊÊ-ìíîãîâèäó îáåðòà¹òüñÿ òîòîæíî ó íóëü

Ch
ijk ≡ 0.

Íàðåøòi, ÿêùî ËÊÊ-ìíîãîâèä {Mn, J, g} ¹ ìíîãîâèäîì ñòàëî¨ êðèâèíè, òî ìîæíà,
âðàõîâóþ÷è (36), âèïèñàòè éîãî òåíçîð êðèâèíè òà òåíçîð Ði÷÷i â ïðîñòiøîìó âè-
ãëÿäi

Rh
ijk =

R

n(n− 1)

(
δhkgij − δhj gik

)
=

1

n

(
∆2ω − n− 2

2
||ω||2

)(
δhkgij − δhj gik

)
. (39)

Rij =
n− 1

n

(
∆2ω − n− 2

2
||ω||2

)
gij . (40)

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæíà ïiäñóìóâàòè ó âèãëÿäi òàêî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 7. ßêùî ËÊÊ-ìíîãîâèä {Mn, J, g} ¹ êîíôîðìíî-ïëîñêèì, òî éîãî òåí-
çîð êðèâèíè, òåíçîð Ði÷÷i òà ñêàëÿðíà êðèâèíà çàäàþòüñÿ, âiäïîâiäíî, òàêèìè
âèðàçàìè

Rh
ijk = δhk

(1
2
ωi,j +

1

4
ωiωj −

1

4
||ω||2gij

)
− δhj

(1
2
ωi,k +

1

4
ωiωk − 1

4
||ω||2gik

)
+

+
(1
2
ωh

,k +
1

4
ωhωk

)
gij −

(1
2
ωh

,j +
1

4
ωhωj

)
gik,

Rij =
(1
2
ωi,j +

1

4
ωiωj −

1

4
||ω||2gij

)
(n− 2) +

∆2ωgij
2

,

R = (n− 1)∆2ω − (n− 1)(n− 2)

2
||ω||2.

Çîêðåìà, ÿêùî ËÊÊ-ìíîãîâèä {Mn, J, g} ¹ ìíîãîâèäîì ñòàëî¨ êðèâèíè, òî òåíçîð
êðèâèíè òà òåíçîð Ði÷÷i íàáóâàþòü âèãëÿäó

Rh
ijk =

1

n

(
∆2ω − n− 2

2
||ω||2

)(
δhkgij − δhj gik

)
.

Rij =
n− 1

n

(
∆2ω − n− 2

2
||ω||2

)
gij .
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In this paper we study conformal mappings which does not change a
complex structure of locally conformal K�ahler manifolds. We have found
expression for a Riemann tensor for conformally-�at locally conformal K�ahler
manifolds and for ones of constant curvature. Also we have found objects
which are the same for the manifolds in conformal correspondence.
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