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Äîâåäåíî, ùî îáëàñòü Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 ç óìîâîþ Äóáðîâiíà i
óìîâîþ Z ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: îáëàñòü Áåçó, ñòàáiëüíèé ðàíã 1, êiëüöå åëåìåíòàðíèõ
äiëüíèêiâ, óìîâè Äóáðîâiíà òà Z.

Êiëüöÿ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ ââiâ ó 1949 ð. Êàïëàíñüêèé [1]. Êîìóòàòèâíi
êiëüöÿ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ àêòèâíî âèâ÷àþòü ó [2], àëå öüîãî íå ìîæíà ñêà-
çàòè ïðî íåêîìóòàòèâíi êiëüöÿ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ. Ñåðåä íåáàãàòüîõ ïðàöü ç
òåîði¨ íåêîìóòàòèâíèõ êiëåöü åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ âiäçíà÷èìî ðåçóëüòàò [2], äå
äîâåäåíî, ùî ìàéæå àòîìíà îáëàñòü Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 ç óìîâîþ Äóáðîâiíà
¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Ó öié ïðàöi îáìåæåííÿ íà ìàéæå àòîìíi îáëàñòi Áåçó çíÿòî. Äîâåäåíî, ùî
îáëàñòü Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 ç óìîâîþ Äóáðîâiíà ç îáìåæåííÿì ïåâíîãî âèãëÿ-
äó íà äâîái÷íi iäåàëè (óìîâà Z � ç óìîâè RaR = R âèïëèâà¹, ùî a � ñêií÷åííèé
åëåìåíò) ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Çàóâàæèìî, ùî óìîâà Äóáðîâiíà çãiäíî ç [2] ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ,
ùîá íàïiâëîêàëüíå, íàïiâïåðâèííå êiëüöå Áåçó áóëî êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíè-
êiâ. Ïîçàÿê íàïiâëîêàëüíå êiëüöå ¹ êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 [2], òî çðîçóìiëî, ùî
óìîâà Äóáðîâiíà ¹, â êðàéíüîìó âèïàäêó, íåîáõiäíîþ äëÿ ðîçãëÿäó ïèòàííÿ êàíî-
íi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ðåäóêöi¨ ìàòðèöü íàä êiëüöÿìè Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 .

Ïiä êiëüöåì ðîçóìi¹ìî àñîöiàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ i 1 ̸= 0 . Ïðàâèì (ëiâèì)
êiëüöåì Áåçó íàçèâà¹òüñÿ êiëüöå, â ÿêîìó äîâiëüíèé ñêií÷åííîïîðîäæåíèé ïðàâèé
(ëiâèé) iäåàë ¹ ãîëîâíèì. Êiëüöå, ÿêå ¹ îäíî÷àñíî ïðàâèì i ëiâèì êiëüöåì Áåçó,
íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì Áåçó. Ñêàæåìî, ùî êiëüöå R ¹ êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1,
ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R òàêèõ, ùî aR + bR = R çíàéäåòüñÿ òàêèé
åëåìåíò t ∈ R, ùî (a+ bt)R = R [2].

Åëåìåíò êiëüöÿ íàçèâà¹òüñÿ àòîìîì, ÿêùî âií íåçâîðîòíèé, íåíóëüîâèé i íå
ìîæå áóòè çîáðàæåíèì ó âèãëÿäi äîáóòêó äâîõ íåçâîðîòíèõ åëåìåíòiâ.

c⃝ Áîõîíêî Â., 2015
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Íåíóëüîâèé åëåìåíò a îáëàñòi R íàçâåìî ëiâèì ñêií÷åííèì, ÿêùî äîâiëüíèé
òðèâiàëüíèé ëiâèé äiëüíèê a ¹ çâîðîòíèì, àáî ñêií÷åííèé äîáóòîê àòîìiâ i ïðàâèé
ñêií÷åííèé åëåìåíò � öå åëåìåíò, äîâiëüíèé ïðàâèé ìíîæíèê ÿêîãî çâîðîòíèé àáî
¹ äîáóòêîì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi àòîìiâ. Åëåìåíò a îáëàñòi R íàçâåìî ñêií÷åííèì,
ÿêùî âií ¹ ëiâèì i ïðàâèì ñêií÷åííèì. Äîâæèíîþ l(a) ñêií÷åííîãî åëåìåíòà a îáëàñòi
R íàçâåìî êiëüêiñòü àòîìíèõ äiëüíèêiâ.

Çàóâàæèìî, ùî â îáëàñòi Áåçó åëåìåíò ¹ ñêií÷åííèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âií
ìà¹ ñêií÷åííó äîâæèíó [2].

Ôàêòè÷íî, îáëàñòü Áåçó ¹ îáëàñòþ ãîëîâíèõ iäåàëiâ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äî-
âiëüíèé íåíóëüîâèé, íåçâîðîòíèé åëåìåíò ¹ ñêií÷åííèì [2].

Ìàòðèöi A òà B íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíóþòü îáîðîòíi ìàòðèöi
P i Q íàä êiëüöåì âiäïîâiäíèõ ðîçìiðiâ, ùî

A = PBQ.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìàòðèöÿ A íàä êiëüöåì R ìà¹ êàíîíi÷íó äiàãîíàëüíó ðå-
äóêöiþ, ÿêùî âîíà åêâiâàëåíòíà äî äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi

ε1 0 · · · 0 0 · · · 0
0 ε2 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · εr 0 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 0 0 · · · 0


,

äå Rεi+1R ⊂ εiR ∩Rεi, i ∈ 1, 2 . . . , r − 1.
ßêùî íàä êiëüöåì R äîâiëüíà ìàòðèöÿ ìà¹ êàíîíi÷íó äiàãîíàëüíó ðåäóêöiþ,

òî êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ [1].
Ó [2] Çàáàâñüêèé äîâiâ, ùî ïðîñòà îáëàñòü Áåçó R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëü-

íèêiâ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè R ¹ 2�ïðîñòîþ, òîáòî, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî
åëåìåíòà a ∈ R iñíóþòü òàêi åëåìåíòè u1, u2, v1, v2 ∈ R, ùî u1av1+u2av2 = 1. Çàçíà-
÷èìî, ùî ó ïðîñòié îáëàñòi R äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà a ∈ R îòðèìó¹ìî
RaR = R.

Ìåòà íàøî¨ ïðàöi � âèâ÷èòè ðiçíi óìîâè íà iäåàë RaR. Ñåðåä ïåðøèõ âèäiâ
îáìåæåíü íà îáëàñòü âiäçíà÷èìî óìîâó L.

Îçíà÷åííÿ 1. Ñêàæåìî, ùî íàä îáëàñòþ R âèêîíó¹òüñÿ óìîâà L, ÿêùî ç óìîâè
RaR = R âèïëèâà¹, ùî aR = R.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé R ¹ îáëàñòþ ç óìîâîþ L, â ÿêié äîâiëüíèé ìàêñèìàëüíèé
ïðàâèé iäåàë ¹ ãîëîâíèì, òîäi äîâiëüíèé ìàêñèìàëüíèé ïðàâèé iäåàë � äâîái÷íèé.

Äîâåäåííÿ. ÍåõàéM = mR � äîâiëüíèé ìàêñèìàëüíèé ïðàâèé iäåàë R, i íåõàé iñíó¹
åëåìåíò x òàêèé, ùî xm /∈ M . Ðîçãëÿíåìî ïðàâèé iäåàë M + xmR = R, îñêiëüêè
M ⊆ M+xmR, íà ïiäñòàâi îçíà÷åííÿM îäåðæèìîM+xmR = R, òîáòîms+xmy = 1
äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ s, y ∈ R, òîáòî RmR = R. Íà ïiäñòàâi óìîâè L îòðèìà¹ìî, ùî
m � îáîðîòíèé åëåìåíò R, ùî íåìîæëèâî, îñêiëüêè mR � ìàêñèìàëüíèé ïðàâèé
iäåàë R. Òàêå ïðîòèði÷÷ÿ çàñâiä÷ó¹, ùî Rm ⊆ mR, òîáòî mR ¹ äâîái÷íèì iäåàëîì.
Òåîðåìà äîâåäåíà. �
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Îçíà÷åííÿ 2. Ñêàæåìî, ùî íàä êiëüöåì R âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Äóáðîâiíà, ÿêùî
äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà a ∈ R iñíó¹ åëåìåíò α ∈ R òàêèé, ùî RaR =
αR = Rα.

Î÷åâèäíèì ïðèêëàäîì êiëüöÿ ç óìîâîþ Äóáðîâiíà ¹ ïðîñòå êiëüöå. Íàñòóïíà
òåîðåìà âèçíà÷à¹ çâ'ÿçîê êiëåöü ç óìîâîþ L i êiëåöü ç óìîâîþ Äóáðîâiíà.

Òåîðåìà 1. Íåõàé R êiëüöå åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ ç óìîâîþ L. Òîäi R ¹ êiëüöåì
ç óìîâîþ Äóáðîâiíà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé aR+ bR = R i ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ

A =

(
a 0
b 0

)
.

Îñêiëüêè R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, òîäi äëÿ ìàòðèöi A iñíóþòü îáîðîòíi
ìàòðèöi äðóãîãî ïîðÿäêó P i Q, ùî

PAQ =

(
z 0
0 c

)
, (1)

äå RcR ⊆ zR ∩Rz.
Îñêiëüêè aR+bR = R, òîäi RaR+RbR = R. Çàóâàæèìî, ùî RaR+RbR = RzR,

îñêiëüêè RcR ⊆ zR ∩ Rz, òî RaR + RbR = RzR. Ç óìîâè L âèïëèâà¹, ùî z �
îáîðîòíèé åëåìåíò R.

Íåõàé P = (pij), Q = (qij), òîäi (p11 + p12b)q11 = z îáîðîòíèé åëåìåíò R. Òîáòî
Ra+Rb = R.

ßêùî Ra + Rb = R, òî, ïðîâiâøè äëÿ ìàòðèöi

(
a b
0 0

)
àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ,

ìè äîâåäåìî, ùî aR+ bR = R.
Òåïåð äîâåäåìî, ùî íàä R âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Äóáðîâiíà. Íåõàé a � äîâiëüíèé

íåíóëüîâèé åëåìåíò R. Îñêiëüêè R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, òîäi äëÿ ìàò-

ðèöi A =

(
a 0
0 a

)
iñíóþòü îáîðîòíi ìàòðèöi äðóãîãî ïîðÿäêó P = (pij), Q = (qij),

ùî

AP = Q

(
z 0
0 b

)
, (2)

äå RbR ⊆ zR∩Rz. Çàóâàæèìî, ùî RaR = RzR. À ç ðiâíîñòi 2 îòðèìà¹ìî ap12 = q12b,
ap22 = q22b.

Îñêiëüêè P � îáîðîòíà ìàòðèöÿ, òî Rp12 + Rp22 = R. Íà ïiäñòàâi äîâåäåíîãî
âèùå îäåðæèìî p12R+p22R = R, òîáòî p12u+p22v = 1 äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ u, v ∈ R.
Ïîçàÿê ap12 = q12b, ap22 = q22b, òî a = ap12u + ap22v = q12bu + q22bv ∈ RbR. Çâiäñè
RaR ⊆ RbR. Òàê ÿê RbR ⊆ RzR i RaR = RzR, òî RaR = RbR ⊆ zR ∩ Rz ⊆ RzR.
Çâiäñè RaR = zR = Rz. Òåîðåìó äîâåäåíî. �

×àñòêîâèì âèïàäêîì ñêií÷åííîãî åëåìåíòà ñëóãó¹ îáîðîòíèé åëåìåíò. Çà àíà-
ëîãi¹þ ç óìîâîþ L ðîçãëÿíåìî òàêó óìîâó. Ç óìîâè RaR = R âèïëèâà¹, ùî a �
ñêií÷åííèé åëåìåíò. Öþ óìîâó íàçâåìî óìîâîþ Z.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé R îáëàñòü Áåçó ç óìîâîþ Äóáðîâiíà òà óìîâîþ Z. Òîäi
äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò a ∈ R ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi,
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a = αf = φα,

äå α � äóî-åëåìåíò, à f, φ � ñêií÷åííi åëåìåíòè R.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè RaR = αR = Rα, òî a = αf = φα, äå RfR = RφR = R.
Çãiäíî ç îáìåæåííÿìè, ÿêi íàêëàäåíî íà R, îòðèìà¹ìî f, φ � ñêií÷åííi åëåìåíòè.
Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. �

Òâåðäæåííÿ 3. [2] Íåõàé R îáëàñòü Áåçó ç óìîâîþ Äóáðîâiíà. Òîäi R ¹ êiëüöåì
åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äîâiëüíà ìàòðèöÿ

A =

(
a 0
b c

)
,

äå RaR+RbR+RcR = R ìà¹ êàíîíi÷íó äiàãîíàëüíó ðåäóêöiþ.

Òâåðäæåííÿ 4. [2] Íåõàé R � ëiâå (ïðàâå) êiëüöå Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. Òîäi
äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R iñíóþòü òàêi x ∈ R (y ∈ R) i d ∈ R (δ ∈ R), ùî
a+ xb = d (a+ by = δ) i Ra+Rb = Rd (aR+ bR = δR).

Òåîðåìà 2. Íåõàé R � îáëàñòü Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, â ÿêîìó âèêîíóþòüñÿ
óìîâà Z i óìîâà Äóáðîâiíà. Òîäi R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 4 äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè íåîáõiäíî i äîñòàòíüî
äîâåñòè, ùî äîâiëüíà ìàòðèöÿ âèãëÿäó

A =

(
a 0
b c

)
,

äå RaR+RbR+RcR = R ìà¹ êàíîíi÷íó äiàãîíàëüíó ðåäóêöiþ.
Îñêiëüêè R ¹ îáëàñòþ Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, òî çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 5 äëÿ

åëåìåíòiâ a, b ∈ R iñíóþòü åëåìåíòè x, d ∈ R, ùî xa+ b = d, äå Ra+Rb = Rd. Òîäi(
x 1
1 0

)(
a 0
b c

)
=

(
xa+ d c

a 0

)
=

(
d c
a 0

)
,

äå a = a0d äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà a0 ∈ R.
Íåõàé cR + dR = zR i cy + d = z, çàçíà÷èìî, ùî öi åëåìåíòè iñíóþòü çãiäíî ç

òâåðäæåííÿì 5. Çâiäñè(
d c
a 0

)(
1 0
y 1

)
=

(
d+ xy c

a 0

)
=

(
z c
a 0

)
.

Òóò d = zt, c = zc0. Îñêiëüêè ìàòðèöÿ A åêâiâàëåíòíà ìàòðèöi

(
z c
a 0

)
, äå a = a0zt,

c = zc0 i òîãî, ùî R = RaR + RbR + RcR = RzR + RcR, îäåðæèìî, ùî RzR = R.
Çãiäíî ç óìîâîþ Z îòðèìà¹ìî, ùî z � ñêií÷åíèé åëåìåíò îáëàñòi R.

Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ B =

(
z c
a 0

)
. Çàìiíþþ÷è åëåìåíò z ïîñëiäîâíî íà

Í.Ñ.Ë.Ä. (íàéáiëüøèé ñïiëüíèé ëiâèé äiëüíèê) åëåìåíò z i c, ìè îòðèìà¹ìî, ùî
íîâèé åëåìåíò z ìàòðèöi íà ìiñöi (1.1) áóäå ñêií÷åííèì, i éîãî äîâæèíà áóäå ìåíøà
çà l(z).
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Àíàëîãi÷íi ïåðåòâîðåííÿ âèêîíà¹ìî íà ïåðøîìó ñòîâïöåâi ìàòðèöi, äå ïåðøèé
ðÿäîê íîâî¨ ìàòðèöi ìîæå çíîâó ñòàòè íåíóëüîâèì, àëå öå ìîæëèâî ëèøå, êîëè äîâ-
æèíà ñêií÷åííîãî åëåìåíòà z íà ìiñöi (1.1) çìåíøó¹òüñÿ, òîáòî ìàòðèöþ B çâåäåìî
äî âèãëÿäó

C =

(
z′ 0
0 x

)
,

äå z′ � ñêií÷åííèé åëåìåíò.
Âèêîðèñòîâóþ÷è îïåðàöiþ äîäàâàííÿ äî ïåðøîãî ñòîâïöÿ (ðÿäêà) ïðàâîãî (ëi-

âîãî) êðàòíîìó äðóãîãî ñòîâïöÿ (ðÿäêà) i çíîâó âèêîíàâøè ïîñëiäîâíó çàìiíó åëå-
ìåíòà z′ íà Í.Ñ.Ë.Ä. (Í.Ñ.Ï.Ä.) öüîãî åëåìåíòà é óòâîðåíîãî òàê åëåìåíòà, ìè áó-
äåìî çìåíøóâàòè äîâæèíó åëåìåíòà z′. Öåé ïðîöåñ ïðîäîâæóâàòèìåìî äîòè, äîêè
íå îòðèìà¹ìî åêâiâàëåíòíó äî R ìàòðèöþ C âèãëÿäó

C =

(
z′′ 0
0 x

)
.

Òóò RsR ⊆ z′′R ∩Rz′′. Òåîðåìà äîâåäåíà. �
Çàóâàæèìî, ùî â äîâåäåííi öi¹¨ òåîðåìè ìè âèêîðèñòàëè òîé ôàêò, ùî äîâiëüíèé

äiëüíèê ñêií÷åííîãî åëåìåíòà îáëàñòi Áåçó ¹ ñêií÷åííèì [2].
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In this paper we shown that any Bezout domain of stable range one with
Dubrovin condition and condition Z is an elementary divisor ring.
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