
ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2014. Âèïóñê 79. Ñ. 80�88

Visnyk of the Lviv Univ. Series Mech. Math. 2014. Issue 79. P. 80�88

ÓÄÊ 539.3

ÍÀÏÐÓÆÅÍÎ-ÄÅÔÎÐÌÎÂÀÍÈÉ ÑÒÀÍ ÏÐÓÆÍÎ�
ÏËÀÑÒÈÍÈ Ç ÂÈÒÎ×ÊÎÞ ÄÎÂIËÜÍÎÃÎ ÃËÀÄÊÎÃÎ

ÎÁÐÈÑÓ

Iãîð ÊÓÇÜ, Îëüãà ÊÓÇÜ

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,

âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà, 1, Ëüâiâ, 79000

Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò �Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà�,

âóë. Ñ. Áàíäåðè, 12, Ëüâiâ, 79013

e-mail: ihorkuz24@gmail.com

Ïðîâåäåíî çiñòàâëåííÿ ðîçðàõóíêiâ ïîëiâ íàïðóæåíü ó ïðóæíié ïëàñ-
òèíi ç âèòî÷êîþ ïî äóçi êîëà, åëiïñà àáî ïàðàáîëè, îòðèìàíèõ àíàëiòè÷íî-
÷èñëîâèì ìåòîäîì íà ïiäñòàâi êîìïëåêñíèõ ïîòåíöiàëiâ Êîëîñîâà-Ìóñõå-
ëiøâiëi, òà ÷èñëîâèì âàðiàöiéíî-ðiçíèöåâèì ìåòîäîì. Öi ïîëÿ âiäðiçíÿþòü-
ñÿ íå áiëüøå, íiæ íà 2%, ùî, çîêðåìà, ñâiä÷èòü ïðî äîñòîâiðíiñòü ÷èñëîâî¨
ðåàëiçàöi¨.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ïiâïëîùèíà, ïëàñòèíà, âèòî÷êà, âàðiàöiéíî-ðiçíèöåâèé
ìåòîä, ïîëå íàïðóæåíü.

1. Âñòóï. Äîñëiäæåííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ïëàñòèí÷àñòèõ åëå-
ìåíòiâ êîíñòðóêöié, ïîñëàáëåíèõ âèòî÷êàìè, [1] ¹ íåîáõiäíèì åòàïîì ðîçðàõóíêó
¨õíüî¨ ìiöíîñòi òà íàäiéíîñòi. Îñêiëüêè òàêi åëåìåíòè êîíñòðóêöié ìàþòü ñêií÷åí-
íi ðîçìiðè ÷è êðèâîëiíiéíó ìåæó, òî ìîæëèâiñòü çàñòîñóâàííÿ àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ
ðîçâ'ÿçóâàííÿ âiäïîâiäíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ [2] çíà÷íî îáìåæåíà, à ó áiëüøîñòi âè-
ïàäêiâ i íåìîæëèâà.

Ìè ïðîâåëè çiñòàâëåííÿ îòðèìàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïëîñêèõ çàäà÷ òåîði¨ ïðóæíî-
ñòi ïðî îäíîâiñíèé ðîçòÿã ïëàñòèí÷àñòîãî êîíñòðóêöiéíîãî åëåìåíòà ç âèòî÷êîþ
äîâiëüíîãî ãëàäêîãî îáðèñó àíàëiòè÷íî-÷èñëîâèì ìåòîäîì, âèêîðèñòîâóþ÷è êîìï-
ëåêñíi ïîòåíöiàëè Êîëîñîâà-Ìóñõåëiøâiëi [3], òà ÷èñëîâèì çà äîïîìîãîþ âàðiàöiéíî-
ðiçíèöåâîãî ìåòîäó [4].

2. Àíàëiòè÷íî-÷èñëîâèé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i. Åëåìåíòó çàâòîâø-
êè h, ÿêèé ìîäåëþ¹ìî ïiâïëîùèíîþ, íà ïîâåðõíi ÿêîãî çðîáëåíî âèòî÷êó äîâiëüíîãî
ãëàäêîãî îáðèñó [3]. Ââàæà¹ìî, ùî ïiâïëîùèíà ðîçòÿãó¹òüñÿ íà íåñêií÷åííîñòi íîð-
ìàëüíèìè íàïðóæåííÿìè âåëè÷èíè P (ðèñ. 1), à ìåæà ïiâïëîùèíè ç âèòî÷êîþ ¹
âiëüíîþ âiä íàâàíòàæåííÿ.

c© Êóçü I., Êóçü Î., 2014
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Âèáåðåìî äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxy, ñïðÿìóâàâøè âiñü Ox óçäîâæ ïðÿ-
ìîëiíiéíî¨ ìåæi, à âiñü îðäèíàò � äîãîðè. Ëiíiþ, ÿêó îêðåñëþ¹ âèòî÷êà, ïîçíà÷èìî
÷åðåç L, ïðÿìîëiíiéíó ÷àñòèíó ìåæi ïiâïëîùèíè � ÷åðåç L′. Íèæíþ ïiâïëîùèíó
ïëîùèíè xOy ïîçíà÷èìî ÷åðåç S−, âåðõíþ � ÷åðåç S+.

Ðèñ. 1. Ïëàñòèí÷àñòèé åëåìåíò ç âèòî÷êîþ çà îäíîâiñíîãî ðîçòÿãó

Çãiäíî ç ôîðìóëþâàííÿì çàäà÷i áóäåìî ìàòè òàêi êðàéîâi óìîâè:

σyy = 0, σxy = 0, x ∈ L′; N = T = 0, t ∈ L,

äå N i T � íîðìàëüíà é äîòè÷íà êîìïîíåíòè âåêòîðà íàïðóæåííÿ íà L, âiäïîâiäíî.
Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ââåäåìî êîìïëåêñíi ïîòåíöiàëè Êîëîñîâà-Ìóñõåëiø-

âiëi Φ(z) i Ψ(z) [2], ÿêi ïîäàìî ó âèãëÿäi

Φ(z) = Φ1(z) + Φ2(z) +
p

4
, Ψ(z) = Ψ1(z) + Ψ2(z)− p

2
.

Òóò Φ2(z) i Ψ2(z) � êîìïëåêñíi ïîòåíöiàëè, ÿêi ãîëîìîðôíi ó íèæíié ïiâïëîùèíi, òà
ïîâèííi çàáåçïå÷èòè âèêîíàííÿ íóëüîâèõ êðàéîâèõ óìîâ íà îñi y = 0, à êîðèãóâàëüíi
êîìïëåêñíi ïîòåíöiàëè Φ1(z) i Ψ1(z) âiäïîâiäàþòü çà âèêîíàííÿ êðàéîâèõ óìîâ íà
ïîâåðõíi âèòî÷êè.

Àíàëiòè÷íî ïðîäîâæèâøè ôóíêöiþ Φ2(z) ç îáëàñòi S− â îáëàñòü S+ òà ðîçâ'ÿ-
çàâøè âiäïîâiäíó çàäà÷ó ëiíiéíîãî ñïðÿæåííÿ, îòðèìà¹ìî ñèíãóëÿðíå iíòåãðàëüíå
ðiâíÿííÿ [1], ÿêå ðîçâ'ÿçó¹ìî ÷èñëîâî çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ìåõàíi÷íèõ êâàäðà-
òóð [5].

3. Âàðiàöiéíî-ðiçíèöåâèé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ
ïëîñêà çàäà÷à òåîði¨ ïðóæíîñòi â ñêií÷åííié îáëàñòi V ç êðèâîëiíiéíîþ ìåæåþ Σ
(äèâ. ðèñ. 1), ÿêà ìîäåëþ¹ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ó ïëàñòèí÷àñòîìó åëå-
ìåíòi ç âèòî÷êîþ äîâiëüíî¨ ãëàäêî¨ ôîðìè. Ç ìàòåìàòè÷íîãî ïîãëÿäó âîíà ïîëÿãà¹
ó ðîçâ'ÿçóâàííi ðiâíÿíü ðiâíîâàãè â ïëàñòèí÷àñòîìó åëåìåíòi [6]

(Cijkluk,l),j = 0 (1)

ç âèêîðèñòàííÿì ìiøàíèõ êðàéîâèõ óìîâ íà éîãî ïîâåðõíi Σ

Cijkluk,lnj |Σ = Pi. (2)



82
Iãîð ÊÓÇÜ, Îëüãà ÊÓÇÜ

ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2014. Âèïóñê 79

Òóò Cijkl � êîìïîíåíòè òåíçîðà ìîäóëiâ ïðóæíîñòi; ui, Pi, nj � êîìïîíåíòè âåêòîðiâ
ïåðåìiùåíü, ïîâåðõíåâèõ ñèë, à òàêîæ çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî ïîâåðõíi Σ âiäïîâiäíî;
ui,j ≡ ∂ui/∂xj . Çà îäíàêîâèìè iíäåêñàìè, ÿêi òðàïëÿþòüñÿ â îäíîìó âèðàçi äâi÷i,
âiäáóâà¹òüñÿ ïiäñóìîâóâàííÿ âiä îäèíèöi äî äâîõ.

Äëÿ ÷èñëîâîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i (1) � (2) çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè ¨¨ âàðià-
öiéíå ôîðìóëþâàííÿ [7], ÿêå ïîëÿãà¹ ó ìiíiìiçàöi¨ ëàãðàíæiàíà

L =

∫
V

WdV −
∫

Σ

PiuidΣ, (3)

äå W = 1
2Cijklui,juk,l � ïèòîìà åíåðãiÿ ïðóæíî¨ äåôîðìàöi¨.

Çàïèøåìî ëàãðàíæiàí (3) ó êàíîíi÷íié îáëàñòi V0, ÿêîþ ìîæå áóòè ïðÿìîêóòíèê
àáî îáëàñòü, ñêëàäåíà ç íèõ. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî äèñêðåòíå âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå
âiäîáðàæåííÿ ñiòêè â êðèâîëiíiéíié îáëàñòi V íà ðiâíîìiðíó ïðÿìîêóòíó ñiòêó N1×
N2 îáëàñòi V0 (ðèñ. 2)

xi = xi(β
1, β2) (i = 1, 2). (4)

Òîäi J = det(Aji ), gij = A m
i Amj , äåA

j
i = ∂xi

/
∂βj � ìàòðèöÿ ßêîái öüîãî âiäîáðà-

æåííÿ. Çà äîïîìîãîþ (4) çàïèøåìî ïèòîìó åíåðãiþ äåôîðìàöi¨ W ó êîîðäèíàòàõ
~β

W =
1

2
Cijklui,juk,l =

1

2
Cijkl(~β)Bmj B

n
l u i|muk|n =

1

2
Dimkn(~β)u i|muk|n,

äå u i|m ≡ ∂ui/∂βm, Bmj = ∂βm/∂xj , D
imkn = CijklBmj B

n
l .

Ðèñ. 2. Âiäîáðàæåííÿ ñiòêè â êðèâîëiíiéíié îáëàñòi V íà ðiâíîìiðíó
ïðÿìîêóòíó ñiòêó îáëàñòi V0

Îòæå, ëàãðàíæiàí ó ïðÿìîêóòíèêó V0 íàáóäå âèãëÿäó

L0 =
1

2

∫
V0

JDimknui|muk|n dv −
∫

Σ0

q
(
~β
)
PiuidΣ, (5)

äå q(~β) =

{ √
g11, β2 = {0, l2},√
g22, β1 = {0, l1}.

Çàìiíèâøè â (5) óñi êîíòèíóàëüíi ôóíêöi¨ ñiòêîâèìè, iíòåãðàëè � ñêií÷åííèìè
ñóìàìè, ïîõiäíi � ðiçíèöåâèìè ïîõiäíèìè, îòðèìà¹ìî ðiçíèöåâèé àíàëîã ëàãðàíæià-
íà Lh0 çà äîïîìîãîþ äèñêðåòíîãî àíàëîãà âiäîáðàæåííÿ (4), ÿêå íå ìóñèòü áóòè
çàäàíå àíàëiòè÷íî, çîêðåìà áóòè êîíôîðìíèì. Äîñòàòíüî ìàòè âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó
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âiäïîâiäíiñòü ìiæ âóçëàìè ñiòêè â êðèâîëiíiéíié V1 òà â ìîäåëüíié V0 îáëàñòÿõ. Äëÿ
âèçíà÷åííÿ ñòàöiîíàðíî¨ òî÷êè Lh0 ìàòèìåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü

∂Lh
/
∂vhβ(i1, i2) = 0, iα = 1, 2, ..., Nα, α, β = 1, 2. (6)

Ðèñ. 3. Íàïðóæåííÿ σ0
θθ íà âèòî÷öi ïî äóçi êîëà äëÿ l = 1 çà ðiçíèõ çíà÷åíü δ

Òàêèé ïiäõiä ñïðè÷èíÿ¹ íåìîæëèâiñòü âèêîðèñòàííÿ ïðÿìèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçó-
âàííÿ ñèñòåìè (6) ÷åðåç íàêîïè÷åííÿ ïîõèáîê çàîêðóãëåíü. Îäíàê öå âäàëîñÿ çðî-
áèòè çà äîïîìîãîþ êîìáiíîâàíîãî äâîðiâíåâîãî iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó, ÿêèé ðåàëiçó¹
ñõåìó  ðàäi¹íòíîãî ìåòîäó òà ìåòîäó ç ÷åáèøîâñüêèì íàáîðîì iòåðàöiéíèõ ïàðàìåò-
ðiâ [8]. Ñêëàäíiñòþ éîãî ïðàêòè÷íî¨ ðåàëiçàöi¨ ¹ ïiäáið iòåðàöiéíèõ ïàðàìåòðiâ.

Îïèñàíèé âàðiàöiéíî-ðiçíèöåâèé ìåòîä â îáëàñòÿõ ç êðèâîëiíiéíîþ ìåæåþ ðåà-
ëiçîâàíèé ó âèãëÿäi ïàêåòà ïðîãðàì íà àëãîðèòìi÷íié ìîâi FORTRAN ç ïiäïðîãðà-
ìîþ ïîáóäîâè ñiòêè íà DELPHI.

4. Ðåçóëüòàòè. Íàïðèêëàä, îá÷èñëåííÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðóæåíü íà âè-
òî÷öi òà ïîáëèçó íå¨ âèêîíàíî, ÿêùî ¨¨ ìåæåþ ¹ äóãà êîëà, åëiïñà àáî ïàðàáîëè.

Íà ðèñ. 3 òà 4 çîáðàæåíî ãðàôiêè áåçðîçìiðíèõ íàïðóæåíü σ0
θθ ≡ σθθ/P ,

σ0
xx ≡ σxx/P òà σ0

yy ≡ σyy/P äëÿ âèòî÷îê ïî äóçi êîëà. Òóò i íàäàëi 2l � øèðèíà
âèòî÷êè (âçäîâæ îñi Ox); δ � âèñîòà âèòî÷êè (âçäîâæ îñi Oy); a = δ/l � áåçðîçìiðíèé
ïàðàìåòð âiäíîñíî¨ çàãëèáëåíîñòi âèòî÷êè; σ0

θθ � áåçðîçìiðíi êiëüöåâi íàïðóæåííÿ
íà âèòî÷öi; σ0

xx, σ
0
yy � áåçðîçìiðíi íîðìàëüíi íàïðóæåííÿ íà âiäðiçêó x0 ≡ x/l = 0,

y0 ≡ y/δ ∈ [−5,−1] (âçäîâæ îñi Oy íèæ÷å âèòî÷êè). Øòðèõîâàíèìè ëiíiÿìè
çîáðàæåíî íàïðóæåííÿ, îòðèìàíi àíàëiòè÷íî-÷èñëîâèì ìåòîäîì, à ñóöiëüíèìè �
âàðiàöiéíî-ðiçíèöåâèì ìåòîäîì.

Íà ðèñ. 3 êðèâi 1 ïîáóäîâàíi ïðè δ = 1, êðèâi 2 � ïðè δ = 0, 75, êðèâi 3 � ïðè
δ = 0, 5. ßê âèäíî ç öüîãî ðèñóíêà, íàïðóæåííÿ σ0

θθ (ôàêòè÷íî êîåôiöi¹íò êîí-
öåíòðàöi¨ íàïðóæåíü) ó âåðøèíi âèòî÷êè (η = 0) íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ íàáóâà¹ ó
âèïàäêó âèòî÷êè ïî ïiâêîëó (êðèâi 1 ). Ïðè÷îìó âîíî ëèøå äåùî ïåðåâèùó¹ âëàñòèâå
äëÿ çàäà÷i Êiðøà çíà÷åííÿ 3.
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Ðèñ. 4. Íàïðóæåííÿ σ0
xx òà σ

0
yy íà ïðîäîâæåííi îñi ñèìåòði¨ âèòî÷êè ïî äóçi êîëà

äëÿ δ = 1 çà ðiçíèõ çíà÷åíü l

Òóò i íàäàëi òî÷íiñòü îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ ñòàíîâèòü ÷îòèðè çíà÷óùi öèôðè
(ïîõèáêà ïîðÿäêó 0,1%). Êîíòðîëü çáiæíîñòi òà òî÷íîñòi àíàëiòè÷íî-÷èñëîâîãî i ÷èñ-
ëîâîãî ðîçâ'ÿçêó ïðîâîäèìî çà äîïîìîãîþ ïîðiâíÿííÿ äîñëiäæóâàíèõ âåëè÷èí íà
ñiòêàõ ç îäèíàðíîþ òà ïîäâiéíîþ êiëüêiñòþ âóçëiâ.

Ðèñ. 5. Íàïðóæåííÿ σ0
ττ íà âèòî÷öi ïî äóçi åëiïñà äëÿ l = 1 çà ðiçíèõ çíà÷åíü δ

Íà ðèñ. 4 êðèâi 1 ïîáóäîâàíi ïðè l = 1, êðèâi 2 � ïðè l = 1, 5, êðèâi 3 � ïðè
l = 2. ßê âèäíî ç ðèñ. 4, íîðìàëüíå íàïðóæåííÿ σ0

xx çíà÷íî íèæ÷å âèòî÷êè (y = −5)
ïðàêòè÷íî äîðiâíþ¹ P , à ó âåðøèíi âèòî÷êè � î÷åâèäíî, ùî σ0

xx = σ0
θθ.
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Ðèñ. 6. Íàïðóæåííÿ σ0
xx òà σ

0
yy íà ïðîäîâæåííi îñi ñèìåòði¨ âèòî÷êè ïî äóçi åëiïñà

äëÿ δ = 1 çà ðiçíèõ çíà÷åíü l

Íà ðèñ. 5 òà 6 çîáðàæåíî âiäïîâiäíi ãðàôiêè íàïðóæåíü σ0
θθ, σ0

xx òà σ0
yy äëÿ

âèòî÷îê ïî äóçi åëiïñà.
Íà ðèñ. 5 êðèâi 1 ïîáóäîâàíi ïðè δ = 0, 5, êðèâi 2 � ïðè δ = 0, 75, êðèâi 3 � ïðè

δ = 1, êðèâi 4 � ïðè δ = 1, 5.

Ðèñ. 7. Íàïðóæåííÿ σ0
ττ íà âèòî÷öi ïî äóçi ïàðàáîëè äëÿ l = 1 çà ðiçíèõ çíà÷åíü δ

Íà ðèñ. 6 êðèâi 1 ïîáóäîâàíi ïðè l = 0, 5, êðèâi 2 � ïðè l = 1, êðèâi 3 � ïðè
l = 1, 25, êðèâi 4 � ïðè l = 2.

Íà ðèñ. 7 òà 8 çîáðàæåíî ãðàôiêè íàïðóæåíü σ0
ττ , σ0

xx òà σ0
yy äëÿ âèòî÷îê ïî

äóçi ïàðàáîëè.
Íà ðèñ. 7 êðèâi 1 ïîáóäîâàíi ïðè δ = 0, 5, êðèâi 2 � ïðè δ = 1, êðèâi 3 � ïðè

δ = 2.
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Ðèñ. 8. Íàïðóæåííÿ σ0
xx òà σ

0
yy íà ïðîäîâæåííi îñi ñèìåòði¨ âèòî÷êè ïî äóçi

ïàðàáîëè äëÿ δ = 1 çà ðiçíèõ çíà÷åíü l

Íà ðèñ. 8 êðèâi 1 ïîáóäîâàíi ïðè l = 0, 5, êðèâi 2 � ïðè l = 1, êðèâi 3 � ïðè
l = 2.

Íà ðèñ. 9 çîáðàæåíî çìiíó íàïðóæåííÿ σ0
ττ äëÿ òðüîõ òèïiâ âèòî÷îê îäíàêî-

âî¨ çàãëèáëåíîñòi (äóã êîëà, ïàðàáîëè òà åëiïñà, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç òðè ôiêñîâàíi
òî÷êè), ùî äà¹ çìîãó âèÿâèòè âïëèâ ôîðìè âèòî÷êè íà íàïðóæåíèé ñòàí ïëàñòèíè.

Íà ðèñ. 9 êðèâà 1 ïîäàíà äëÿ êîëà, êðèâà 2 � äëÿ ïàðàáîëè, êðèâà 3 � äëÿ
åëiïñà.

Ðèñ. 9. Íàïðóæåííÿ σ0
ττ íà ïîâåðõíi âèòî÷îê îäíàêîâî¨ çàãëèáëåíîñòi ïî äóçi êîëà,
ïàðàáîëè òà åëiïñà äëÿ l = 1, δ = 1, 5

5. Âèñíîâêè. ßê âèäíî ç ðèñ. 5-8, ïîäàíi íàïðóæåííÿ ó âåðøèíi âèòî÷êè ïî
äóçi åëiïñà ÷è ïàðàáîëè çíà÷íî çðîñòàþòü çi çáiëüøåííÿì âiäíîñíî¨ ãëèáèíè âèòî÷êè
(çi çáiëüøåííÿì ¨¨ ãëèáèíè àáî çìåíøåííÿì øèðèíè). ßê âèäíî ç ðèñ. 9, ãîñòðîòà
âèòî÷êè, î÷åâèäíî, òàêîæ çáiëüøó¹ ðiâåíü íàïðóæåíü.
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ßê âèäíî ç ðèñ. 3-9, ïîëÿ íàïðóæåíü, îòðèìàíi àíàëiòè÷íî-÷èñëîâèì i ÷èñëîâèì
ìåòîäàìè, ðiçíÿòüñÿ ìiæ ñîáîþ íå áiëüøå ÿê íà 2%. Öþ ðîçáiæíiñòü ìîæíà ïîÿñíè-
òè òèì, ùî â àíàëiòè÷íîìó ðîçâ'ÿçêó îáëàñòü ââàæà¹òüñÿ áåçìåæíîþ, à ÷èñëîâèé
ðîçðàõóíîê ïðîâîäèâñÿ, î÷åâèäíî, äëÿ ñêií÷åííî¨ îáëàñòi.

Îòîæ, ðîçâèíóòà ìåòîäèêà ÷èñëîâîãî âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíü òà ¨õíiõ êîíöåíò-
ðàöié äîáðå ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïëîñêèõ çàäà÷ òåîði¨ ïðóæíîñòi â
ïëàñòèíàõ ç âèòî÷êîþ.
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The paper contains comparing calculations of the stress �elds in an elastic
plate with notch along the arc of a circle, ellipse, and parabola obtained by the
analytic-numerical method based on the complex Kolosov-Mushelishvili poten-
tials and by the numerical variation-di�erence method. These �elds di�er by no
more than 2%, which, in particular, indicates the reliability of such numerical
implementation.

Key words: semi-plane, plate, notch, variation-di�erence method, stress
�eld.
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Âûïîëíåíî ñðàâíåíèå ðàñ÷åòîâ ïîëåé íàïðÿæåíèé â óïðóãîé ïëàñòè-
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