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Äîâåäåíî àïðîêñèìàöiéíi âëàñòèâîñòi òà óìîâè çáiæíîñòi îá÷èñëþâàëü-
íî¨ ñõåìè óçàãàëüíåíîãî ìåòîäó Ëi-àëãåáðè÷íèõ äèñêðåòíèõ àïðîêñèìàöié
äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi ç äâîâèìiðíèì ðiâíÿííÿì àäâåêöi¨. Çâåäåí-
íÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ àäâåêöi¨ äî ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ
ðiâíÿíü çàáåçïå÷ó¹ ñòåïåíåâó çáiæíiñòü çà óñiìà çìiííèìè, ÿêi âõîäÿòü äî
ðiâíÿííÿ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: óçàãàëüíåíèé ìåòîä Ëi-àëãåáðè÷íèõ äèñêðåòíèõ àï-
ðîêñèìàöié, àïðîêñèìàöiéíà ñõåìà, äèñêðåòèçàöiÿ, ðiâíÿííÿ àäâåêöi¨, ñòå-
ïåíåâà çáiæíiñòü.

1. Âñòóï. Áàãàòî âàæëèâèõ ÿâèù ïðèðîäîçíàâñòâà, çàäà÷ òåõíiêè òà ôiçèêè
îïèñóþòü äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè, â òiì ÷èñëi äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿ-
ìè ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ (ÄÐ×Ï). Íåçâàæàþ÷è íà ïîòóæíèé ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò,
áàãàòî ç òàêèõ ðiâíÿíü ìè íå ìîæåìî ðîçâ'ÿçàòè òî÷íî. Òîìó ¹ ïîòðåáà ó çàñòîñó-
âàííi íàáëèæåíèõ ìåòîäiâ àáî àíàëiòè÷íî-÷èñëîâèõ ìåòîäiâ. Îäíèì ç òàêèõ ïiäõîäiâ
¹ ìåòîä Ëi-àëãåáðè÷íèõ äèñêðåòíèõ àïðîêñèìàöié [2, 5, 6, 9, 11-17, 19-24].

Îñíîâíîþ çàäà÷åþ äîñëiäæåííÿ ó [6], [13], [2] ¹ çàäà÷à Êîøi äëÿ ñèñòåìè åâî-
ëþöiéíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè{

ut = K(t, x, ∂)u+ f(t, x), x ∈ Ω ⊂ Rq, t > 0,
u|t=0 = φ ∈ B,

(1)

äå B � äåÿêèé ïðîñòið Áàíàõà.
Øëÿõîì ïîáóäîâè êâàçiçîáðàæåííÿ äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà K ó ïðîñòîði

ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ íàä RN , N ∈ Z+ çàäà÷ó (1) çâîäÿòü äî çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåìè
ÇÄÐ {

du(n)/dt = K(n)(t)u(n) + f(n)(t),
u(n)|t=0 = φ(n) ∈ B(n),

(2)

c⃝ Êiíäèáàëþê À., 2014
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äå B(n) � ñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið içîìîðôíèé RN , N = n1 · n2 · ... · nq. Ïîäiáíî
äî ìåòîäó Êàëîäæåðî, ðåäóêöiÿ (2) çàäà÷i (1) íà ïðîñòið B(n) îòðèìàíà øëÿõîì
q-âèìiðíî¨ àëãåáðè÷íî¨ iíòåðïîëÿöi¨ íà q-âèìiðíîìó êóái D ⊃ Ω.

Ó [3] çàïðîïîíîâàíî óçàãàëüíåíèé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ÄÐ×Ï
(1) òà çðåäóêîâàíî¨ çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè ÇÄÐ (2) øëÿõîì çâåäåííÿ çàäà÷ äî ñèñòåìè
ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü.

Ç öi¹þ ìåòîþ ââåäåíî äîäàòêîâî òðèâèìiðíó àëãåáðó Ëi Gt := {t, ∂/∂t, 1}, äëÿ
ÿêî¨ ïîáóäîâàíî ñêií÷åííîâèìiðíi êâàçiçîáðàæåííÿ X

(n)
t , Z

(n)
t , I

(n)
t . Îñêiëüêè îïåðà-

òîð K ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì, òî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷ (1) i (2) ìîæíà îòðèìàòè ÿê ðîçâ'ÿ-
çîê ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü. ßêùî êîåôiöi¹íòè äèôåðåíöiàëüíîãî
îïåðàòîðà íå çìiíþþòüñÿ çi çìiíîþ îá÷èñëþâàëüíîãî åêñïåðèìåíòó, à çìiíþþòüñÿ
ïî÷àòêîâi óìîâè ÷è ôóíêöiÿ âiëüíîãî ÷ëåíà, òî çáåðiãàþ÷è ó ïàì'ÿòi îáåðíåíó ìàò-
ðèöþ, ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi çâîäèòüñÿ äî ïåðåìíîæóâàííÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi
íà âåêòîð [3].

Ìåòà íàøî¨ ïðàöi � çàñòîñóâàòè òàêèé ïiäõiä äëÿ äâîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ àäâåê-
öi¨, à òàêîæ ç'ÿñóâàííÿ ïèòàííÿ çáiæíîñòi îá÷èñëþâàëüíî¨ ñõåìè òà äîâåäåííÿ îçíàê
çáiæíîñòi.

Ó äðóãîìó ïóíêòi ñôîðìóëüîâàíî ìîäåëüíó çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ àäâåêöi¨,
ó òðåòüîìó ïóíêòi íà ïiäñòàâi ââåäåíî¨ àëãåáðè Ëi òà ïîáóäîâàíèõ êâàçiçîáðàæåíü
åëåìåíòiâ àëãåáðè Ëi ïîáóäîâàíî ñõåìó íàáëèæåíîãî âiäøóêàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i.
Äîñëiäæåíî ðàíã ñêií÷åííîâèìiðíîãî êâàçiçîáðàæåííÿ çàäà÷i, à â ÷åòâåðòîìó ïóíê-
òi íàâåäåíi îöiíêè òàêîãî êâàçiçîáðàæåííÿ. Ó ï'ÿòîìó ïóíêòi äîâåäåíî çáiæíiñòü
ïîáóäîâàíî¨ ñõåìè. Ïîðiâíÿííÿ ÷èñåëüíèõ ñõåì íàâåäåíî ó øîñòîìó ïóíêòi.

2. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i. Ââåäåìî îáëàñòü Ω = Ωx × Ωy = (0, 1) × (0, 1),
÷àñîâó ìåæó T < +∞, öèëiíäð QT = Ω × (0, T ], ïðîñòîðè Áàíàõà ó âèãëÿäi

V = C1,1,1
x,y,t (QT ) ∩ C

(
QT

)
òà C = C (QT ), ïðè÷îìó V ⊂ L2(QT ), C ⊂ L2(QT ).

Ôîðìóëþ¹ìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ äâîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ àäâåöi¨

çàäàíî êîåôiöi¹íòè àäâåêöiéíîãî ïåðåíîñó c1, c2 ∈ R,
ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië øóêàíî¨ âåëè÷èíè φ = φ(x, y) ∈ C1,1

x,y (Ω)
çíàéòè ôóíêöiþ u = u(x, t) ∈ V òàêó, ùî:
∂u

∂t
+ c1

∂u

∂x
+ c2

∂u

∂y
= 0, ∀(x, t) ∈ QT ,

u|t=0 = φ.

(3)

Çäiéñíèâøè ïiäñòàíîâêó u(x, y, t) = v(x, y, t) + φ(x, y) ó (3), îòðèìà¹ìî çàäà÷ó
Êîøi äëÿ ôóíêöi¨ v(x, y, t) ç îäíîðiäíîþ ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

çàäàíî êîåôiöi¹íòè àäâåêöiéíîãî ïåðåíîñó c1, c2 ∈ R,
çíàéòè ôóíêöiþ v = v(x, y, t) ∈ V òàêó, ùî:
∂v

∂t
+ c1

∂v

∂x
+ c2

∂v

∂y
= −c1

∂φ

∂x
− c2

∂φ

∂y
, ∀(x, t) ∈ QT ,

v|t=0 = 0.

(4)

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4) øóêà¹ìî ó ïðîñòîði ôóíêöié, ÿêi â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó
íàáóâàþòü íóëüîâîãî çíà÷åííÿ, òîáòî ó ïðîñòîði B = {v ∈ V : v|t=0 = 0}. Ââiâøè äëÿ
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çàäà÷i (4) ïîçíà÷åííÿ

A :=
∂

∂t
+ c1

∂

∂x
+ c2

∂

∂y
, f := −c1

∂φ

∂x
− c2

∂φ

∂y
∈ C(QT ), (5)

îòðèìà¹ìî çàäà÷ó äëÿ îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ{
çàäàíî îïåðàòîð A : B → C òà åëåìåíò f ∈ C,
çíàéòè åëåìåíò v ∈ B òàêèé, ùî Av = f.

(6)

Çàäà÷ó Êîøi çâåäåíî äî çàäà÷i äëÿ îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ, ÿêó ðîçâ'ÿæåìî
óçàãàëüíåíèì ìåòîäîì Ëi-àëãåáðè÷íèõ äèñêðåòíèõ àïðîêñèìàöié.

3. Ïîáóäîâà îá÷èñëþâàëüíî¨ ñõåìè. Ââåäåìî àëãåáðó Ãàéçåíáåðãà-Âåéëÿ

G := {x, ∂/∂x, 1} ⊕ {y, ∂/∂y, 1} ⊕ {t, ∂/∂t, 1} ,

ÿêà ¹ àëãåáðîþ Ëi. Îñêiëüêè îïåðàòîð A íàëåæèòü äî óíiâåðñàëüíî¨ îãîðòóþ÷î¨ àë-
ãåáðè U(G), àëãåáðè G, òî âií ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ åëåìåíòiâ àëãåáðè Ãàéçåíáåðãà-
Âåéëÿ. Êâàçiçîáðàæåííÿ Ah îïåðàòîðà A ïîáóäó¹ìî ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ ñêií÷åí-
íîâèìiðíèõ êâàçiïðåäñòàâëåíü àëãåáðè G. Äëÿ öüîãî çàôiêñó¹ìî òðè íàòóðàëüíi ÷èñ-
ëà nx, ny òà nt, äå nx � êiëüêiñòü âóçëiâ çà çìiííîþ x, ny � êiëüêiñòü âóçëiâ çà çìiííîþ
y, nt � êiëüêiñòü âóçëiâ çà çìiííîþ t. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà [4], [10] ìíîæè-
íà âñiõ ïîëiíîìiâ ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè ¹ ùiëüíîþ ìíîæèíîþ â ïðîñòîði C(QT ),
òîìó ðîçâ'ÿçîê (6) øóêàòèìåìî ó âèãëÿäi iíòåðïîëÿöiéíîãî ïîëiíîìà.

Äëÿ êîæíîãî âóçëà çà çìiííîþ x àñîöiéîâàíî ïîëiíîì Ëàãðàíæà lj(x), ÿêèé
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè lj(xi) = δij , äå

δij =

{
1, i = j,
0, i ̸= j.

Äëÿ êîæíîãî âóçëà çà çìiííîþ y àñîöiéîâàíî ïîëiíîì Ëàãðàíæà lj(y) òàêèé, ùî
lj(yi) = δij . Äëÿ êîæíîãî âóçëà çà çìiííîþ t àñîöiéîâàíî ïîëiíîì Ëàãðàíæà lj(t)
òàêèé, ùî lj(ti) = δij .

Íåõàé Mj = (xjx, yjy, tjt) � âóçëè îáëàñòi QT , äå jx � íîìåð âóçëà íà îñi x, jy �
íîìåð âóçëà íà îñi y, jt � íîìåð âóçëà íà îñi t. Íàáið òàêèõ âóçëiâ ïîçíà÷èìî:

QT,h = {xi}nx

i=1 × {yj}ny

j=1 × {tk}nt

k=1 .

Âóçëè çàíóìåðó¹ìî ó ñïîñiá j = (jt−1)nxny+(jy−1)nx+jx, òîäi ïîëiíîì Ëàãðàíæà
àñîöiéîâàíèé ç âóçëîì Mj íàáóâà¹ âèãëÿäó lj(x, y, t) = ljx(x)ljy(y)ljt(t). Àïðîêñèìà-
öiÿ ðîçâ'ÿçêó (6) íàáóäå âèãëÿäó

vh(x, t) =

nt∑
jt=1

ny∑
jy=1

nx∑
jx=1

vj ljx(x)ljy (y)ljt(t) = v (l(t)⊗ l(y)⊗ l(x)) , (7)

äå v = {vj}nxnynt

j=1 � âiäïîâiäíèé âåêòîð çíà÷åíü àïðîêñèìàöi¨, ñèìâîë ⊗ ïîçíà÷à¹

òåíçîðíèé äîáóòîê. l(x) = {l1(x), l2(x), ..., lnx(x)}
⊤
, l(y) =

{
l1(y), l2(y), ..., lny (y)

}⊤
,

l(t) = {l1(t), l2(t), ..., lnt(t)}
⊤
� âiäïîâiäíi íàáîðè ïîëiíîìiâ Ëàãðàíæà çà çìiííèìè

x, y, t, ⊤− çíàê òðàñïîíóâàííÿ.
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Äëÿ ïîáóäîâè îá÷èñëþâàëüíî¨ ñõåìè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i (4), ïiäñòàâèìî (7) ó
îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ (6), îòðèìà¹ìî

v (l′(t)⊗ l(y)⊗ l(x) + c1l(t)⊗ l(y)⊗ l′(x) + c2l(t)⊗ l′(y)⊗ l(x)) = f(x, y, t).

ßêùî ïîñëiäîâíî äëÿ êîæíî¨ çìiííî¨ x, y, t âèáðàòè ix, jx = 1, nx, iy, jy = 1, ny,
it, jt = 1, nt, òî îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü (ÑËÀÐ) âèãëÿäó
A1,hvh = Fh, äå

A1,h := Zt⊗Iy⊗Ix+c1It⊗Iy⊗Zx+c2It⊗Zy⊗Ix, Fh = {f(xix , yiy , tjt)}
nx,ny,nt

ix=1,jy=1,kt=1.

Ñêií÷åííîâèìiðíi êâàçiçîáðàæåííÿ Zx, Zy, Zt, Ix, Iy, It, ïîáóäîâàíi çà òàêèìè ïðàâè-
ëàìè:

Zx,ij = l′j(xi), i, j = 1, nx, Zy,ij = l′j(yi), i, j = 1, ny, Zt,ij = l′j(ti), i, j = 1, nt,

Ix,ij = lj(xi) = δij , i, j = 1, nx, Iy,ij = lj(yi) = δij , i, j = 1, ny,

It,ij = lj(ti) = δij , i, j = 1, nt.

Íà ïiäñòàâi òåîðåìè ïðî ðàíã ñêií÷åííîâèìiðíîãî çîáðàæåííÿ [14] ðàíãè âiäïîâiäíèõ
êâàçiïðåäñòàâëåíü íàáóâàþòü çíà÷åííü

rank(It) = nt, rank(Zt) = nt − 1, rank(Ix) = nx,

rank(Zx) = nx − 1, rank(Iy) = ny, rank(Zy) = ny − 1.

Ëåìà 1. Íåõàé A,B,C � êâàäðàòíi ìàòðèöi, òîäi

rank (A⊗B ⊗ C) = rank(A)rank(B)rank(C).

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ìàòðèöþ D = B⊗C, òîäi íà ïiäñòàâi âëàñòèâîñòi òåíçîðíèõ
äîáóòêiâ [18]

rank(D) = rank (B ⊗ C) = rank(B)rank(C).

Âèçíà÷èìî ðàíã ìàòðèöi A⊗D, òîäi

rank (A⊗D) = rank(A)rank(D) = rank(A)rank(B)rank(C),

òîáòî

rank (A⊗B ⊗ C) = rank(A)rank(B)rank(C).

�

Ðàíãè ìàòðèöü Zt⊗ Iy ⊗ Ix, It⊗ Iy ⊗Zx, It⊗Zy ⊗ Ix íà ïiäñòàâi ëåìè 1 íàáóäóòü
çíà÷åíü

rank (Zt ⊗ Iy ⊗ Ix) = nxny(nt − 1), rank (It ⊗ Iy ⊗ Zx) = (nx − 1)nynt,

rank (It ⊗ Zy ⊗ Ix) = nx(ny − 1)nt.

Ïîçàÿê äëÿ ïîáóäîâè ìàòðèöi A1,h ìè âðàõóâàëè óñi âóçëè, òî êiëüêiñòü ðÿäêiâ öi¹¨
ìàòðèöi ñòàíîâèòü nxnynt.

Îñêiëüêè ïî÷àòêîâi óìîâè âiäîìi é îäíîðiäíi, òî ââàæàòèìåìî, ùî áàçèñîì ïðî-
ñòîðó àïðîêñèìàöi¨ ¹ ìíîæèíà ïîëiíîìiâ Ëàãðàíæà, áåç ïîëiíîìiâ àñîöiéîâàíèõ ç
ïî÷àòêîâèì ìîìåíòîì ÷àñó. Ìíîæèíà ïîëiíîìiâ Ëàãðàíæà äëÿ ÷àñîâî¨ çìiííî¨ ¹

l̃(t) = {l2(t), l3(t), ..., lnt(t)} ,
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ïðè÷îìó

∀li ∈ l̃(t) : li|t=0 = 0 ⇒ ∀li ∈ l̃(t) : li ∈ B, i = 2, nt.

Ðîçìiðíiñòü dim l̃(t) = nt − 1. Îñêiëüêè ñèñòåìà ôóíêöié lx ⊗ ly ⊗ l̃t ∈ B ëiíiéíî
íåçàëåæíà, òî ââàæàòèìåìî, ùî öi ôóíêöi¨ ¹ áàçèñîì ïðîñòîðó àïðîêñèìàöié Bh.

Âèëó÷èâøè âóçëè àñîöiéîâàíi ç ïî÷àòêîâèì ìîìåíòîì ÷àñó, îòðèìà¹ìî íîâó
ñèñòåìó âóçëiâ

Q̃T,h = {xi}nx

i=1 × {yi}
ny

i=1 × {tj}nt

j=2 .

Îòæå, ñêií÷åííîâèìiðíi êâàçiçîáðàæåííÿ â ïðîñòîði Bh íàáóâàþòü âèãëÿäó

Zx,ij = l′j(xi), i, j = 1, nx, Zy,ij = l′j(yi), i, j = 1, ny, Z̃t,ij = l′j(ti), i, j = 2, nt,

Ix,ij = lj(xi) = δij , i, j = 1, nx, Iy,ij = lj(yi) = δij , i, j = 1, ny,

Ĩt,ij = lj(ti) = δij , i, j = 2, nt.

Ðàíãè ñêií÷åííîâèìiðíèõ êâàçiçîáðàæåíü Zt ⊗ Iy ⊗ Ix, It ⊗ Iy ⊗ Zx, It ⊗ Zy ⊗ Ix íà
ïiäñòàâi ëåìè 1 íàáóëè çíà÷åíü

rank
(
Z̃t ⊗ Iy ⊗ Ix

)
= nxny(nt − 1),

rank
(
Ĩt ⊗ Iy ⊗ Zx

)
= (nx − 1)ny(nt − 1),

rank
(
Ĩt ⊗ Zy ⊗ Ix

)
= nx(ny − 1)(nt − 1),

à ñêií÷åííîâèìiðíå êâàçiçîáðàæåííÿ îïåðàòîðà çàäà÷i (6) íàáóäå âèãëÿäó

Ah = Z̃t ⊗ Iy ⊗ Ix + c1Ĩt ⊗ Iy ⊗ Zx + Ĩt ⊗ Zy ⊗ Ix. (8)

Êiëüêiñòü ðÿäêiâ ó ìàòðèöi (8) ñòàíîâèòü nxny(nt − 1).

Ëåìà 2. Íåõàé A,B � êâàäðàòíi ìàòðèöi, òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
k ïðàâèëüíå ñïiââiäíîøåííÿ

(A⊗B)
k
= Ak ⊗Bk.

Äîâåäåííÿ. Ïðè k = 1 îòðèìà¹ìî î÷åâèäíó ðiâíiñòü A ⊗ B = A ⊗ B. Ç âëàñòèâîñòi
(A⊗B) (C ⊗D) = AC ⊗BD [18] ïðè k = 2 îäåðæó¹ìî

(A⊗B) (A⊗B) = A2 ⊗B2.

Ïðèïóñòèìî, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ k − 1

(A⊗B)
k−1

= Ak−1 ⊗Bk−1.

Äîâåäåìî çà iíäóêöi¹þ, ùî âîíî ïðàâèëüíå çà äîâiëüíîãî k

(A⊗B)
k
= (A⊗B) (A⊗B)

k−1
= (A⊗B)

(
Ak−1 ⊗Bk−1

)
= Ak ⊗Bk.

�

Ëåìà 3. Íåõàé A,B,C � êâàäðàòíi ìàòðèöi, òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà k ïðàâèëüíå ñïiââiäíîøåííÿ

(A⊗B ⊗ C)
k
= Ak ⊗Bk ⊗ Ck.



ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÎÃÎ ÌÅÒÎÄÓ ËI-ÀËÃÅÁÐÈ×ÍÈÕ ...
ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2014. Âèïóñê 79 53

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ìàòðèöþ D = B ⊗ C. Íà ïiäñòàâi ëåìè 3 îòðèìó¹ìî, ùî

(A⊗D)
k
= Ak ⊗Dk.

Ñêîðèñòàâøèñü ëåìîþ 3 äëÿ ìàòðèöi D îäåðæó¹ìî Dk = (B ⊗ C)
k
= Bk⊗Ck, çâiäêè

(A⊗D)
k
= Ak ⊗Dk = Ak ⊗Bk ⊗ Ck.

�

Ëåìà 4. Íåõàé A,B � ïåðåñòàâíi íiëüïîòåíòíi ìàòðèöi, òîäi ¨õíÿ ëiíiéíà êîì-
áiíàöiÿ αA+ βB ¹ íiëüïîòåíòîþ ìàòðèöåþ, äå α, β � äîâiëüíi ÷èñëà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé k � íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, çà ÿêîãî îäíî÷àñíî âèêîíó¹òüñÿ
Ak = 0, Bk = 0. Îñêiëüêè AB = BA, òî

(αA+ βB)
2k

=
2k∑
i=0

Ci
2kα

iβ2k−iAiB2k−i,

äå Ci
2k− áiíîìiàëüíi êîåôiöi¹íòè.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè i 6 k, òîäi 2k− i > k íàáóëî çíà÷åííÿ 2k− i = k+m,

äå m > 0− äåÿêå ÷èñëî

B2k−i = Bk+m = 0, AiB2k−i = Ai · 0 = 0.

Íåõàé i > k íàáóëî çíà÷åííÿ i = k +m, òîäi Ak+mBk−m = 0 ·Bk−m = 0. Îòæå,

(αA+ βB)
2k

=

2k∑
i=0

Ci
2kα

iβ2k−iAiB2k−i = 0.

�

Ëåìà 5. Ìàòðèöi
(
Z̃−1
t ⊗ Iy ⊗ Zx

)
,
(
Z̃−1
t ⊗ Zy ⊗ Ix

)
ïåðåñòàâíi òà íiëüïîòåíòíi.

Äîâåäåííÿ. Ëàíöþæîê ïåðåòâîðåíü äîâîäèòü òå, ùî ìàòðèöi
(
Z̃−1
t ⊗ Iy ⊗ Zx

)
òà(

Z̃−1
t ⊗ Zy ⊗ Ix

)
ïåðåñòàâíi. Ñïðàâäi,(

Z̃−1
t ⊗ Iy ⊗ Zx

)
·
(
Z̃−1
t ⊗ Zy ⊗ Ix

)
=

(
Z̃−1
t ⊗ Zy ⊗ Zx

)
,(

Z̃−1
t ⊗ Zy ⊗ Ix

)
·
(
Z̃−1
t ⊗ Iy ⊗ Zx

)
=

(
Z̃−1
t ⊗ Zy ⊗ Zx

)
.

Äîâåäåìî, ùî ìàòðèöÿ
(
Z̃−1
t ⊗ Iy ⊗ Zx

)
� íiëüïîòåíòíà. Íà ïiäñòàâi òåîðåìè ïðî

ðàíã ñêií÷åííîâèìiðíîãî êâàçiçîáðàæåííÿ [14] çíàõîäèìî Znx
x = 0, à ç ëåìè 3 îòðè-

ìó¹ìî (
Z̃−1
t ⊗ Iy ⊗ Zx

)nx

=
(
Z̃−1
t

)nx

⊗ Iy ⊗ Znx
x =

(
Z̃−1
t

)nx

⊗ Iy ⊗ 0 = 0.

Îñêiëüêè Z
ny
y = 0, òî îòðèìó¹ìî(

Z̃−1
t ⊗ Zy ⊗ Ix

)ny

=
(
Z̃−1
t

)ny

⊗ Zny
y ⊗ Iy =

(
Z̃−1
t

)nx

⊗ 0⊗ Ix = 0.

�
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Ëåìà 6. Ìàòðèöÿ c1Z̃
−1
t ⊗ Iy ⊗ Zx + c2Z̃

−1
t ⊗ Zy ⊗ Ix íiëüïîòåòíà.

Äîâåäåííÿ. Ìàòðèöi
(
Z̃−1
t ⊗ Iy ⊗ Zx

)
,
(
Z̃−1
t ⊗ Zy ⊗ Ix

)
çãiäíî ç ëåìîþ 5 ïåðåñòàâíi

òà íiëüïîòåíòíi.
Îñêiëüêè ìàòðèöÿ c1Z̃

−1
t ⊗ Iy ⊗ Zx + c2Z̃

−1
t ⊗ Zy ⊗ Ix ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ

ïåðåñòàâíèõ íiëüïîòåíòíèõ ìàòðèöü, òî íà ïiäñòàâi ëåìè 4 ìàòðèöÿ c1Z̃
−1
t ⊗ Iy ⊗

Zx + c2Z̃
−1
t ⊗ Zy ⊗ Ix òàêîæ íiëüïîòåòíà. �

Ïîçíà÷èìî IN îäèíè÷íó ìàòðèöþ Ĩt ⊗ Iy ⊗ Ix.

Ëåìà 7. Ìàòðèöÿ IN + c1Z̃
−1
t ⊗ Iy ⊗ Zx + c2Z̃

−1
t ⊗ Zy ⊗ Ix ìà¹ îáåðíåíó ìàòðèöþ

i ¨¨ ðàíã ¹ nxny(nt − 1).

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî îáåðíåíó ìàòðèöþ(
IN + c1Z̃

−1
t ⊗ Iy ⊗ Zx + c2Z̃

−1
t ⊗ Zy ⊗ Ix

)−1

ó âèãëÿäi ôîðìàëüíîãî ðÿäó(
IN + c1Z̃

−1
t ⊗ Iy ⊗ Zx + c2Z̃

−1
t ⊗ Zy ⊗ Ix

)−1

=

=

+∞∑
k=0

(−1)k
(
c1Z̃

−1
t ⊗ Iy ⊗ Zx + c2Z̃

−1
t ⊗ Zy ⊗ Ix

)k

.

Îñêiëüêè íà ïiäñòàâi ëåìè 6 ìàòðèöÿ c1Z̃
−1
t ⊗Iy⊗Zx+c2Z̃

−1
t ⊗Zy⊗Ix ¹ íiëüïîòåíòíîþ,

òî (
IN + c1Z̃

−1
t ⊗ Iy ⊗ Zx + c2Z̃

−1
t ⊗ Zy ⊗ Ix

)−1

=

=

max{nx,ny}∑
k=0

(−1)k
(
c1Z̃

−1
t ⊗ Iy ⊗ Zx + c2Z̃

−1
t ⊗ Zy ⊗ Ix

)k

. (9)

Îñêiëüêè ðÿä (9) ñêií÷åííèé, òî ìàòðèöÿ

IN + c1Z̃
−1
t ⊗ Iy ⊗ Zx + c2Z̃

−1
t ⊗ Zy ⊗ Ix

ìà¹ îáåðíåíó ìàòðèöþ i ¨¨ ðàíã äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ðÿäêiâ ó ìàòðèöi, òîáòî

rank
(
IN + c1Z̃

−1
t ⊗ Iy ⊗ Zx + c2Z̃

−1
t ⊗ Zy ⊗ Ix

)
= nxny (nt − 1) ,

ùî äîâîäèòü ëåìó. �
Òåîðåìà 1. Ïðî ðàíã ñêií÷åííîâèìiðíîãî êâàçiçîáðàæåííÿ îïåðàòîðà çàäà÷i Êîøi
ç äâîâèìiðíèì ðiâíÿííÿì àäâåêöi¨.

Ðàíã ñêií÷åííîâèìiðíîãî êâàçiçîáðàæåííÿ Ah ñòàíîâèòü

nxny(nt − 1).

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî ìàòðèöþ (8) ó âèãëÿäi

Ah = Z̃t ⊗ Iy ⊗ Ix

(
IN +

(
Z̃t ⊗ Iy ⊗ Ix

)−1 (
Ĩt ⊗ (c1Iy ⊗ Zx + c2Zy ⊗ Ix)

))
=

=
(
Z̃t ⊗ Iy ⊗ Ix

)(
IN + c1Z̃

−1
t ⊗ Iy ⊗ Zx + c2Z̃

−1
t ⊗ Zy ⊗ Ix

)
.
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Ó ëåìi 7 ç'ÿñîâàíî, ùî

rank
(
IN + c1Z̃

−1
t ⊗ Iy ⊗ Zx + c2Z̃

−1
t ⊗ Zy ⊗ Ix

)
= nxny (nt − 1) ,

à çãiäíî ç ëåìîþ 1 îòðèìà¹ìî rank
(
Z̃t ⊗ Iy ⊗ Ix

)
= nxny (nt − 1).

Îñêiëüêè äëÿ äâîõ ìàòðèöü A,B âèêîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü

rank(AB) = min {rank(A), rank(B)} ,
òî ðàíã ñêií÷åííîâèìiðíîãî çîáðàæåííÿ íàáóâ çíà÷åííÿ

rank(Ah) = rank
((

Z̃t ⊗ Iy ⊗ Ix

)(
IN + c1Z̃

−1
t ⊗ Iy ⊗ Zx + c2Z̃

−1
t ⊗ Zy ⊗ Ix

))
=

= min {nxny (nt − 1) , nxny (nt − 1)} = nxny (nt − 1) ,

ùî äîâîäèòü òåîðåìó. �

Àïðîêñèìàöiþ ðîçâ'ÿçêó (7) ïîäàìî ó âèãëÿäi

vh(x, y, t) =

nxnynt∑
j=nxNy

vj lj(x, y, t), ∀ (x, y, t) ∈ QT ,

àáî

vh(M) =

nxnynt∑
j=nxny

vj lj(M), ∀M ∈ QT , (10)

äå lj � âiäïîâiäíèé ïîëiíîì Ëàãðàíæà, àñîöiéîâàíèé ç âóçëîì Mj ∈ Q̃T,h.
Çàçíà÷èìî, òàêå: îñêiëüêè vh|t=0 = 0, òî vh ∈ Bh ⊂ B.
Ïiäñòàâèâøè (10) ó îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ (6), îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

nxnynt∑
j=nxny

vjA (lj(M)) = f(M), ∀M ∈ QT .

Âèáðàâøè ïîñëiäíîâíî M := Mi ∈ Q̃T,h ⊂ QT , îòðèìà¹ìî ÑËÀÐ:

nxnt∑
j=nxny

vjA (lj(M)) |M=Mi = f(Mi), i = nxny, nxnynt (11)

äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâiäîìèõ êîìïîíåíò âåêòîðà v. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

Ah,ij = A (lj(M)) |M=Mi , fh,i = f(Mi) i, j = nxny, nxnynt.

Çàçíà÷èìî, ùî çíàéäåíà ìàòðèöÿ Ah çáiãà¹òüñÿ ç ñêií÷åííîâèìiðíèì êâàçiçîá-
ðàæåííÿì (8). Îòæå, ìè îòðèìàëè äèñêðåòíå ôîðìóëþâàííÿ îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ{

çàäàíî îïåðàòîð Ah : Bh → Ch òà åëåìåíò fh ∈ Ch,
çíàéòè åëåìåíò vh ∈ Bh òàêèé, ùî Ahvh = fh.

(12)

4. Àïðîêñèìàöiéíi âëàñòèâîñòi ñõåìè. Íåõàé N � ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðiâ
Bh, Ch, òîäi ââåäåìî öèëiíäè÷íó íîðìó [10] â ïðîñòîðàõ Bh, Ch

∥v∥Bh
= ∥v∥Ch

=

√√√√ 1

N

N∑
j=1

v2j (13)
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ïðè÷îìó

lim
N→∞

∥v∥2Bh
=

∫
Qt

v2 dx dy dt.

Íåõàé ôóíêöiÿ v òàêà, ùî

v ∈ Wnxnynt,∞ = {v : Qt → R : Dαv ∈ L∞(Qt), ∀|α| 6 nxnynt} ,

òîáòî ôóíêöiÿ v ðàçîì çi ñâî¨ìè âñiìà ìîæëèâèìè ïîõiäíèìè äî nxnynt ïîðÿäêó
íàëåæèòü äî ïðîñòîðó L∞(Qt).

Çàïèøåìî çàëèøêîâèé ÷ëåí [1] iíòåðïîëÿöiéíîãî ïîëiíîìà Ëàãðàíæà vI

v(x, t)−vI(x, t) ≈
ωnx(x)

(nx)!

∂nxv(ξ1, y, t)

∂xnx
+
ωny (y)

(ny)!

∂nyv(x, ξ2, t)

∂yny
+
ωnt(t)

(nt)!

∂ntv(x, η)

∂tnt
, (14)

äå ωnx(x) =
nx∏
i=1

(x− xi), ωnt(t) =
nt∏
i=1

(t− ti), (ξ1, ξ2) ∈ Ω, η ∈ (0, T ].

Ïîçíà÷èìî ∆x = 1
(nx−1) , ∆y = 1

(ny−1)− êðîê äèñêðåòèçàöi¨ çà çìiííèìè x òà y,

∆t = 1
(nt−1) � êðîê äèñêðåòèçàöi¨ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ.

Òåîðåìà 2. Ïðî àïðîêñèìàöiéíi âëàñòèâîñòi îá÷èñëþâàëüíî¨ ñõåìè óçàãàëüíåíîãî
ìåòîäó Ëi-àëãåáðè÷íèõ äèñêðåòíèõ àïðîêñèìàöié äëÿ çàäà÷i Êîøi ç äâîâèìiðíèì
ðiâíÿííÿì àäâåêöi¨.

Ñêií÷åííîâèìiðíå êâàçiçîáðàæåííÿ Ah àïðîêñèìó¹ îïåðàòîð A íà åëåìåíòi
v ∈ B∩Wnxnt,∞(Qt), ïðè÷îìó ïîõèáêà àïðîêñèìàöi¨ â íîðìi ïðîñòîðó Ch ó âèïàäêó
ðiâíîâiääàëåíèõ âóçëiâ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ îöiíêîþ

∥Av −Ahv∥Ch
6 ln(nt)

(
1

nt − 1

)nt−1
∥∥∥∥∂ntv

∂tnt

∥∥∥∥
∞

+

+|c1| ln(nx)

(
1

nx − 1

)nx−1
∥∥∥∥∂nxv

∂xnx

∥∥∥∥
∞

+ |c2| ln(ny)

(
1

ny − 1

)ny−1
∥∥∥∥∂nyv

∂yny

∥∥∥∥
∞

. (15)

Äîâåäåííÿ. Ïîçàÿê íîðìà ïðîñòîðó Ch ¹ âåêòîðíîþ, òî ïîäàìî ðiçíèöþ

Av −Ahv, ∀v ∈ B

ó âèãëÿäi âåêòîðà.

Äëÿ âèðàçó Av ∈ C îòðèìà¹ìî âåêòîð {Av(Mi)}Ni=1, äå Mi ∈ Q̃T,h, a äëÿ åëå-

ìåíòà v ∈ B çíàõîäèìî âåêòîð-ñòîâïåöü {v(Mj)}Nj=1, äå Mj ∈ Q̃T,h. Ðîçãëÿíåìî i-òó

êîìïîíåíòó âåêòîðà Ahv

(Ahv)i = (A(l1)(Mi), ..., A(lN )(Mi)) . (v(M1), ..., v(MN )))
⊤
=

=
N∑
j=1

v(Mj)A (lj) (Mi) = (AvI)(Mi).

Âðàõóâàâøè îòðèìàíå ñïiââiäíîøåííÿ (Ahv)i = (AvI)(Mi), ó ïiäñóìêó îòðèìà¹ìî

(Av −Ahv)i = (Av(M)−AvI(M)) |M=Mi .
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Ðîçãëÿíåìî ∥Av −Ahv∥Ch

∥Av −Ahv∥Ch
=

√√√√ 1

N

N∑
i=1

((Av(M)−AvI(M)) |M=Mi)
2 6

6

√√√√ 1

N

N∑
i=1

(
sup

M∈QT

|A (v(M)− vI(M))|
)2

6 ∥A (v − vI) ∥∞.

Îòæå, ìè çíàéøëè îöiíêó âèãëÿäó

∥Av −Ahv∥Ch
6 ∥A (v − vI) ∥∞. (16)

Äiþ÷è îïåðàòîðîì A = ∂/∂t+c1∂/∂x+c2∂/∂y íà çàëèøêîâèé ÷ëåí iíòåðïîëÿöiéíîãî
ïîëiíîìà Ëàãðàíæà (14), îòðèìà¹ìî òàêå íàáëèæåííÿ:

A (v − vI) ≈ c1
ω′
nx
(x)

(nx)!

∂nxv(ξ1, y, t)

∂xnx
+ c2

ω′
ny
(y)

(ny)!

∂nyv(x, ξ2, t)

∂yny
+

ω′
nt
(t)

(nt)!

∂ntv(x, η)

∂tnt
.

Âðàõóâàâøè, ùî v ∈ Wnxnt,∞, îäåðæèìî îöiíêó

∥A (v − vI) ∥∞ 6
|ω′

nt
(t)|

(nt)!

∥∥∥∥∂ntv

∂tnt

∥∥∥∥
∞

+

+|c1|
|ω′

nx
(x)|

(nx)!

∥∥∥∥∂nxv

∂xnx

∥∥∥∥
∞

+ |c2|
|ω′

ny
(y)|

(ny)!

∥∥∥∥∂nyv

∂yny

∥∥∥∥
∞

.

Îñêiëüêè çíà÷åííÿ ïîëiíîìà ω′
nx
(x) çàëåæèòü âiä ïîëîæåííÿ âóçëiâ, òîäi ó âèïàäêó

ðiâíîâiääàëåíèõ âóçëiâ îòðèìà¹ìî, ùî |ω′
nx
(x)| 6 (nx)! ln(nx)

(
1

(nx−1)

)nx−1

.

Àíàëîãi÷íó îöiíêó îäåðæó¹ìî äëÿ ω′
ny
(y) i ω′

nt
(t), òîáòî

|ω′
ny
(y)| 6 (ny)! ln(ny)

(
1

(ny − 1)

)ny−1

, |ω′
nt
(t)| 6 (nt)! ln(nt)

(
1

(nt − 1)

)nt−1

.

Îòæå,

∥A(v − vI)∥∞ 6 ln(nt)

(
1

nt − 1

)nt−1
∥∥∥∥∂ntv

∂tnt

∥∥∥∥
∞

+

+|c1| ln(nx)

(
1

nx − 1

)nx−1
∥∥∥∥∂nxv

∂xnx

∥∥∥∥
∞

+ |c2| ln(ny)

(
1

ny − 1

)ny−1
∥∥∥∥∂nyv

∂yny

∥∥∥∥
∞

. (17)

Âðàõóâàâøè (16) òà (17), ïðèõîäèìî äî îöiíêè (15), ùî äîâîäèòü òåîðåìó. �

5. Çáiæíiñòü îá÷èñëþâàëüíî¨ ñõåìè. Äëÿ äîâåäåííÿ çáiæíîñòi àïðîêñèìà-
öiéíî¨ ñõåìè íàì ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî ñõåìà Ëi-àëãåáðè÷íèõ äèñêðåòíèõ àïðîêñè-
ìàöié çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè Êàíòîðîâè÷à (ïðî çáiæíiñòü àáñòðàêòíî¨ àï-
ðîêñèìàöiéíî¨ ñõåìè) òà òåîðåìè ïðî îçíàêó îáìåæåíîãî îáåðíåíîãî îïåðàòîðà [4].

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Êàíòîðîâè÷à [7] ïðî çáiæíiñòü àáñòðàêòíî¨ àïðîêñèìàöiéíî¨
ñõåìè, ñïiââiäíîøåííÿ lim

h→0
∥v − vh∥B = 0 ïðàâèëüíå, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ:

1) ∀f ∈ C ∃!v ∈ B : Av = f ;
2) ∀Ah ∃A−1

h : ∥A−1
h ∥ 6 M < +∞;

3) ∀v ∈ D(A) ⊂ B : lim
h→0

∥Av −Ahv∥C = 0.
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Çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî îçíàêó îáìåæåíîãî îáåðíåíîãî îïåðàòîðà [4], ÿêùî ëi-
íiéíèé îïåðàòîð A : B → C òàêèé, ùî

∃α = const > 0 òàêå, ùî ∥Av∥C > α∥v∥B ∀v ∈ D(A), (18)

òîäi iñíó¹ ëiíiéíèé îáìåæåíèé îáåðíåíèé îïåðàòîð.
Çðîçóìiëî, ùî çíàõîäæåííÿ êîíñòàíòè α > 0 ¹ íåòðèâiàëüíîþ çàäà÷åþ. Êðiì

òîãî, ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ Ah ¹ íåñêií÷åííîþ ïîñëiäîâíiñòþ. Ïðîòå äëÿ ïðàê-
òè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó Ëi-àëãåáðè÷íèõ äèñêðåòíèõ àïðîêñèìàöié ïîòðiáíî âè-
çíà÷èòè ÿêiñü äîäàòêîâi àáî åêâiâàëåíòíi îçíàêè iñíóâàííÿ îáìåæåíîãî îïåðàòîðà.
Ç îãëÿäó íà âàæëèâiñòü ñôîðìóëüîâàíî¨ ïðîáëåìè äîâåäåìî òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. Ïðî iñíóâàííÿ îáìåæåíîãî îáåðíåíîãî îïåðàòîðà äëÿ êâàçiçîáðàæåííÿ
äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà äâîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ àäâåêöi¨.

ßêùî ðàíã ñêií÷åííîâèìiðíîãî ìàòðè÷íîãî êâàçiçîáðàæåííÿ äèôåðåíöiàëüíîãî
îïåðàòîðà äâîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ àäâåêöi¨ Ah îïåðàòîðà A äîðiâíþ¹ ðîçìiðíîñòi
ïðîñòîðó àïðîêñèìàöi¨, òîáòî

rankAh = dimBh,

òîäi iñíó¹ ëiíiéíèé îáìåæåíèé îáåðíåíèé îïåðàòîð A−1
h , ïðè÷îìó

∀Ah ∃M > 0 ∃A−1
h : ∥A−1

h ∥ 6 M < +∞. (19)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè íîðìà çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâîñòi íåâiä'¹ìíîñòi òà íåâèðîäæå-
íîñòi, òîáòî

∥Ahv∥Ch
> 0, ∀v ∈ D(Ah),

ïðè÷îìó

∥Ahv∥Ch
= 0 ⇔ v = 0Bh

,

òî

∀v ∈ D(Ah)\{0Bh
} : ∥Ahv∥Ch

> 0.

Ñïðàâäi, íåõàé ∥Ahv∥Ch
= 0. Îñêiëüêè íîðìà çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìó íåâèðîäæå-

íîñòi, òî òàêèé âèïàäîê ìîæëèâèé ëèøå òîäi, êîëè Ahv = 0Ch
. Äëÿ íåíóëüîâîãî

åëåìåíòà v ∈ Bh öå ìîæëèâî ëèøå òîäi, êîëè detAh = 0, òîáòî rankAh < dimBh.
Îñêiëüêè îïåðàòîð Ah òàêèé, ùî rankAh = dimBh, detAh ̸= 0, òîäi ∥Ahv∥Ch

= 0
ìîæëèâå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè v = 0Bh

.
Âåëè÷èíè ∥Ahv∥Ch

i ∥v∥Bh
ñòðîãî äîäàòíi äëÿ ∀v ∈ D(Ah)\{0Bh

}. Öå îçíà÷à¹,
ùî iñíó¹ ñòàëà α > 0, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ

∥Ahv∥Ch
> α∥v∥Bh

.

Ç òîãî, ùî îïåðàòîð Ah ìà¹ îáåðíåíèé îïåðàòîð, ìîæåìî äîâåñòè, [4], ùî

∥A−1
h ∥ 6 M < +∞.

�

Òåîðåìà 4. Ïðî çáiæíiñòü ñõåìè ìåòîäó Ëi-àëãåáðè÷íèõ äèñêðåòíèõ àïðîêñèìà-
öié äëÿ çàäà÷i Êîøi ç äâîâèìiðíèì ðiâíÿííÿì àäâåêöi¨.
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Ïîñëiäîâíiñòü uh âèçíà÷åíà ñõåìîþ (12) âiäøóêàííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó
çàäà÷i (6) çáiãà¹òüñÿ äî òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3), ïðè÷îìó íîðìà ïîõèáêè õà-
ðàêòåðèçó¹òüñÿ âåëè÷èíîþ

∥u−uh∥Bh 6M

(
ln(nt)

(
1

nt − 1

)nt−1
∥∥∥∥∂ntu

∂tnt

∥∥∥∥
∞
+ |c1| ln(nx)

(
1

nx − 1

)nx−1
∥∥∥∥∂nx (u− φ)

∂xnx

∥∥∥∥
∞

+

+ |c2| ln(ny)

(
1

ny − 1

)ny−1
∥∥∥∥∂ny (u− φ)

∂yny

∥∥∥∥
∞

)
, (20)

äå ÷èñëî M > 0 : òàêå, ùî ∀Ah : ∥A−1
h ∥ 6 M .

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i (3) ìè ââåëè çàìiíó u = v+φ òà uh = vh+φh.
Òîäi ïîõèáêà àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3) íàáóëà âèãëÿäó

∥u− uh∥B = ∥v − vh + φ− φh∥B 6 ∥v − vh∥B + ∥φ− φh∥B ,

äå ∥v−vh∥B− íîðìà ïîõèáêè àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4), à ∥φ−φh∥B � íîðìà
ïîõèáêè iíòåðïîëþâàííÿ ïî÷àòêîâî¨ óìîâè, ÿêó õàðàêòåðèçó¹ òàêà àïðiîðíà îöiíêà:

∥φ− φh∥Bh
6

(
1

nx

)nx
∥∥∥∥∂nxφ

∂xnx

∥∥∥∥
∞

+

(
1

ny

)ny
∥∥∥∥∂nyφ

∂yny

∥∥∥∥
∞

,

òîáòî ∥φ− φh∥Bh
6 O

((
1
nx

)nx

+
(

1
ny

)ny
)
.

Ïîõèáêó iíòåðïîëþâàííÿ ôóíêöi¨ ïðàâîãî ÷ëåíà ∥f − fh∥B õàðàêòåðèçó¹ òàêà
àïðiîðíà îöiíêà:

∥f − fh∥Bh
6

(
1

nx

)nx
∥∥∥∥∂nxf

∂xnx

∥∥∥∥
∞

+

(
1

ny

)ny
∥∥∥∥∂nyf

∂yny

∥∥∥∥
∞

,

òîáòî ∥f − fh∥Bh
6 O

((
1
nx

)nx

+
(

1
ny

)ny
)
.

Ðîçãëÿíåìî ∥v − vh∥Bh

∥v − vh∥Bh
= ∥A−1

h Ah (v − vh) ∥Bh
6 ∥A−1

h ∥∥Ah (v − vh) ∥Ch
=

= ∥A−1
h ∥∥Ah (v − vh) +Av −Av∥Ch

= ∥A−1
h ∥∥ (Ahv −Av) + (Av −Ahvh) ∥Bh

6
6 ∥A−1

h ∥ (∥Av −Ahv∥Ch
+ ∥f − fh∥Ch

) .

Çãiäíî ç óìîâîþ òåîðåìè âèêîíóþòüñÿ (19), òîäi

∥v − vh∥Bh
6 M (∥Av −Ahv∥Ch

+ ∥f − fh∥Ch
) .

Âðàõóâàâøè îöiíêó ïîõèáêè àïðîêñèìàöi¨ îïåðàòîðà i íåõòóþ÷è äîäàíêàìè ïîðÿäêó
O( 1

nx!
+ 1

ny !
), îòðèìó¹ìî

∥v − vh∥Bh
6 M

(
ln(nt)

(
1

nt − 1

)nt−1
∥∥∥∥∂ntv

∂tnt

∥∥∥∥
∞

+

+|c1| ln(nx)

(
1

nx − 1

)nx−1
∥∥∥∥∂nxv

∂xnx

∥∥∥∥
∞

+ |c2| ln(ny)

(
1

ny − 1

)ny−1
∥∥∥∥∂nyv

∂yny

∥∥∥∥
∞

)
.

Îñêiëüêè v = u − φ òà ∥φ − φh∥Bh
6 O

((
1
nx

)nx

+
(

1
ny

)ny
)
, íåõòóþ÷è âåëè÷èíàìè

ïîðÿäêó O
((

1
nx

)nx

+
(

1
ny

)ny
)
, òî ó ïiäñóìêó ïðèõîäèìî äî îöiíêè 20. �
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6. Îöiíêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi. Äëÿ ïðîâåäåííÿ ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíòiâ
ââàæàòèìåìî, ùî îáëàñòü QT := [0, 1] × [0, 1] × (0, 1], òîáòî x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1], t ∈
(0, 1]. Íîðìó ïîõèáêè àïðîêñèìàöi¨ òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó u− uh = u(x, y, t)− uh(x, y, t)
ó ïðîñòîði L2(QT ) îá÷èñëþ¹ìî çà ôîðìóëîþ

∥u− uh∥2L2(QT ) =

∫
QT

(u− uh)
2
dxdydt,

ó ïðîñòîði L∞(QT,h)

∥u− uh∥L∞(QT,h) = sup
(x,y,t)∈QT,h

|u(x, y, t)− uh(x, y, t)|,

à â ïðîñòîði Ñîáîë¹âà W 1,2(QT ) [4]

∥u− uh∥2W1,2(QT ) =

∫
QT

[
(u− uh)

2 +

(
∂u

∂x
− ∂uh

∂x

)2

+

(
∂u

∂y
− ∂uh

∂y

)2

+

(
∂u

∂t
− ∂uh

∂t

)2
]
dQT .

Ïîðÿäîê çáiæíîñòi ó íîðìi ïðîñòîðó L2(QT ) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ph,L2(QT ) = log2

( ∥u− uh∥L2(QT )

∥u− uh/2∥L2(QT )

)
,

ïîðÿäîê çáiæíîñòi ó íîðìi ïðîñòîðó L∞(QT,h)

ph,L∞(QT,h) = log2

( ∥u− uh∥L∞(QT,h)

∥u− uh/2∥L∞(QT,h)

)
,

à ïîðÿäîê çáiæíîñòi ó íîðìi ïðîñòîðó W 1,2(QT )

ph,W 1,2(QT ) = log2

( ∥u− uh∥W 1,2(QT )

∥u− uh/2∥W 1,2(QT )

)
.

ßêùî ∥u − uh∥ = 0 i ∥u − uh/2∥ = 0, òî íåâèçíà÷åíiñòü 0/0 ïîäà¹ìî ó òàáëèöÿõ ÿê
NaN (not a number).

Ìîäåëüíi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ àäâåêöi¨ ìè äîñëiäæóâàëè ç âèêîðèñòàííÿì ìå-
òîäó ñêií÷åííèõ ðiçíèöü (ÌÑÐ), ìåòîäó Ëi-àëãåáðè÷íèõ äèñêðåòíèõ àïðîêñèìàöié
(ÌËÀÄÀ) òà óçàãàëüíåíîãî ìåòîäó Ëi-àëãåáðè÷íèõ äèñêðåòíèõ àïðîêñèìàöié (ÓÌ-
ËÀÄÀ). Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ÌËÀÄÀ, ðîçâ'ÿçóâàííÿ çà-
äà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèêîíàíî ç âèêîðèñòàí-
íÿì âáóäîâàíèõ ôóíêöié ïàêåòà ñèìâîëüíîãî îá÷èñëåííÿ Mathematica.

Ïîçíà÷èìî ∆x = 1
(nx−1) , ∆y = 1

(ny−1)− êðîê äèñêðåòèçàöi¨ çà çìiííèìè x òà

y, ∆t = 1
(nt−1) � êðîê äèñêðåòèçàöi¨ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ. ßêùî êðîê äèñêðåòèçàöi¨

çà ïðîñòîðîâèìè òà ÷àñîâîþ çìiííèìè âèáðàíi îäíàêîâèìè, òî h = ∆x = ∆y = ∆t.
Ó âèïàäêó ìåòîäó ÌËÀÄÀ h ïîçíà÷à¹ êðîê äèñêðåòèçàöi¨ òiëüêè çà ïðîñòîðîâè-
ìè çìiííèìè, îñêiëüêè ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåìè ÇÄÐ ïàêåòîì
Mathematica, êiëüêiñòü âóçëiâ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ âèáèðà¹òüñÿ ïàêåòîì Mathemati-
ca àâòîìàòè÷íî.
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Ïðèêëàä 1. Äëÿ ìîäåëüíî¨ çàäà÷i
çíàéòè ôóíêöiþ u = u(x, y, t) òàêó, ùî:
∂u

∂t
+

∂u

∂x
+

∂u

∂y
= 0, ∀(x, y, t) ∈ QT ,

u|t=0 = x8 + y8

(21)

îòðèìàíî ÷èñëîâi ðåçóëüòàòè, ÿêi íàâåäåíi ó òàáë. 1-4.
Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (21) íàáóâ âèãëÿäó u(x, y, t) = (x − t)8 + (y − t)8. Çà-

çíà÷èìî, ùî ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷i (21) óçàãàëüíåíèì ìåòîäîì ìè ðîçâ'ÿçóâàëè
äîïîìiæíó çàäà÷ó

çíàéòè ôóíêöiþ v = v(x, y, t) òàêó, ùî:
∂v

∂t
+

∂v

∂x
+

∂v

∂y
= −8x7 − 8y7, ∀(x, y, t) ∈ QT ,

v|t=0 = 0.

(22)

Îòðèìàâøè íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê vh = vh(x, y, t) çàäà÷i (22), ïîáóäîâàíî íàáëèæå-
íèé ðîçâ'ÿçîê uh = uh(x, y, t) çàäà÷i (21) òàê:

uh(x, y, t) = x8 + y8 + vh(x, y, t),

äå x8 + y8 � ïî÷àòêîâà óìîâà çàäà÷i (21).

Òàáëèöÿ 1

Çíà÷åííÿ íîðìè ïîõèáîê ó ïðîñòîði L2(QT )
Êðîê h ÌÑÐ ÌËÀÄÀ ÓÌËÀÄÀ
h = 1/2 0.304255 1.05925 2.57967
h = 1/4 0.0925091 4.4985 5.63376
h = 1/8 0.0246464 9.39717 · 10−7 0

Òàáëèöÿ 2

Çíà÷åííÿ íîðìè ïîõèáîê ó ïðîñòîði L∞(QT,h)

Êðîê h ÌÑÐ ÌËÀÄÀ ÓÌËÀÄÀ
h = 1/2 0 3.9375 17.625
h = 1/4 0 38.1445 65.695
h = 1/8 0 3.52385 · 10−5 0

Òàáëèöÿ 3

Çíà÷åííÿ íîðìè ïîõèáîê ó ïðîñòîði W 1,2(QT )
Êðîê h ÌÑÐ ÌËÀÄÀ ÓÌËÀÄÀ
h = 1/2 1.53108 3.92108 14.2869
h = 1/4 0.885425 23.6889 38.8586
h = 1/8 0.449537 6.47009 · 10−5 0

Òàáëèöÿ 4

Çíà÷åííÿ ïîðÿäêiâ çáiæíîñòi ó ïðîñòîði L2(QT )
Êðîê h ÌÑÐ ÌËÀÄÀ ÓÌËÀÄÀ
h = 1/2 1.71762 -2.0864 -1.12691
h = 1/4 1.90822 22.1907 +∞
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Òàáëèöÿ 5

Çíà÷åííÿ ïîðÿäêiâ çáiæíîñòi ó ïðîñòîði L∞(QT )
Êðîê h ÌÑÐ ÌËÀÄÀ ÓÌËÀÄÀ
h = 1/2 NaN -3.27612 -1.44355
h = 1/4 NaN 20.0459 +∞

Òàáëèöÿ 6

Çíà÷åííÿ ïîðÿäêiâ çáiæíîñòi ó ïðîñòîði W 1,2(QT )
Êðîê h ÌÑÐ ÌËÀÄÀ ÓÌËÀÄÀ
h = 1/2 0.79011 -2.59489 -1.44355
h = 1/4 0.977932 18.482 +∞

Çðîñòàííÿ ïîõèáîê ó ÌËÀÄÀ çóìîâëåíî òèì, ùî ÄÐ×Ï çâåäåíå äî ñèñòåìè
ÇÄÐ, ÿêà ¹ æîðñòêîþ i ïîòðåáó¹ âåëèêî¨ êiëüêîñòi âóçëiâ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ äëÿ
êîðåêòíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i.

Ïðèêëàä 2. Äëÿ ìîäåëüíî¨ çàäà÷i
çíàéòè ôóíêöiþ u = u(x, y, t) òàêó, ùî:
∂u

∂t
+

∂u

∂x
+

∂u

∂y
= 0, ∀(x, y, t) ∈ QT ,

u|t=0 = sinx+ sin y

(23)

îòðèìàíî ÷èñëîâi ðåçóëüòàòè, ÿêi íàâåäåíi ó òàáëèöÿõ 5-8.
Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (23) íàáóâ âèãëÿäó u(x, t) = sin(x − t) + sin(y − t).

Çàçíà÷èìî, ùî ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷i (23) óçàãàëüíåíèì ìåòîäîì ìè ðîçâ'ÿçóâàëè
äîïîìiæíó çàäà÷ó

çíàéòè ôóíêöiþ v = v(x, y, t) òàêó, ùî:
∂v

∂t
+

∂v

∂x
+

∂v

∂y
= − cosx− cos y, ∀(x, y, t) ∈ QT ,

v|t=0 = 0.

(24)

Îòðèìàâøè íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê vh = vh(x, y, t) çàäà÷i (24), ïîáóäîâàíî íàáëèæå-
íèé ðîçâ'ÿçîê uh = uh(x, y, t) çàäà÷i (23) òàê:

uh(x, y, t) = sinx+ sin y + vh(x, y, t),

äå sinx+ sin y− ïî÷àòêîâà óìîâà çàäà÷i (23).

Òàáëèöÿ 7

Çíà÷åííÿ íîðìè ïîõèáîê ó ïðîñòîði L2(QT )
Êðîê h ÌÑÐ ÌËÀÄÀ ÓÌËÀÄÀ
h = 1/2 0.0262521 0.146494 0.0790902
h = 1/4 0.00702414 0.0103649 0.000986107
h = 1/8 0.00178397 6.76182 · 10−5 4.52829 · 10−7
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Òàáëèöÿ 8

Çíà÷åííÿ íîðìè ïîõèáîê ó ïðîñòîði L∞(QT,h)

Êðîê h ÌÑÐ ÌËÀÄÀ ÓÌËÀÄÀ
h = 1/2 0 0.939041 0.13217
h = 1/4 1.91513 · 10−15 0.102836 0.0074445
h = 1/8 2.85993 · 10−13 0.00634505 8.4915 · 10−6

Òàáëèöÿ 9

Çíà÷åííÿ íîðìè ïîõèáîê ó ïðîñòîði W 1,2(QT )
Êðîê h ÌÑÐ ÌËÀÄÀ ÓÌËÀÄÀ
h = 1/2 0.12938 0.62467 0.177763
h = 1/4 0.062476 0.0612636 0.00439856
h = 1/8 0.0309284 0.00145537 4.67135 · 10−6

Òàáëèöÿ 10

Çíà÷åííÿ ïîðÿäêiâ çáiæíîñòi ó ïðîñòîði L2(QT )
Êðîê h ÌÑÐ ÌËÀÄÀ ÓÌËÀÄÀ
h = 1/2 1.90204 3.82106 6.32561
h = 1/4 1.97723 7.26008 11.0886

Òàáëèöÿ 11

Çíà÷åííÿ ïîðÿäêiâ çáiæíîñòi ó ïðîñòîði L∞(QT )
Êðîê h ÌÑÐ ÌËÀÄÀ ÓÌËÀÄÀ
h = 1/2 −∞ 3.19085 4.15005
h = 1/4 -7.22239 4.01856 9.77594

Òàáëèöÿ 12

Çíà÷åííÿ ïîðÿäêiâ çáiæíîñòi ó ïðîñòîði W 1,2(QT )
Êðîê h ÌÑÐ ÌËÀÄÀ ÓÌËÀÄÀ
h = 1/2 1.05024 3.34999 5.33678
h = 1/4 1.01437 5.39557 9.87898

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ àäâåêöi¨, êîëè êîåôiöi¹íò øâèäêîñòi
àäâåêöiéíîãî ïåðåìiùåííÿ íàáóâ çíà÷åííÿ c1 = c2 = 107. Îñîáëèâiñòþ çàäà÷ ç òàêèì
êîåôiöi¹íòîì ¹ òå, ùî äëÿ êîðåêòíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ ìåòîäîì ñêií÷åííèõ ðiçíèöü ïî-
òðiáíî, ùîá êðîê äèñêðåòèçàöi¨ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ áóâ ìåíøèé, íiæ min{10−7 ·∆x,
10−7 ·∆y}. Ó ïðèêëàäi 3 ïîäàíî îá÷èñëåííÿ ç îäíàêîâèìè êðîêàìè äèñêðåòèçàöi¨.

Ïðèêëàä 3. Äëÿ ìîäåëüíî¨ çàäà÷i
çíàéòè ôóíêöiþ u = u(x, t) òàêó, ùî:
∂u

∂t
+ 107

∂u

∂x
+ 107

∂u

∂y
= 0, ∀(x, t) ∈ QT ,

u|t=0 = x8 + y8

(25)

îòðèìàíî ÷èñëîâi ðåçóëüòàòè, ÿêi íàâåäåíi ó òàáë. 13-18. Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (25)
íàáóâ âèãëÿäó u(x, y, t) = (x− 107t)8 + (y− 107t)8. Çàçíà÷èìî, ùî ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi
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çàäà÷i (25) óçàãàëüíåíèì ìåòîäîì ìè ðîçâ'ÿçóâàëè äîïîìiæíó çàäà÷ó
çíàéòè ôóíêöiþ v = v(x, t) òàêó, ùî:
∂v

∂t
+ 107

∂v

∂x
+ 107

∂v

∂y
= −8 · 107x7 − 8 · 107y7, ∀(x, t) ∈ QT ,

v|t=0 = 0.

(26)

Îòðèìàâøè íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê vh = vh(x, y, t) çàäà÷i (26), ïîáóäîâàíî íàáëèæå-
íèé ðîçâ'ÿçîê uh = uh(x, y, t) çàäà÷i (25) òàê:

uh(x, y, t) = x8 + y8 + vh(x, y, t),

äå x8 + y8− ïî÷àòêîâà óìîâà çàäà÷i (25).

Òàáëèöÿ 13

Çíà÷åííÿ íîðìè ïîõèáîê ó ïðîñòîði L2(QT )
Êðîê h ÌÑÐ ÌËÀÄÀ ÓÌËÀÄÀ
h = 1/2 4.85071 · 1055 1.61351 · 1075 4.85071 · 1055
h = 1/4 4.85071 · 1055 1.55743 · 10205 4.85071 · 1055
h = 1/8 4.84167 · 1055 5.60339 · 10237 0

Òàáëèöÿ 14

Çíà÷åííÿ íîðìè ïîõèáîê ó ïðîñòîði L∞(QT,h)

Êðîê h ÌÑÐ ÌËÀÄÀ ÓÌËÀÄÀ
h = 1/2 2 · 1056 4.29501 · 1075 2 · 1056
h = 1/4 2 · 1056 4.45614 · 10205 2 · 1056
h = 1/8 1.99519 · 1056 1.88994 · 10238 0

Òàáëèöÿ 15

Çíà÷åííÿ íîðìè ïîõèáîê ó ïðîñòîði W 1,2(QT )
Êðîê h ÌÑÐ ÌËÀÄÀ ÓÌËÀÄÀ
h = 1/2 4.15956 · 1056 6.01048 · 1075 4.15956 · 1056
h = 1/4 4.15956 · 1056 5.74797 · 10205 4.15956 · 1056
h = 1/8 4.14732 · 1056 2.13783 · 10238 0

Òàáëèöÿ 16

Çíà÷åííÿ ïîðÿäêiâ çáiæíîñòi ó ïðîñòîði L2(QT )
Êðîê h ÌÑÐ ÌËÀÄÀ ÓÌËÀÄÀ
h = 1/2 0 -431.8 0
h = 1/4 0.00269021 -108.148 +∞

Òàáëèöÿ 17

Çíà÷åííÿ ïîðÿäêiâ çáiæíîñòi ó ïðîñòîði L∞(QT )
Êðîê h ÌÑÐ ÌËÀÄÀ ÓÌËÀÄÀ
h = 1/2 0 -431.904 0
h = 1/4 0.00347135 -108.386 +∞
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Òàáëèöÿ 18

Çíà÷åííÿ ïîðÿäêiâ çáiæíîñòi ó ïðîñòîði W 1,2(QT )
Êðîê h ÌÑÐ ÌËÀÄÀ ÓÌËÀÄÀ
h = 1/2 0 -431.786 0
h = 1/4 0.00425044 -108.196 +∞

Íàâåäåíi ðîçðàõóíêè âèÿâèëè, ùî äëÿ ÓÌËÀÄÀ äîñòàòíüî âèáðàòè êðîê
h = ∆x = ∆y = ∆t = 1/8, ùîá ïîõèáêà ñòîñîâíî òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó äîðiâíþâàëà
íóëþ. Çà òàêèõ æå êðîêiâ ç âèêîðèñòàííÿì ñõåì ÌÑÐ òà ÌËÀÄÀ íå ìîæëèâî
îòðèìàòè òàêèé ðåçóëüòàò.

7. Âèñíîâêè. Ìè çàïðîïîíóâàëè çàñòîñóâàííÿ óçàãàëüíåíîãî ìåòîäó Ëi-àë-
ãåáðè÷íèõ äèñêðåòíèõ àïðîêñèìàöié äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ Êîøi ç äâîâèìiðíèì
ðiâíÿííÿì àäâåêöi¨.

Çíàéäåíî çíà÷åííÿ ðàíãó ñêií÷åííîâèìiðíîãî êâàçiçîáðàæåííÿ äèôåðåíöiàëü-
íîãî îïåðàòîðà ðiâíÿííÿ àäâåêöi¨, äîñëiäæåíî àïðîêñèìàöiéíi âëàñòèâîñòi òà äîâå-
äåíî ôàêòîðiàëüíó çáiæíiñòü ñõåìè óçàãàëüíåíîãî ìåòîäó (ÓÌËÀÄÀ) çà òðüîìà
çìiííèìè, ùî ¹ ñóòò¹âîþ ïåðåâàãîþ íàä iíøèìè ìåòîäàìè, çîêðåìà íàä ìåòîäîì
ñêií÷åííèõ ðiçíèöü ÷è êëàñè÷íèì ìåòîäîì Ëi-àëãåáðè÷íèõ äèñêðåòíèõ àïðîêñèìà-
öié. Çíàéäåíî îçíàêè iñíóâàííÿ îáìåæåíîãî îáåðíåíîãî îïåðàòîðà äëÿ àáñòðàêòíî¨
àïðîêñèìàöiéíî¨ ñõåìè. Âèçíà÷åíî òàêîæ óìîâè, ÿêi ãàðàíòóþòü çáiæíiñòü ñõåìè
ÓÌËÀÄÀ. Ïðîâåäåíî ïîðiâíÿííÿ óçàãàëüíåíîãî ìåòîäó Ëi-àëãåáðè÷íèõ äèñêðåòíèõ
àïðîêñèìàöié ç ìåòîäîì ñêií÷åííèõ ðiçíèöü i êëàñè÷íèì ìåòîäîì Ëi-àëãåáðè÷íèõ
äèñêðåòíèõ àïðîêñèìàöié.

Äëÿ êîðåêòíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ìåòîäîì ÌÑÐ ÷è ÌËÀÄÀ ïîòðiáíî 9 · 107
âóçëiâ, à äëÿ ìåòîäó ÓÌËÀÄÀ äîñòàòíüî ëèøå äåâ'ÿòè âóçëiâ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ.
Öå ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî â ìåòîäi ÓÌËÀÄÀ äëÿ êîðåêòíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ ïîòðiáíî
ùîíàéìåíøå ó 107 ðàçiâ ìåíøå âóçëiâ, íiæ äëÿ ÌÑÐ ÷è ÌËÀÄÀ.

Òàêèé çàïàñ òî÷íîñòi óçàãàëüíåíîãî ìåòîäó ïîâ'ÿçàíèé ç òèì, ùî äèñêðåòèçàöiÿ
ðiâíÿííÿ âiäáóâà¹òüñÿ çà óñiìà çìiííèìè, ùî âõîäÿòü äî ðiâíÿííÿ òà âèêîðèñòàííÿ
äâîâèìiðíîãî iíòåðïîëþâàííÿ Ëàãðàíæà.

Åôåêòèâíiñòü óçàãàëüíåíîãî ìåòîäó ïîâ'ÿçàíà ç éîãî âiäìiííiñòþ âiä ðåêóðåíò-
íèõ ìåòîäiâ, îñêiëüêè ðåêóðåíòíi ìåòîäè (ÌÑÐ, ÌËÀÄÀ) ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi
ïðè çìiíi ïî÷àòêîâèõ óìîâ ïåðåäáà÷àþòü îá÷èñëåííÿ óñiõ êðîêiâ ìåòîäó âiä ïî÷àòêó,
òîäi, ÿê ó ìåòîäi ÓÌËÀÄÀ äîñòàòíüî ïåðåìíîæèòè îáåðíåíó ìàòðèöþ êâàçiçîáðà-
æåííÿ îïåðàòîðà çàäà÷i íà âåêòîð êâàçiçîáðàæåííÿ âiëüíîãî ÷ëåíà, ÿêèé âiäîáðàæà¹
çìiíåíi ïî÷àòêîâi óìîâè.
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APPLICATION OF GENERALIZED METHOD
OF LIE-ALGEBRAIC DISCRETE APPROXIMATIONS

TO SOLVING OF CAUCHY PROBLEM FOR
2D ADVECTION EQUATION
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Approximation and convergence properties of the numerical scheme for
solving of the Cauchy problem for 2D advection equation by means of the
generalized method of the Lie-algebraic discrete approximations were descri-
bed. The reduction of the Cauchy problem into a system of linear algebraic
equations provides the power rate of convergence by all variables in the equati-
on.

Key words: generalized method of Lie-algebraic discrete approximations,
approximation scheme, discretization, advection equation, power convergence.
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