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Ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ñòàòèñòè÷íîìó àíàëiçó âèáiðêîâî¨ îöiíêè âiäíîøåí-
íÿ Øàðïà ïîðòôåëÿ ôiíàíñîâèõ àêòèâiâ ç ìàêñèìàëüíèì âiäíîøåííÿì
Øàðïà. Çíàéäåíî àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië òàêî¨ îöiíêè. Äëÿ îá ðóíòó-
âàííÿ ìîæëèâîñòi âèêîðèñòàííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ íà ïðàêòèöi íà
îñíîâi iìiòàöiéíîãî ìîäåëþâàííÿ äîñëiäæåíî øâèäêiñòü çáiæíîñòi îöiíîê
òî÷íèõ ðîçïîäiëiâ äî âiäïîâiäíèõ àñèìïòîòè÷íèõ. Âèÿâèëîñÿ, ùî ïðè âè-
êîðèñòàííi çâè÷àéíî¨ âèáiðêîâî¨ îöiíêè ¨é ïðèòàìàííå ñóòò¹âå çìiùåííÿ.
Òîìó ïîáóäîâàíî âèïðàâëåíó îöiíêó äëÿ âiäíîøåííÿ Øàðïà ïîðòôåëÿ ôi-
íàíñîâèõ àêòèâiâ ç ìàêñèìàëüíèì âiäíîøåííÿì Øàðïà, äëÿ ÿêî¨ çìiùåííÿ
¹ ïðàêòè÷íî âiäñóòíiì, àëå øâèäêiñòü çáiæíîñòi îöiíîê äèñïåðñié äî àñèì-
ïòîòè÷íèõ çíà÷åíü äåùî ñïîâiëüíèëàñÿ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië, âèáiðêîâà îöiíêà, âiäíîøåííÿ
Øàðïà, ïîðòôåëü ç ìàêñèìàëüíèì âiäíîøåííÿì Øàðïà.

1. Âñòóï

Ó ôiíàíñîâié ìàòåìàòèöi âèêîðèñòàííÿ ïîðòôåëiâ ôiíàíñîâèõ àêòèâiâ ¹ îäíèì ç
îñíîâíèõ ñïîñîáiâ çíèæåííÿ ðèçèêó iíâåñòèöié. Çà îñíîâíi õàðàêòåðèñòèêè ïîðòôå-
ëÿ ïðèéìàþòü ñïîäiâàíó äîõiäíiñòü (ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ äîõiäíîñòi ïîðòôåëÿ)
òà ðèçèê. Ïîíÿòòÿ ðèçèêó ïîðòôåëÿ íå ìà¹ îäíîçíà÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨. Íà ïðàêòèöi
âèêîðèñòîâóþòüñÿ ðiçíi ìiðè äëÿ âèìiðþâàííÿ ðèçèêó ïîðòôåëÿ. Îäíi¹þ ç òàêèõ
ìið ¹ äèñïåðñiÿ äîõiäíîñòi ïîðòôåëÿ. Êëàñè÷íi ìåòîäè âèáîðó ñòðóêòóðè ïîðòôåëÿ
ãðóíòóþòüñÿ íà îïòèìiçàöi¨ îäíîãî ç öèõ ïîêàçíèêiâ åôåêòèâíîñòi ïðè ôiêñîâàíîìó
çíà÷åííi iíøîãî. Ïîïóëÿðíiøèìè ïîêàçíèêàìè åôåêòèâíîñòi ïîðòôåëÿ ôiíàíñîâèõ
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àêòèâiâ ¹ ïîêàçíèêè åôåêòèâíîñòi, ÿêi âiäîáðàæàþòü ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ñïîäiâà-
íîþ äîõiäíiñòþ òà äèñïåðñi¹þ. Îäíèì ç íàéâiäîìiøèõ òàêèõ ïîêàçíèêiâ ¹ âiäíîøåí-
íÿ Øàðïà [1], ÿêå îá÷èñëþ¹òüñÿ ÿê ÷àñòêà ñïîäiâàíî¨ äîõiäíîñòi òà ñåðåäíüîêâàäðà-
òè÷íîãî âiäõèëåííÿ (êîðåíÿ êâàäðàòíîãî ç äèñïåðñi¨) ïîðòôåëÿ. Òàêèé ïîêàçíèê
ââàæàþòü îäíèì ç íàéïîïóëÿðíiøèõ íà ïðàêòèöi [2, ñ. 49]. Ðîçâ'ÿçàâøè îïòèìiçà-
öiéíó çàäà÷ó ìàêñèìiçàöi¨ âiäíîøåííÿ Øàðïà ïîðòôåëÿ ôiíàíñîâèõ àêòèâiâ, îòðè-
ìó¹ìî ïîðòôåëü ç ìàêñèìàëüíèì âiäíîøåííÿì Øàðïà. Õî÷à îòðèìàíèé ïîðòôåëü
õàðàêòåðèçó¹òüñÿ âèñîêèì ðiâíåì ðèçèêó [3], âií ïîïóëÿðíèé ñåðåä iíâåñòîðiâ [4].

Çàóâàæèìî, ùî âèêîðèñòàòè ïîðòôåëü ôiíàíñîâèõ àêòèâiâ ç ìàêñèìàëüíèì âiä-
íîøåííÿì Øàðïà íà ïðàêòèöi ìè íå ìîæåìî, îñêiëüêè ìîäåëü îïèðà¹òüñÿ íà íåâi-
äîìi íà ïðàêòèöi ïàðàìåòðè ðîçïîäiëó âåêòîðà äîõiäíîñòåé àêòèâiâ âêëþ÷åíèõ â
ïîðòôåëü, âåêòîð ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü i ìàòðèöþ êîâàðiàöi¨. Iíâåñòîð çàìiñòü
âiäîìèõ çíà÷åíü çìóøåíèé âèêîðèñòîâóâàòè îöiíêè öèõ ïàðàìåòðiâ, ÿêi ¹ âèïàäêî-
âèìè âåëè÷èíàìè, à îòæå, âñi îòðèìàíi ðåçóëüòàòè òðåáà òðàêòóâàòè ÿê ðåàëiçàöi¨
ïåâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Ïðîáëåìi äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé îöiíîê õàðàêòå-
ðèñòèê ïîðòôåëÿ ôiíàíñîâèõ àêòèâiâ ç ìàêñèìàëüíèì âiäíîøåííÿì Øàðïà ïðè-
ñâÿ÷åíî áàãàòî ïðàöü. Çà ïðèïóùåííÿ áàãàòîâèìiðíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó äî-
õiäíîñòåé àêòèâiâ ïîðòôåëÿ âàãè òà éîãî õàðàêòåðèñòèêè äîñëiäæóâàëèñÿ â [5]-[6],
äå çàçíà÷åíî íåçàäîâiëüíi âëàñòèâîñòi âèáiðêîâèõ îöiíîê âàã, ñïîäiâàíî¨ äîõiäíîñòi
òà äèñïåðñi¨ öüîãî ïîðòôåëÿ. Òîìó ïîðiâíþâàòè ïîðòôåëü ç ìàêñèìàëüíèì âiäíî-
øåííÿì Øàðïà ç iíøèìè ïîðòôåëÿìè íà îñíîâi ñïîäiâàíî¨ äîõiäíîñòi òà äèñïåð-
ñi¨ íåêîðåêòíî. Çâàæàþ÷è íà ïîïóëÿðíiñòü òàê ïîáóäîâàíîãî ïîðòôåëÿ ôiíàíñîâèõ
àêòèâiâ, ðîçãëÿäàþòü ïåâíi ñïîñîáè óíèêíåííÿ âèùåçãàäàíîãî íåäîëiêà [7]�[8], äå çà
ïîêàçíèê åôåêòèâíîñòi ïîðòôåëÿ ðîçãëÿíóòî âiäïîâiäíå çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà, ùî
îïèñó¹ ñòàâëåííÿ iíâåñòîðà äî ðèçèêó. Òàê âèáðàíèé ïîêàçíèê åôåêòèâíîñòi äà¹ çìî-
ãó ëèøå âèáðàòè ìíîæèíó åêâiâàëåíòíèõ ïîðòôåëiâ, àëå íå çàçíà÷à¹, ÿêèé ç ïîðò-
ôåëiâ êðàùèé ÷è ãiðøèé. Öåé íåäîëiê óñóâà¹òüñÿ, ÿêùî çà ïîêàçíèê åôåêòèâíîñòi
âèáðàòè âiäíîøåííÿ Øàðïà, áiëüøå çíà÷åííÿ ÿêîãî õàðàêòåðèçó¹ êðàùó åôåêòèâ-
íiñòü ïîðòôåëÿ. Çàóâàæèìî, ùî íå çìiíþþ÷è ìíîæèíó àêòèâiâ, ç ÿêèõ ìè ôîðìó-
¹ìî ïîðòôåëü, íåìîæëèâî îòðèìàòè çíà÷åííÿ âiäíîøåííÿ Øàðïà áiëüøå íiæ äëÿ
ïîðòôåëÿ ç ìàêñèìàëüíèì âiäíîøåííÿì Øàðïà, òîìó íàäàëi âèêîðèñòîâóâàòèìåìî
òåðìií �ìàêñèìàëüíå âiäíîøåííÿ Øàðïà ïîðòôåëÿ�. Çà ïðèïóùåííÿ íîðìàëüíîãî
ðîçïîäiëó âåêòîðà äîõiäíîñòåé àêòèâiâ ïîðòôåëÿ, ðåàëiçàöi¨ ÿêîãî íåàâòîêîðåëüîâà-
íi, çíàéäåíî àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië âèáiðêîâî¨ îöiíêè ìàêñèìàëüíîãî âiäíîøåííÿ
Øàðïà ïîðòôåëÿ òà íà îñíîâi iìiòàöiéíîãî ìîäåëþâàííÿ äîñëiäæåíî øâèäêiñòü çái-
æíîñòi îöiíîê òî÷íèõ ðîçïîäiëiâ äî çíàéäåíîãî àñèìïòîòè÷íîãî.

2. Îçíà÷åííÿ òà ôîðìóëþâàííÿ ðåçóëüòàòiâ

Íåõàé Xt = (Xt1, Xt2, . . . , Xtk)
′ âåêòîð äîõiäíîñòåé àêòèâiâ ïîðòôåëÿ ç k àêòè-

âiâ ó ìîìåíò ÷àñó t, äå Xti = 100 lnPti/P(t−1)i, äå Pti � öiíà i-ãî àêòèâó â ìîìåíò
÷àñó t. Ïðèïóñòèìî, ùî Xt ìà¹ áàãàòîâèìiðíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðà-
ìè µ = M(Xt) (âåêòîð ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü) i Σ = D(Xt) (ìàòðèöÿ êîâàðiàöi¨).
Ïîçíà÷èìî wi ÷àñòêó i-ãî àêòèâó â ïîðòôåëi, à âåêòîð ÷àñòîê w = (w1, w2, . . . , wk)
íàçâåìî âåêòîðîì âàã ïîðòôåëÿ àáî ïðîñòî ïîðòôåëåì. Äîõiäíiñòü ïîðòôåëÿ w â
ìîìåíò ÷àñó t ñòàíîâèòü Xw;t = w′Xt. Îñíîâíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïîðòôåëÿ ¹



96
Ìèêîëà ÇÀÁÎËÎÖÜÊÈÉ, Òàðàñ ÇÀÁÎËÎÖÜÊÈÉ, Îëåã ÄÌÈÒÐIÂ

ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2023. Âèïóñê 95

ñïîäiâàíà äîõiäíiñòü Rw = M(Xw;t) = µ′w òà äèñïåðñiÿ Vw = D(Xw;t) = w′Σw.
Çà âiäñóòíîñòi áåçðèçèêîâîãî ðîçìiùåííÿ êîøòiâ âiäíîøåííÿ Øàðïà ïîðòôåëÿ w
äîðiâíþ¹

(1) SRw =
Rw√
Vw

=
µ′w√
w′Σw

.

Ìàêñèìiçóþ÷è âiäíîøåííÿ Øàðïà çà óìîâè, ùî w′1 = 1, äå 1 � k-âèìiðíèé âåêòîð,
åëåìåíòàìè ÿêîãî ¹ îäèíèöi, îòðèìó¹ìî âàãè ïîðòôåëÿ ç ìàêñèìàëüíèì âiäíîøåí-
íÿì Øàðïà wSR (äèâ., íàïð., [5])

(2) wSR =
Σ−1µ

1′Σ−1µ
.

Ñïîäiâàíà äîõiäíiñòü RSR i äèñïåðñiÿ VSR ïîðòôåëÿ ç âàãàìè wSR íàáóâàþòü âè-
ãëÿäó

RSR =
µ′Σ−1µ

1′Σ−1µ
,(3)

VSR =
µ′Σ−1µ(
1′Σ−1µ

)2 .(4)

Ïiäñòàâèâøè ñïîäiâàíó äîõiäíiñòü i äèñïåðñiþ ïîðòôåëÿ ç ìàêñèìàëüíèì âiäíîøåí-
íÿì Øàðïà (3)-(4) â (1), îòðèìà¹ìî ìàêñèìàëüíå âiäíîøåííÿ Øàðïà ïîðòôåëÿ

(5) SRSR =
RSR
VSR

=
µ′Σ−1µ

1′Σ−1µ

/√√√√ µ′Σ−1µ(
1′Σ−1µ

)2 =

√
µ′Σ−1µ .

Íà ïðàêòèöi ïàðàìåòðè ðîçïîäiëó âåêòîðà äîõiäíîñòåé àêòèâiâ ïîðòôåëÿ Xt µ
òà Σ íåâiäîìi, òîìó äëÿ îá÷èñëåííÿ âiäíîøåííÿ Øàðïà (5) âèêîðèñòîâóþòü îöiíêè
öèõ ïàðàìåòðiâ. Äëÿ çàäàíèõ ïîïåðåäíiõ çíà÷åíü âåêòîðiâ äîõiäíîñòåé àêòèâiâ X1,
X2, . . . ,Xn âèáiðêîâi îöiíêè µ̂ òà Σ̂ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëó µ òà Σ íàáóâàþòü âèãëÿäó

(6) µ̂ =
1

n

n∑
j=1

Xj , Σ̂ =
1

n− 1

n∑
j=1

(Xj − µ̂)(Xj − µ̂)′ .

Ïiäñòàâèâøè ó (5) çàìiñòü íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ ¨õ îöiíêè (6), îòðèìà¹ìî âèáiðêîâó

îöiíêó ïàðàìåòðà SRSR, ÿêó ïîçíà÷èìî ŜRSR.

Òåîðåìà 1. Íåõàé X1, X2, . . ., Xn íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi k-
âèìiðíi âåêòîðè òà Xt ìà¹ áàãàòîâèìiðíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè

µ òà Σ. Òîäi
√
n(ŜRSR − SRSR)

d→ N (0, σ2
SR), n→ +∞,

(7) σ2
SR = 1 +

µ′Σ−1µ

2
,

äå
d→ ïîçíà÷à¹ çáiæíiñòü çà ðîçïîäiëîì.
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Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî RGMV =
µ′Σ−1

1

1′Σ−1
1
, VGMV = 1

1′Σ−1
1
, s = µ′Rµ, äå

R = Σ−1− Σ−1
11′Σ−1

1′Σ−1
1

òà R̂GMV , V̂GMV , ŝ ¨õ âèáiðêîâi îöiíêè. Íåõàé 03 � 3-âèìiðíèé

íóëü-âåêòîð i

(8) Ω =

 VGMV (1 + s) 0 0
0 2V 2

GMV 0
0 0 4s+ 2s2

 .

Ç ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [3] âèïëèâà¹, ùî

√
n

 R̂GMV

V̂GMV

ŝ

−
 RGMV

VGMV

s

 d→ N (03,Ω) , n→ +∞.

Îñêiëüêè

SRSR =

√
µ′Σ−1µ =

√
µ′
(

Σ−1−Σ−111′Σ−1

1′Σ−11

)
µ+µ′

Σ−111′Σ−1

1′Σ−11
µ =

√
s+

R2
GMV

VGMV
,

òî ç [9, c. 211], îòðèìà¹ìî

√
n(ŜRSR − SRSR)

d→ N (0,g′Ωg), n→ +∞,

g =

(
∂SRSR
∂RGMV

,
∂SRSR
∂VGMV

,
∂SRSR
∂s

)′
=

=

 RGMV

VGMV

√
s+

R2
GMV

VGMV

, − R2
GMV

2V 2
GMV

√
s+

R2
GMV

VGMV

,
1

2
√
s+

R2
GMV

VGMV

 ,

à îòæå,

σ2
SR =

R2
GMV (1 + s)

VGMV

(
s+

R2
GMV

VGMV

) +
R4
GMV

2V 2
GMV

(
s+

R2
GMV

VGMV

) +
2s+ s2

2
(
s+

R2
GMV

VGMV

) =

=
2VGMVR

2
GMV + 2sV 2

GMV

2V 2
GMV

(
s+

R2
GMV

VGMV

) +
2VGMVR

2
GMV s+R4

GMV + s2V 2
GMV

2V 2
GMV

(
s+

R2
GMV

VGMV

) =

= 1 +
s+

R2
GMV

VGMV

2
= 1 +

µ′Σ−1µ

2
.

�

Îñêiëüêè àñèìïòîòè÷íà äèñïåðñiÿ σ2
SR (äèâ. (7)) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè√

n(ŜRSR − SRSR) çàëåæèòü âiä íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ µ i Σ ðîçïîäiëó âåêòîðà
äîõiäíîñòåé àêòèâiâ ïîðòôåëÿ Xt, òî íà ïðàêòèöi ïîòðiáíî âèêîðèñòîâóâàòè ¨¨ îöií-
êó. Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 1.14 [10, ñ. 8], íå âàæêî äîâåñòè, ùî âèáiðêîâà îöiíêà σ̂2

SR

êîíñèñòåíòíà, à îòæå, ¨¨ âèêîðèñòàííÿ êîðåêòíå.
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3. Iìiòàöiéíå ìîäåëþâàííÿ

Â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ìè çíàéøëè àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië âèáiðêîâî¨ îöiíêè
ìàêñèìàëüíîãî âiäíîøåííÿ Øàðïà ïîðòôåëÿ. Òàêèé ïiäõiä ÷àñòî çàñòîñîâóþòü ó
ôiíàíñîâié ìàòåìàòèöi [11], ÿêùî íåìîæëèâî îòðèìàòè òî÷íi âëàñòèâîñòi ðîçïîäiëó
òi¹¨ ÷è iíøî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ÿêà ñòàíîâèòü iíòåðåñ. Âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÿêèé
îáñÿã âèáiðêè iñòîðè÷íèõ çíà÷åíü ïîòðiáíî âèêîðèñòîâóâàòè. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà-
¹ìî ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ R i ïðîâåäåìî ñòàòèñòè÷íå iìiòàöiéíå ìîäåëþâàííÿ.
Îïèøåìî éîãî ñõåìó.

1. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî òî÷íi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëó µ i Σ âåêòîðà äîõiä-
íîñòåé àêòèâiâ ïîðòôåëÿ Xt âiäîìi. Äëÿ öüîãî ìîæåìî çãåíåðóâàòè âåêòîð
ñåðåäíiõ i êîâàðiàöiéíó ìàòðèöþ ïîòðiáíèõ ðîçìiðiâ àáî îöiíèòè öi çíà÷åííÿ
ç iñòîðè÷íèõ äàíèõ i ïðèéíÿòè ¨õ çà òî÷íi çíà÷åííÿ. Ìè âèêîðèñòà¹ìî äðó-
ãèé ñïîñiá. Âèáåðåìî äàíi ïðî öiíè àêöié êîìïàíié âêëþ÷åíèõ äî ïåðåëiêó
Dow Jones ïîñîðòîâàíèõ â àëôàâiòíîìó ïîðÿäêó çà ïåðiîä ÷àñó ç 22.11.2022
äî 30.06.2023 (äàíi âçÿòî ç �nance.yahoo.com), âñüîãî 151 ñïîñòåðåæåííÿ, òà
íà ¨õíié ïiäñòàâi îá÷èñëèìî äîõiäíîñòi àêöié (îòðèìà¹ìî 150 iñòîðè÷íèõ çíà-
÷åíü âåêòîðà äîõiäíîñòåé àêòèâiâ). Íà ïiäñòàâi îòðèìàíî¨ âèáiðêè iñòîðè÷íèõ
çíà÷åíü äîõiäíîñòåé àêöié êîìïàíié ç ïåðåëiêó Dow Jones ïîáóäó¹ìî îöiíêè
µ̂ òà Σ̂ (6), i ïðèéìåìî îòðèìàíi îöiíêè çà òî÷íi çíà÷åííÿ.

2. Âèêîðèñòîâóþ÷è òî÷íi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëó âåêòîðà Xt, ïîáóäó-
¹ìî 2 ïîðòôåëi ç ìàêñèìàëüíèì âiäíîøåííÿì Øàðïà, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç
k = {15, 30} ïåðøèõ àêöié êîìïàíié ïîñîðòîâàíîãî â àëôàâiòíîìó ïîðÿäêó
ñïèñêó Dow Jones. Äëÿ êîæíîãî ç ïîðòôåëiâ, çàâäÿêè (5) i (7), îá÷èñëèìî
òî÷íi çíà÷åííÿ âiäíîøåííÿ Øàðïà òà àñèìïòîòè÷íî¨ äèñïåðñi¨.

3. Äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ k çà äîïîìîãîþ ãåíåðàòîðà âèïàäêîâèõ ÷èñåë çãåíå-
ðó¹ìî âèáiðêó ç n = {250, 500, 1000, 2000, 5000} çíà÷åíü ç ðîçïîäiëó âåêòîðà
Xt, òîáòî âèáiðêó ç k-âèìiðíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðàìè µ òà
Σ îòðèìàíèìè â 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è çãåíåðîâàíó âèáiðêó, áóäó¹ìî âèáiðêî-
âi îöiíêè µ̂ òà Σ̂ i íà ¨õíié ïiäñòàâi îöiíþ¹ìî çíà÷åííÿ âiäíîøåííÿ Øàðïà
âiäïîâiäíîãî ïîðòôåëÿ.

4. Ïîâòîðþ¹ìî êðîê 3 100000 ðàç. Ó ïiäñóêìêó äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ k i n
îòðèìó¹ìî 100000 îöiíîê âiäíîøåííÿ Øàðïà. Áóäó¹ìî îöiíêó ãóñòèíè ðîç-

ïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
√
n(ŜRSR − SRSR) òà ïîðiâíþ¹ìî ¨¨ ç ãóñòèíîþ

âiäïîâiäíîãî íîðìàëüíîãî àñèìïòîòè÷íîãî ðîçïîäiëó (ðèñ. 1). Îá÷èñëþ¹ìî
òàêîæ îöiíêè ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñi¨ öi¹¨ âèïàäêîâî¨ âåëè-
÷èíè i ïîðiâíþ¹ìî ¨õ ç âiäïîâiäíèìè àñèìïòîòè÷íèìè âåëè÷èíàìè (òàáë. 1).

Ç òàáë. 1 áà÷èìî, ùî äîáðå íàáëèæåííÿ îöiíîê äèñïåðñié äîñÿãà¹òüñÿ ïðè îá-
ñÿçi âèáiðêè n = 1000 (íàïðèêëàä, ïðè k = 30 îöiíêà äèñïåðñi¨ äîðiâíþ¹ 1.0775,
à àñèìïòîòè÷íà � 1.0923). Íàòîìiñòü îöiíêè ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü çáiãàþòüñÿ
äî 0 äîâîëi ïîâiëüíî (íàïðèêëàä, ïðè k = 15 òà n = 5000 îöiíêà ìàòåìàòè÷íî-
ãî ñïîäiâàííÿ äîðiâíþ¹ 0.3489 ïðè òî÷íîìó çíà÷åííi âiäíîøåííÿ Øàðïà 0.3189). Ç
ðèñ. 1 âèäíî, ùî ãóñòèíàì ïðèòàìàííå çíà÷íå çìiùåííÿ, à òîìó áóäó¹ìî âèïðàâëåíó
îöiíêó äëÿ ìàêñèìàëüíîãî âiäíîøåííÿ Øàðïà ïîðòôåëÿ.
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n = 250 n = 500 n = 1000 n = 2000 n = 5000 Àñèìïò.
k = 15 Ñåðåäí¹ 1.4623 1.0583 0.7564 0.5378 0.3489 0

Äèñïåðñiÿ 0.9681 0.9843 1.0137 1.0321 1.0398 1.0508
k = 30 Ñåðåäí¹ 2.4737 1.7678 1.2579 0.8938 0.5734 0

Äèñïåðñiÿ 1.1156 1.0689 1.0775 1.0863 1.0989 1.0923

Òàáë. 1. Îöiíêè òà àñèìïòîòè÷íi çíà÷åííÿ ñåðåäíüîãî òà äèñïåðñi¨

âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
√
n(ŜRSR −SRSR) ïîðòôåëiâ ç ìàêñèìàëüíèì

âiäíîøåííÿì Øàðïà çà ïðèïóùåííÿ, ùî âåêòîð äîõiäíîñòåé àêòèâiâ
ïîðòôåëÿ ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië

Ç òåîðåìè 3.2.13 [12, ñ. 98] ça ïðèïóùåííÿ áàãàòîâèìiðíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïî-
äiëó âåêòîðà äîõiäíîñòåé àêòèâiâ ïîðòôåëÿ Xt îòðèìó¹ìî

n(n− k)
k(n− 1)

µ̂′Σ̂
−1

µ̂ ∼ Fk,n−k;nδ,

äå Fk,n−k;nδ îçíà÷à¹ íåöåíòðàëüíèé ðîçïîäië Ôiøåðà ç k i (n − k) ñòóïåíÿìè ñâî-

áîäè òà íåöåíòðàëüíèì ïàðàìåðîì nδ = nµ′Σ−1µ. Ç âëàñòèâîñòåé íåöåíòðàëüíîãî
ðîçïîäiëó Ôiøåðà îòðèìó¹ìî (äèâ., íàïð., [13, ñ. 481])

M(µ̂′Σ̂
−1

µ̂) =
k(n− 1)

(n− k − 2)n
+

n− 1

n− k − 2
µ′Σ−1µ.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
n− k − 2

n− 1
µ̂′Σ̂

−1
µ̂− k

n

¹ íåçìiùåííîþ îöiíêîþ âåëè÷èíè µ′Σ−1µ. Îòæå, ìîæåìî ðîçãëÿíóòè âèïðàâëåíó

îöiíêó ìàêñèìàëüíîãî âiäíîøåííÿ Øàðïà ïîðòôåëÿ ŜRSR, adj

(9) ŜRSR, adj =

√
n− k − 2

n− 1
µ̂′Σ̂

−1
µ̂− k

n

òà âèêîðèñòàòè ¨¨ ïiä ÷àñ ïðîâåäåííÿ iìiòàöiéíîãî ìîäåëþâàííÿ çà ñõåìîþ îïèñàíîþ
âèùå. Çàóâàæèìî, ùî âåëè÷èíà ïiä êîðåíåì â (9) ìîæå íàáóâàòè âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ
ç äîäàòíîþ éìîâiðíiñòþ, ïðè÷îìó öÿ éiìîâiðíiñòü çðîñòàòèìå çi çìåíøåííÿì êiëü-
êîñòi åëåìåíòiâ iñòîðè÷íî¨ âèáiðêè n. Òîìó ó ðàçi âèêîðèñòàííÿ öi¹¨ îöiíêè iãíîðó-
âàòèìåìî âèáiðêè, äëÿ ÿêèõ âåëè÷èíà ïiä êîðåíåì ó (9) áóäå âiä'¹ìíîþ. Ðåçóëüòàòè
ìîäåëþâàííÿ çîáðàæåíî íà ðèñ. 2 i â òàáë. 2.

Ç òàáë. 2 áà÷èìî, ùî:

à) çáiæíiñòü îöiíîê äèñïåðñié äî âiäïîâiäíèõ àñèìïòîòè÷íèõ çíà÷åíü äåùî ñïî-
âiëüíèëèñÿ, õî÷à ïðè îáñÿçi âèáiðêè n = 2000 äîñÿãà¹òüñÿ äîáðå íàáëèæåííÿ
(íàïðèêëàä, ïðè k = 30 îöiíêà äèñïåðñi¨ äîðiâíþ¹ 1.1562 ïðè àñèìïòîòè÷íî-
ìó çíà÷åííi 1.0923);

á) îöiíêè ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü âæå ïðè îáñÿçi âèáiðêè n = 1000 áëèçüêi äî 0
(ïðè k = 30 ìà¹ìî �0.0441), òîáòî äî âiäïîâiäíîãî àñèìïòîòè÷íîãî çíà÷åííÿ;

â) âiäõèëåííÿ îöiíîê ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü âiä àñèìïòîòè÷íèõ çíà÷åíü ó âè-
ïàäêó âèêîðèñòàííÿ âèïðàâëåíî¨ îöiíêè ìàêñèìàëüíîãî âiäíîøåííÿ Øàðïà
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Ðèñ. 1. Îöiíêè ãóñòèí ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
√
n(ŜRSR −

SRSR) ïîðòôåëiâ ç ìàêñèìàëüíèì âiäíîøåííÿì Øàðïà ç k = 15
(çâåðõó), k = 30 (çíèçó) àêòèâiâ çà ïðèïóùåííÿ, ùî âåêòîð äîõiäíî-
ñòåé àêòèâiâ ïîðòôåëÿ ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië

ïîðòôåëÿ íå çàëåæàòü âiä êiëüêîñòi àêòèâiâ ó ïîðòôåëi k, íà âiäìiíó âiä
âèïàäêó âèêîðèñòàííÿ çâè÷àéíî¨ âèáiðêîâî¨ îöiíêè. Ïîäiáíi âèñíîâêè ðî-
áèìî i ç ðèñ. 2, íà ÿêîìó çîáðàæåíî îöiíêè ãóñòèí âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè√
n(ŜRSR, adj − SRSR) òà âiäïîâiäíi ¨ì àñèìïòîòè÷íi ãóñòèíè.
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n = 250 n = 500 n = 1000 n = 2000 n = 5000 Àñèìïò.
k = 15 Ñåðåäí¹ �0.1469 �0.0894 �0.0587 �0.0341 �0.0185 0

Äèñïåðñiÿ 1.5166 1.2692 1.1497 1.1021 1.0667 1.0508
k = 30 Ñåðåäí¹ �0.1239 �0.0645 �0.0441 �0.0323 �0.0137 0

Äèñïåðñiÿ 1.6930 1.3439 1.2133 1.1562 1.1220 1.0923

Òàáë. 2. Îöiíêè òà àñèìïòîòè÷íi çíà÷åííÿ ñåðåäíüîãî òà äèñïåðñi¨

âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
√
n(ŜRSR, adj −SRSR) ïîðòôåëiâ ç ìàêñèìàëü-

íèì âiäíîøåííÿì Øàðïà çà ïðèïóùåííÿ, ùî âåêòîð äîõiäíîñòåé
àêòèâiâ ïîðòôåëÿ ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië

4. Âèñíîâêè

Ïðîâåäåíî ñòàòèñòè÷íèé àíàëiç âèáiðêîâî¨ îöiíêè ìàêñèìàëüíîãî âiäíîøåííÿ
Øàðïà ïîðòôåëÿ. Îñêiëüêè âiäíîøåííÿ Øàðïà ¹ îäíèì ç íàéïîïóëÿðíiøèõ ïîêà-
çíèêiâ åôåêòèâíîñòi ïîðòôåëÿ òà ñòàòèñòè÷íi âëàñòèâîñòi ïîðòôåëÿ ç ìàêñèìàëüíèì
âiäíîøåííÿì Øàðïà ¹ íåçàäîâiëüíèìè, òî òåìàòèêà òàêîãî äîñëiäæåííÿ àêòóàëüíà.

Çíàéäåíî àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië âèáiðêîâî¨ îöiíêè ìàêñèìàëüíîãî âiäíîøåí-
íÿ Øàðïà ïîðòôåëÿ òà íà îñíîâi iìiòàöiéíîãî ìîäåëþâàííÿ äîñëiäæåíî øâèäêiñòü
çáiæíîñòi îöiíîê òî÷íèõ ðîçïîäiëiâ äî âiäïîâiäíèõ àñèìïòîòè÷íèõ. Âèÿâèëîñÿ, ùî
ó ðàçi âèêîðèñòàííÿ çâè÷àéíî¨ âèáiðêîâî¨ îöiíêè ¨é ïðèòàìàííå ñóòò¹âå çìiùåííÿ.
Òîìó, çàìiñòü òîãî, ùîá çáiëüøóâàòè îáñÿãè âèáiðîê iñòîðè÷íèõ äàíèõ ç ìåòîþ äîñÿã-
íåííÿ äîïóñòèìèõ çíà÷åíü äëÿ âiäõèëåííÿ, áóëî çàïðîïîíîâàíî âèïðàâëåíó îöiíêó
äëÿ ìàêñèìàëüíîãî âiäíîøåííÿ Øàðïà ïîðòôåëÿ. Íà îñíîâi iìiòàöiéíîãî ìîäåëþ-
âàííÿ îòðèìàíî, ùî äëÿ âèïðàâëåíî¨ îöiíêè çìiùåííÿ ¹ ïðàêòè÷íî âiäñóòíiì, àëå
øâèäêiñòü çáiæíîñòi îöiíîê äèñïåðñié äî âiäïîâiäíèõ àñèìïòîòè÷íèõ äåùî ñïîâiëü-
íèëàñÿ. Îñêiëüêè âèêîðèñòàííÿ âèáiðîê iñòîðè÷íèõ çíà÷åíü îáñÿãîì n = 2000-5000
(äèâ., íàïð., [14], äå äëÿ ïîáóäîâè ïîðòôåëiâ ç k = {50, 70, 90} àêòèâiâ âèêîðèñòà-
íî âèáiðêè îáñÿãîì 3500 ñïîñòåðåæåíü i [15], äå äëÿ ïîðiâíÿííÿ ïîðòôåëiâ ç òðüîõ
àêòèâiâ âèêîðèñòàíî âèáiðêó ùîäåííèõ äîõiäíîñòåé îáñÿãîì 2500 ñïîñòåðåæåíü, ùî
âiäïîâiäàþòü äåñÿòèði÷íîìó ïåðiîäó) íà ñüîãîäíi ¹ çâè÷íèì ÿâèùåì, òî îòðèìàíi
ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi íà ïðàêòèöi, îñîáëèâî çàïðîïîíîâàíà â ïðàöi
âèïðàâëåíà îöiíêà.
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Ðèñ. 2. Îöiíêè ãóñòèí ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè√
n(ŜRSR, adj − SRSR) ïîðòôåëiâ ç ìàêñèìàëüíèì âiäíîøåííÿì

Øàðïà ç k = 15 (çâåðõó), k = 30 (çíèçó) àêòèâiâ çà ïðèïóùåííÿ, ùî
âåêòîð äîõiäíîñòåé àêòèâiâ ïîðòôåëÿ ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië
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STATISTICAL ANALYSIS OF SHARPE RATIO OF THE SHARPE
RATIO OPTIMAL PORTFOLIO
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The paper is dedicated to statistical analysis of a sample estimator of the
Sharpe ratio of the Sharpe ratio optimal portfolio. Assuming that the vector
of portfolio asset returns is multivariate normally distributed the asymptotic
distribution of the Sharpe ratio sample estimator is found. The results of si-
mulation study show that such an estimator is signi�cantly biased. In the
paper adjusted estimator of the Sharpe ratio of the Sharpe ratio portfolio is
constructed. Using the simulation study it is shown that the bias of the adjusted
estimator is not signi�cant but the estimated variances converge slower to the
asymptotic values than for sample estimator.

Key words: asymptotic distribution, sample estimator, Sharpe ratio, Sharpe
ratio optimal portfolio.


