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Ðîçãëÿíóòî íåëiíiéíi ïàðàáîëi÷íi ñèñòåìè çi çìiííèìè ïîêàçíèêàìè íå-
ëiíiéíîñòi. Äîâåäåíî òåîðåìó ¹äèíîñòi óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ìiøàíî¨ çà-
äà÷i äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: íåëiíiéíà ïàðàáîëi÷íà ñèñòåìà, iíòåãðî-äèôåðåíöiéíà
ñèñòåìà, óçàãàëüíåíèé ïðîñòið Ëåáåãà, çìiííèé ïîêàçíèê íåëiíiéíîñòi.

1. Âñòóï

Íåõàé n ∈ N � ôiêñîâàíå ÷èñëî, Ω ⊂ Rn � îáìåæåíà îáëàñòü ç ìåæåþ ∂Ω ⊂ C1,
Qt1,t2 = Ω × (t1, t2), äå 0 ≤ t1 < t2 ≤ T , Ωτ = {(x, t) | x ∈ Ω, t = τ}, äå τ ∈ [0, T ].
Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ôóíêöié u = (u1, . . . , un) : Q0,T → Rn, π : Q0,T → R
òà θ : Q0,T → R, ùî çàäîâîëüíÿþòü òàêi ñïiââiäíîøåííÿ:

ut −A∆u+G |u|q(x)−2u+

∫
Ω

Z(x, t, y)u(y, t) dy +B θ +∇π = F (x, t) â Q0,T , (1)

divu = 0 â Q0,T , (2)

θt − a∆ θ + (b, u)Rn = f(x, t) â Q0,T , (3)∫
Ω

π(x, t) dx = 0 íà (0, T ), (4)

u|∂Ω×(0,T ) = 0, (5)

θ|∂Ω×(0,T ) = 0, (6)

u|t=0 = u0(x) â Ω, (7)

θ|t=0 = θ0(x) â Ω, (8)
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äå A,G, a > 0 � äåÿêi ÷èñëà, Z � ìàòðèöÿ-ôóíêöiÿ ïîðÿäêó n, B, b ∈ Rn � äåÿêi
âåêòîðè, q = q(x) � çìiííèé ïîêàçíèê íåëiíiéíîñòi.

Ñèñòåìè Íàâ'¹-Ñòîêñà ç ïîñòiéíèìè ïîêàçíèêàìè íåëiíiéíîñòi äîñëiäæóþòüñÿ â
[1], [2], [3] (äèâ. òàêîæ íàâåäåíó òàì ëiòåðàòóðó). Ïàðàáîëi÷íi ñèñòåìè Ñòîêñà òà iíøi
ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè ïîêàçíèêàìè íåëiíiéíîñòåé äîñëiäæåíî â [4], [5], [6]. Ñèñòåìè
Áóñiíåñêà äëÿ ðiâíÿíü Íàâ'¹-Ñòîêñà ç ïîñòiéíèìè ïîêàçíèêàìè íåëiíiéíîñòi âèâ÷åíî,
íàïðèêëàä, ó [7], [8]. Ñèñòåìè Ñòîêñà ç ïîñòiéíèìè òà çìiííèìè ïîêàçíèêàìè íåëi-
íiéíîñòåé äîñëiäæåíî â íàøèõ ïîïåðåäíiõ ïðàöÿõ [9], [10]. Ñèñòåìè Áóñiíåñêà-Ñòîêñà
çi çìiííèìè ïîêàçíèêàìè íåëiíiéíîñòi äîñëiäæåíî, ìàáóòü, âïåðøå.

2. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i òà îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ

Ñïåðøó ââåäåìî ïîòðiáíi íàì ïîçíà÷åííÿ. Íîðìó áàíàõîâîãî ïðîñòîðó B ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç || · ;B||. Íåõàé O = Ω àáî O = Q0,T , M(O) � ìíîæèíà âèìiðíèõ çà
Ëåáåãîì ôóíêöié v : O → R, s ∈ N, p ∈ [1,∞], Lp(O) � ñòàíäàðòíèé ïðîñòið Ëåáåãà,
Hs(Ω) òà Hs

0(Ω) � ñòàíäàðòíi ïðîñòîðè Ñîáîë¹âà

B+(O) :=
{
q ∈ L∞(O) | ess inf

y∈O
q(y) > 0

}
. (9)

Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ q ∈ B+(O) ÷åðåç q0, q
0 âèçíà÷èìî ÷èñëà

q0 := ess inf
y∈O

q(y), q0 := ess sup
y∈O

q(y), (10)

à ÷åðåç Sq � ôóíêöiþ

Sq(s) := max{sq0 , sq
0

}, s ≥ 0. (11)

ßêùî q ∈ B+(O) i q0 > 1, òî âèçíà÷èìî q′ ∈ B+(O) òàê:

q′(y) :=
q(y)

q(y)− 1
ìàéæå äëÿ âñiõ (ì.ä.â.) y ∈ O. (12)

Çàóâàæèìî, ùî
1

q(y)
+

1

q′(y)
= 1, y ∈ O.

Íåõàé q ∈ B+(O) i q0 ≥ 1. Óçàãàëüíåíèì ïðîñòîðîì Ëåáåãà Lq(y)(O) íàçèâàþòü
ëiíiéíèé ïðîñòið ôóíêöié v ∈M(O), äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

ρq(v;O) :=

∫
O

|v(y)|q(y) dy < +∞. (13)

Ðîçãëÿäàòèìåìî Lq(y)(O) ç íîðìîþ Ëþêñåìáóðãà

||v;Lq(y)(O)|| := inf{λ > 0 | ρq(v/λ;O) ≤ 1}. (14)

Êîëè q0 > 1, òî Lq(y)(O) ¹ ðåôëåêñèâíèì ñåïàðàáåëüíèì áàíàõîâèì ïðîñòîðîì (äèâ.
[11, c. 599, 600, 604]). Óçàãàëüíåíi ïðîñòîðè Ëåáåãà ââiâ Â. Îðëi÷ ó [12]. Âëàñòèâîñòi
òàêèõ ïðîñòîðiâ äîñëiäæåíî, çîêðåìà, ó [11], [13], [14], [15].
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Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ u ∈ L1(Q0,T ) = L1(0, T ;L1(Ω)) ìà¹ìî, ùî u(·, t) ∈ L1(Ω),
t ∈ (0, T ). Äëÿ çðó÷íîñòi ïèñàòèìåìî ïðîñòî u(t) çàìiñòü u(·, t). Íåõàé s ∈ N,

(u, v)Ω :=



∫
Ω

(u(x), v(x))Rn dx, u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) : Ω→ Rn,∫
Ω

u(x)v(x) dx, u, v : Ω→ R.
(15)

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Ñîáîë¹âà [Hs(Ω)]n çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

((u, v))s :=

n∑
i=1

(ui, vi)Hs(Ω), u, v ∈ [Hs(Ω)]n. (16)

Íåõàé

Cdiv :=
{
u ∈ [C∞0 (Ω)]n | divu = 0

}
, (17)

H � çàìèêàííÿ Cdiv â [L2(Ω)]n, (18)

Zs � çàìèêàííÿ Cdiv â [Hs(Ω)]n, (19)

äå

||h;H|| := ||h; [L2(Ω)]n|| =
n∑
l=1

||hl;L2(Ω)||,

h = (h1, . . . , hn) ∈ H,

||z;Zs|| :=
√

((z, z))s,

z = (z1, . . . , zn) ∈ Zs.
Òàêîæ íåõàé

V1 := Z1 ∩ [Lq(x)(Ω)]n,

U1(Q0,T ) := L2(0, T ;Z1) ∩ [Lq(x)(Q0,T )]n,

V2 := H1
0 (Ω),

U2(Q0,T ) := L2(0, T ;V2).

Âèçíà÷èìî äîïîìiæíi îïåðàòîðè òàê:

(Nu)(x, t) := G|u(x, t)|q(x)−2u(x, t), u = u(x, t); (20)

(E(t)z)(x) :=

∫
Ω

Z(x, t, y)z(y) dy, z = z(x); (21)

(Eu)(x, t) :=
(
E(t)u(t)

)
(x) =

∫
Ω

Z(x, t, y)u(y, t) dy, u = u(x, t). (22)

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

(A): A,G, a > 0, B, b ∈ Rn;
(Q): q ∈ B+(Ω), q0 > 1;
(E): Z � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n ç åëåìåíòàìè ç ïðîñòîðó L∞(Q0,T × Ω);
(F): F ∈ [L2(Q0,T )]n, f ∈ L2(Q0,T );
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(U): u0 ∈ H, θ0 ∈ L2(Ω).

Íåõàé h = min
{

2,
q0

q0 − 1

}
. Äàìî îçíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó íàøî¨ çàäà÷i.

Îçíà÷åííÿ 1. Òðiéêà ôóíêöié {u, π, θ} íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà-
÷i (1)�(8), ÿêùî

u ∈ U1(Q0,T ) ∩ C([0, T ];V ∗1 ),

ut ∈ [U1(Q0,T )]∗,

π ∈W−1,∞(0, T ;Lh(Ω)),

θ ∈ U2(Q0,T ) ∩ C([0, T ];V ∗2 ),

θt ∈ [U2(Q0,T )]∗;

äëÿ âñiõ z ∈ U1(Q0,T ), v ∈ U2(Q0,T ) òà τ ∈ (0, T ] âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi∫
Q0,τ

[
(ut, z)Rn +A

n∑
i=1

(uxi , zxi)Rn + (Nu, z)Rn + (Eu, z)Rn +

+ θ(B, z)Rn − (F, z)Rn
]
dxdt = 0, (23)∫

Q0,τ

[
θtv + a

n∑
i=1

θxivxi + (b, u)Rnv − fv
]
dxdt = 0; (24)

âèêîíóþòüñÿ ïî÷àòêîâi óìîâè (7)�(8); ôóíêöiÿ π çàäîâîëüíÿ¹ (1) â ñåíñi ïðîñòîðó
[D∗(Q0,T )]n i çàäîâîëüíÿ¹ (4) â ñåíñi ïðîñòîðó D∗(0, T ).

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ñòàòòi � òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A)�(U), òî çàäà÷à (1)�(8) íå ìîæå ìàòè
áiëüøå îäíîãî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó {u, π, θ}.

Ïåðø íiæ ïåðåéòè äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 ðîçãëÿíåìî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü, â
ÿêié âèíèêàþòü ñèñòåìè Áóñiíåñêà-Ñòîêñà (1)-(3).

3. Âèíèêíåííÿ êëàñè÷íî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü Áóñiíåñêà

Êîíâåêöiÿ, ÿêà ïîâ'ÿçàíà ç íåîäíîðiäíèì íàãðiâàííÿì, ¹ îäíèì íàéáiëüø ðîçïî-
âñþäæåíèì âèäîì ïðîòiêàííÿ ðiäèí i ãàçiâ ó Âñåñâiòi. Çíà÷íó ðîëü âîíà âiäiãðà¹ i â
ðiçíèõ òåõíi÷íèõ ïðèñòðîÿõ. Öå ïîÿñíþ¹ ïîñòiéíå çàöiêàâëåííÿ â÷åíèõ êîíâåêöi¹þ.
Îñòàííiì ÷àñîì öåé iíòåðåñ ñòèìóëþ¹òüñÿ òàêîþ îáñòàâèíîþ: çàäà÷i ïðî êîíâåêöiþ
äàþòü áàãàòî ìàòåðiàëó äëÿ ðîçðîáëåííÿ íîâèõ iäåé, ÿêi ñòîñóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ
ïîðÿäêó i õàîñó â ãiäðîäèíàìiöi, ïîâåäiíêè ãiäðîäèíàìi÷íèõ îá'¹êòiâ òîùî.

×àñòî ïðåäìåòîì âèâ÷åííÿ ¹ êîíâåêöiÿ â ïëîñêîìó ãîðèçîíòàëüíîìó øàði ðiäè-
íè, ÿêèé ïiäiãðiâàþòü çíèçó � êîíâåêöiÿ Ðåëåÿ-Áåíàðà. Âîíà ìiñòèòü ðèñè, ÿêi õàðàê-
òåðíi äëÿ áàãàòüîõ ÿâèù ãiäðîäèíàìi÷íî¨ íåñòiéêîñòi. Âîäíî÷àñ çà òàêî¨ êîíâåêöi¨,
÷åðåç âiäñóòíiñòü iíòåíñèâíîãî ïîòîêó, ïðîñòîðîâi òà ÷àñîâi åôåêòè â çíà÷íié ìiði
ðîçùåïëåíi, à öå ñòâîðþ¹ çíà÷íi óìîâè äëÿ åêñïåðèìåíòàëüíîãî, òà òåîðåòè÷íîãî ¨¨
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âèâ÷åííÿ. Êîíâåêöiÿ Ðåëåÿ-Áåíàðà äà¹ áàãàòî ìîæëèâîñòåé äëÿ äîñëiäæåííÿ ïðîöå-
ñiâ ñàìîâiëüíîãî âèíèêíåííÿ âïîðÿäêîâàíèõ ïðîñòîðîâèõ ñòðóêòóð i ñòàâèòü öiêàâi
çàïèòàííÿ ùîäî ðåàëiçàöi¨ ôîðì i ìàñøòàáiâ òå÷ié � âiäáîðó òèõ, ÿêi âèÿâëÿþòüñÿ
íàéáiëüø îïòèìàëüíèìè.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (äèâ. [16, c. 3�5]), ÿêà îõîïëþ¹ ñèñòåìó ãiäðîäèíàìi÷íèõ
ðiâíÿíü â íàáëèæåííi Áóñiíåñêà (àáî Îáåðáåêà-Áóñiíåñêà). Âiçüìåìî ïëîñêèé ãîðè-
çîíòàëüíèé øàð ðiäèíè 0 ≤ z ≤ h (âiñü OZ äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò (x, y, z)
íàïðÿìëåíà ââåðõ) i áóäåìî ââàæàòè, ùî òåìïåðàòóðà T = T (x, y, z, t) éîãî íåäåôîð-
ìîâàíèõ âåðõíiõ i íèæíiõ ïîâåðõîíü ôiêñîâàíà

T |z=0 = T1, T |z=h = T2 ≡ T1 −∆T, (25)

äå ∆T = βh, β � íåçáóðåíèé ãðàäi¹íò òåìïåðàòóðè. Ùiëüíiñòü ðiäèíè ρ ââàæà¹òüñÿ
ôóíêöiÿ ëèøå îäíi¹¨ òåìïåðàòóðè T (òîáòî ïðèïóñêà¹òüñÿ íåñòèñíåííiñòü)

ρ− ρ0 = −ρ0α(T − T0). (26)

Òóò ρ0 � çíà÷åííÿ ùiëüíîñòi ïðè äåÿêié, âèáðàíié ïîòðiáíèì ÷èíîì �ñåðåäíié� òåìïå-
ðàòóði T0, α � êîåôiöi¹íò îá'¹ìíîãî òåïëîâîãî ðîçøèðåííÿ. Âiäîìî, ùî ïðè ìàëîìó
α i ìàëié âàðiàöi¨ ìàòåðiàëüíèõ ïàðàìåòðiâ ñåðåäîâèùà (êiíåìàòè÷íî¨ â'ÿçêîñòi ν òà
òåìïåðàòóðîïðîâiäíîñòi χ) äëÿ äîâîëi ïîâiëüíèõ ïðîöåñiâ, ùiëüíiñòü i öi ïàðàìåòðè
ìîæíà ââàæàòè ñòàëèìè äëÿ âñiõ ÷ëåíiâ ðiâíÿííÿ, êðiì îäíîãî: âàðiàöiÿ ùiëüíîñòi
çáåðiãà¹òüñÿ òàì, äå âîíà ìíîæèòüñÿ íà ïðèñêîðåííÿ ñèëè òÿæiííÿ g (öåé ÷ëåí ¹ àð-
õiìåäîâîþ ñèëîþ, ÿêà i ïîðîäæó¹ êîíâåêöiþ). Çà öèõ i äåÿêèõ iíøèõ óìîâ êëàñè÷íi
ðiâíÿííÿ Áóñiíåñêà íàáóâàþòü âèãëÿäó (äèâ. [16, c. 4])

∂u

∂t
+ (u,∇)u = −∇p

′

ρ0
− αθ g + ν∆u, (27)

∂T

∂t
+ (u,∇)T = χ∆T, (28)

divu = 0, (29)

äå u � øâèäêiñòü ðiäèíè, θ = T − T1 + βz � çáóðåííÿì òåìïåðàòóðè, p′ � çáóðåííÿ
òèñêó p, òîáòî éîãî âiäõèëåííÿ âiä ðîçïîäiëó, ùî âiäïîâiäà¹ öüîìó òåìïåðàòóðíîìó
ïðîôiëþ, g = (0, 0,−g). Òðàäèöiéíî òàêi ðiâíÿííÿ äîïîâíþþòü âiäïîâiäíèìè êðàéî-
âèìè i ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè, ùî ìè i ðîáèìî äàëi.

Ó ëiòåðàòóði çóñòði÷à¹òüñÿ äåêiëüêà ñïîñîáiâ ïåðåõîäó â öié çàäà÷i äî áåçðîçìið-
íèõ çìiííèõ. Äàëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàéáiëüø ðîçïîâñþäæåíèé. ßê îäèíèöi
äîâæèíè âèáåðåìî òîâùèíó øàðó h, îäèíèöi ÷àñó � ÷àñ âåðòèêàëüíî¨ äèôóçi¨ òåïëà
τu = h2/χ, îäèíèöi òåìïåðàòóðè � ðiçíèöþ òåìïåðàòóð ∆T ìiæ ïîâåðõíÿìè øàðó.
Òîäi (27)�(29) íàáóäå òàêîãî áåçðîçìiðíîãî âèãëÿäó (äèâ. [16, c. 4�5]):

1

P

[∂u
∂t

+ (u,∇)u
]
= −∇π + ẑR θ + ∆u, (30)

∂θ

∂t
+ (u,∇)θ = ∆θ + uz, (31)

divu = 0. (32)
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Òóò R =
αg∆Th3

νχ
òà P =

ν

χ
� îñíîâíi ïàðàìåòðè, ùî õàðàêòåðèçóþòü ðåæèì êîíâåê-

öi¨, ÿêi íàçèâàþòüñÿ ÷èñëàìè Ðåëåÿ i Ïðàíäòëÿ âiäïîâiäíî, π � áåçðîçìiðíà ôîðìà

âåëè÷èíè
p′

ρ0
, ẑ � îäèíè÷íèé âåêòîð ó íàïðÿìi îñi OZ.

Àíàëîãi÷íî ÿê â [16, c. 5] ââàæàòèìåìî u òà θ íåñêií÷åííî ìàëèìè òà ëiíåà-
ðèçó¹ìî ðiâíÿííÿ (30)�(31). Îòðèìà¹ìî òàêó ñèñòåìó ðiâíÿíü, ÿêó íàçèâàòèìåìî
ñèñòåìîþ Áóñiíåñêà-Ñòîêñà:

1

P

∂u

∂t
−∆u− ẑR θ = −∇π, (33)

∂θ

∂t
−∆θ − uz = 0, (34)

divu = 0. (35)

Íàøà ñèñòåìà (1)-(3) ¹ ïåâíèì óçàãàëüíåííÿì ùîéíî îòðèìàíî¨ ñèñòåìè (33)-(35).

4. Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ

Íåõàé Z≥−1 := {s ∈ Z | s ≥ −1}, s ∈ Z≥−1, p ∈ [1,∞], W s,p(Ω) � ñòàíäàðòíèé
ïðîñòið Ñîáîë¹âà, Y � äåÿêèé áàíàõiâ ïðîñòið,
W 0,p(0, T ;Y ) := Lp(0, T ;Y ) òà

W−1,p(0, T ;Y ) :=

{
f ∈ D∗(0, T ;Y )

∣∣∣ f = f0+

N∑
j=1

∂fj
∂yj

, fj ∈ Lp(0, T ;Y ) (0 ≤ j ≤ N)

}
.

Íàãàäà¹ìî îäíå âiäîìå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1 (óçàãàëüíåíà òåîðåìà äå Ðàìà, äèâ. òâåðäæåííÿ 7 [4, ñ. 171]).
Íåõàé Ω ⊂ Rn � âiäêðèòà îáìåæåíà îáëàñòü ç ëiïøèöåâîþ ìåæåþ, T > 0, s1, s2 ∈
Z≥−1, h1, h2 ∈ [1,∞], F ∈W s1,h1(0, T ; [W s2,h2(Ω)]n). Òîäi ÿêùî

〈F(·), v〉[D(Ω)]n = 0 â D∗(0, T ) (36)

äëÿ âñiõ v ∈ Cdiv, òî iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò

π ∈W s1,h1(0, T ;W s2+1,h2(Ω)), (37)

ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

∇π = F â ïðîñòîði [D∗(Q0,T )]n, (38)∫
Ω

π(x, ·) dx = 0 â ïðîñòîði D∗(0, T ). (39)

Êðiì òîãî, iñíó¹ òàêå ÷èñëî C1 > 0 (ÿêå íå çàëåæèòü âiä F , π), ùî

||π;W s1,h1(0, T ;W s2+1,h2(Ω))|| ≤ C1||F ;W s1,h1(0, T ; [W s2,h2(Ω)]n)||. (40)

Çàðàç íàâåäåìî êiëüêà äîïîìiæíèõ îöiíîê.
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Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî u = (u1, ..., un) ∈ [L2(O)]n, äå O = Ω ÷è O = Q0,T , òî

|| |u|;L2(O)||2 =

∫
O

|u|2 dy =

n∑
l=1

||ul;L2(O)||2 ≤ n||u; [L2(O)]n||2,

|| |u|;L2(O)|| ≤
√
n||u; [L2(O)]n||. (41)

Ëåìà 1. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (E), òî îïåðàòîðè E : [L2(Q0,T )]n → [L2(Q0,T )]n,
E(t) : [L2(Ω)]n → [L2(Ω)]n, t ∈ (0, T ), ¹ ëiíiéíèìè, îáìåæåíèìè òà íåïåðåðâíèìè.
Êðiì òîãî, âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

|| |E(t)z|;L2(Ω)|| ≤ E0 · || |z|;L2(Ω)|| ≤
√
nE0||z; [L2(Ω)]n||, z ∈ [L2(Ω)]n, (42)

|| |Eu|;L2(Q0,τ )|| ≤ E0|| |u|;L2(Q0,τ )|| ≤

≤
√
nE0||u; [L2(Q0,τ )]n||, u ∈ [L2(Q0,T )]n, (43)

τ ∈ (0, T ], äå E0 = ess sup
t∈(0,T )

(∫
Ω

dx

∫
Ω

||Z(x, t, y)||2n dy
)1/2

, || · ||n � íîðìà ìàòðèöi.

Äîâåäåííÿ. Ç íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî é óìîâè (E) âèïëèâà¹, ùî

|| |E(t)z|;L2(Ω)||2 =

∫
Ω

|(E(t)z)(x)|2 dx =

=

∫
Ω

∣∣∣∫
Ω

Z(x, t, y)z(x) dy
∣∣∣2 dx ≤

≤
∫
Ω

∣∣∣∫
Ω

||Z(x, t, y)||n · |z(y)| dy
∣∣∣2 dx ≤

≤
∫
Ω

(∫
Ω

||Z(x, t, y)||2n dy
)(∫

Ω

|z(y)|2 dy
)
dx ≤

≤ |E0|2
∫
Ω

|z(y)|2 dy =

= |E0|2 · || |z|;L2(Ω)||,

òîáòî ìà¹ìî (42). Îöiíêó (43) äîâîäèìî àíàëîãi÷íî. �

5. Äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Íåõàé {u1, π1, θ1} òà {u2, π2, θ2} ¹ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i (1)�(8),
w = u1 − u2, M = θ1 − θ2. Çàïèøåìî ðiâíîñòi (23)�(24) äëÿ òðiéêè {u1, π1, θ1}:∫

Q0,τ

[
(u1
t , z)Rn +A

n∑
i=1

(u1
xi , zxi)Rn + (G|u1|q(x)−2u1, z)Rn + (Eu1, z)Rn +

+ θ1(B, z)Rn − (F (x, t), z)Rn
]
dxdt = 0, (44)
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Q0,τ

[
θ1
t v + a

n∑
i=1

θ1
xivxi + (b, u1)Rnv − f(x, t)v

]
dxdt = 0. (45)

Çàïèøåìî (23)�(24) äëÿ {u2, π2, θ2}:∫
Q0,τ

[
(u2
t , z)Rn +A

n∑
i=1

(u2
xi , zxi)Rn + (G|u2|q(x)−2u2, z)Rn + (Eu2, z)Rn +

+ θ2(B, z)Rn − (F (x, t), z)Rn
]
dxdt = 0, (46)∫

Q0,τ

[
θ2
t v + a

n∑
i=1

θ2
xivxi + (b, u2)Rnv − f(x, t)v

]
dxdt = 0. (47)

Âiäíÿâøè (46) âiä (44) i (47) âiä (45), îòðèìà¹ìî:∫
Q0,τ

[
(wt, z)Rn +A

n∑
i=1

(wxi , zxi)Rn +G(|u1|q(x)−2u1 − |u2|q(x)−2u2, z)Rn + (Ew, z)Rn +

+M(B, z)Rn
]
dxdt = 0, (48)∫

Q0,τ

[
Mtv + a

n∑
i=1

Mxivxi + v(b, w)Rn
]
dxdt = 0. (49)

Âiçüìåìî â (48) z = w, à â (49) v = M . Äîäàâøè îòðèìàíi ðiâíîñòi îäåðæèìî:∫
Q0,τ

[
(wt, w)Rn +MtM +A

n∑
i=1

|wxi |2 + a

n∑
i=1

|Mxi |2
]
dxdt = I, (50)

äå

I = −
∫

Q0,τ

[
G(|u1|q(x)−2u1 − |u2|q(x)−2u2, u1 − u2)Rn +

+ (Ew,w)Rn +M(B,w)Rn +M(b, w)Rn
]
dxdt.

Âèêîðèñòàâøè îöiíêó (43), îòðèìà¹ìî òàêå:

I ≤
∫

Q0,τ

[
|Ew| · |w|+ |M | · |B + b| · |w| dxdt ≤ C1

∫
Q0,τ

(
|w|2 + |M |2

)
dxdt.

Òîìó îñêiëüêè∫
Q0,τ

[
(wt, w)Rn +MtM

]
dxdt =

1

2

∫
Ωτ

|w|2 dx+
1

2

∫
Ωτ

|M |2 dx,

òî ç (50) îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

1

2

∫
Ωτ

[
|w|2 + |M |2

]
dx ≤ C1

∫
Q0,τ

(
|w|2 + |M |2

)
dxdt, τ ∈ (0, T ].



154
Ìàð'ÿíà ÕÎÌÀ

ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2022. Âèïóñê 94

Òîìó, âèêîðèñòàâøè ëåìó Ãðîíóîëà-Áåëìàíà, çâiäñè îòðèìà¹ìî, ùî∫
Ωτ

[
|w|2 + |M |2

]
dx ≤ 0, τ ∈ (0, T ].

Îòæå, u1 = u2 òà θ1 = θ2.

Äàëi ïðîðîáèìî ñòàíäàðòíi ïåðåòâîðåííÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [17, c. 200�201]). Ç
(23)�(24) äëÿ ôóíêöié u1 = u2 òà θ1 = θ2 íà ïiäñòàâi òâåðäæåííÿ 1 ìàòèìåìî ðiâíiñòü
∇(π1 − π2) = 0 â ñåíñi ïðîñòîðó [D∗(Q0,T )]n. Òîìó π1(t) − π2(t) = c(t) äëÿ ìàéæå
âñiõ t ∈ (0, T ) i àíàëîãi÷íî ÿê â [17, c. 200], âèêîðèñòàâøè óìîâó (4), ìàòèìåìî c = 0.
Îòæå, π1 = π2 i òåîðåìó äîâåäåíî. �
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