
ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2022. Âèïóñê 94. Ñ. 79�88

Visnyk of the Lviv Univ. Series Mech. Math. 2022. Issue 94. P. 79�88

http://publications.lnu.edu.ua/bulletins/index.php/mmf

doi: http://dx.doi.org/10.30970/vmm.2022.94.079-088

ÓÄÊ 517.53

ÏÐÎ ÀÁÑÖÈÑÓ IÑÍÓÂÀÍÍß ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÃÎ ×ËÅÍÀ

ÂÈÏÀÄÊÎÂÈÕ ÐßÄIÂ ÄIÐIÕËÅ Ç ÄÎÂIËÜÍÈÌÈ

ÄÎÄÀÒÍÈÌÈ ÏÎÊÀÇÍÈÊÀÌÈ

Àíäðié ÁÎÄÍÀÐ×ÓÊ, Ìàðiÿ ÊÓÐÈËßÊ,

Îëåã ÑÊÀÑÊIÂ

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. I. Ôðàíêà,

âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà 1, 79000, ì. Ëüâiâ

e-mails: 8andriy1111@gmail.com, kuryliakmariya@gmail.com,

olskask@gmail.com

Íåõàé (Ω,A,P) � ôiêñîâàíèé éìîâiðíiñíèé ïðîñòið, (fn(ω)) � ïîñëi-
äîâíiñòü êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, Λ = (λn(ω)) � ïîñëi-
äîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ äiéñíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí íà öüîìó éìîâiðíiñíîìó
ïðîñòîði, ïðè÷îìó ïîïàðíî ðiçíèõ, òîáòî òàêèõ, ùî ìàéæå íàïåâíî (ì.í.)
λk(ω) 6= λn(ω), ÿêùî k 6= n. Äîâåäåíî, ùî äëÿ àáñöèñè σµ(F, ω) iñíóâàííÿ
ìàêñèìàëüíîãî ÷ëåíà ðÿäó Äiðiõëå

F (z) = F (z, ω) =

+∞∑
n=0

fn(ω)ezλn(ω),

ì.í. âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

σµ(F, ω) = lim
n→+∞

− ln |fn(ω)|
λn(ω)

.

Ó âèïàäêó, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà lnn = o(ln |fn(ω)|) (n → +∞), òî
àáñöèñè çáiæíîñòi é àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi ðÿäó Äiðiõëå äîðiâíþþòü àáñöè-
ñi iñíóâàííÿ ìàêñèìàëüíîãî ÷ëåíà. Îòðèìàíi òâåðäæåííÿ çàñòîñîâàíî äî
ãàóñîâèõ ðÿäiâ Äiðiõëå, òîáòî ðÿäiâ ç äåòåðìiíîâàíîþ ïîñëiäîâíiñòþ ïîêàç-
íèêiâ λn(ω) ≡ λ ∈ R+ ó âèïàäêó, êîëè êîåôiöi¹íòè fn ∈ NC(0, σ2

n), òîáòî,
¹ öåíòðîâàíèìè êîìïëåêñíîçíà÷íèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ç äèñïåð-
ñi¹þ σ2

n.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ðÿä Äiðiõëå, ãàóñîâi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, àáñöèñà iñíó-
âàííÿ ìàêñèìàëüíîãî ÷ëåíà, àáñöèñà çáiæíîñòi.
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1. Àáñöèñè çáiæíîñòi âèïàäêîâèõ ðÿäiâ Äiðiõëå: çàãàëüíèé

âèïàäîê

Íåõàé (Ω,A,P) � ôiêñîâàíèé éìîâiðíiñíèé ïðîñòið, äå Ω � ïðîñòið åëåìåíòàð-
íèõ ïîäié, A � σ-àëãåáðà ïiäìíîæèí Ω, à P � çëi÷åííî-àäèòèâíà éìîâiðíiñíà ìiðà,
âèçíà÷åíà íà σ-àëãåáði A, òîáòî éìîâiðíiñòü. Íåõàé òàêîæ f = (fn(ω))+∞n=0 � ïîñëi-
äîâíiñòü êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, Λ = (λn(ω))+∞n=0 � ïîñëiäîâíiñòü
íåâiä'¹ìíèõ äiéñíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí íà öüîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði, ïðè÷îìó
ïîïàðíî ðiçíèõ, òîáòî òàêèõ, ùî ìàéæå íàïåâíî (ì.í.) λs(ω) 6= λl(ω), ÿêùî s 6= l.

×åðåç D ïîçíà÷èìî êëàñ âèïàäêîâèõ ðÿäiâ Äiðiõëå âèãëÿäó

(1) F (z) = F (z, ω) =

+∞∑
n=0

fk(ω)ezλk(ω),

äå z ∈ C, ω ∈ Ω òàêèõ, ùî êîæíèé ðÿä F (z, ω) ç öüîãî êëàñó çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó:
(∀ω ∈ Ω)(∃x∗ = x∗(F, ω) < 0) :

fk(ω)ex∗λk(ω) → 0 (n→ +∞) ì.í.

Íåõàé Πx := {z ∈ C : Re z < x} � ïiâïëîùèíà êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C.
Ïîçíà÷èìî àáñöèñè çáiæíîñòi âèïàäêîâîãî ðÿäó Äiðiõëå F (z, ω):
σa(F, ω) := sup{x : ðÿä F (z, ω) çáiæíèé àáñîëþòíî â Πx};
σçá(F, ω) := sup{x : ðÿä F (z, ω) çáiæíèé â Πx};
σµ(F, ω) := sup{σ : (∀x < σ)[fk(ω)exλk(ω) → 0, n → +∞)]} � àáñöèñà iñíóâàííÿ

ìàêñèìàëüíîãî ÷ëåíà ðÿäó F (z, ω).
Ìàêñèìàëüíèé ÷ëåí ðÿäó F (z, ω) ïîçíà÷à¹ìî
µ(x, F ) := sup{|fk(ω)|exλk(ω) : n ∈ Z+}.
Âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [1,3,4,6]), ùî ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíiñòü ïîêàçíèêiâ

Λ = (λk(ω)), λk(ω) ≡ λk ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ äî íåñêií÷åííîñòi ïîñëiäîâíiñòþ,
òîáòî λk < λn+1 ↑ +∞, 0 6 n ↑ +∞ i

τ(Λ) := lim
n→+∞

lnn

λk
= 0,

òî çà òåîðåìîþ Âàëiðîíà

σ(F ) = σçá(F ) = α0(F ) := lim
n→+∞

ln |ak|
λk

äëÿ ðÿäó Äiðiõëå ç äåòåðìiíîâàíîþ ïîñëiäîâíiñòþ êîåôiöi¹íòiâ fk(ω) ≡ ak. Çàçíà÷è-
ìî, ùî ó öüîìó âèïàäêó íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî α0(F ) = σµ(F ), òîìó

σ(F ) = σçá(F ) = α0(F ) = σµ(F ).

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó

σ(F ) 6 σçá(F ) 6 σµ(F ) 6 σ(F ) + τ.

Iñíóþòü ðÿäè Äiðiõëå (äèâ., íàïðèêëàä, [2,3]), äëÿ ÿêèõ äîñÿãàþòüñÿ âñi ðiâíîñòi
â îñòàííié ïîòðiéíié íåðiâíîñòi. Çîêðåìà, iñíóþòü òðè ðÿäè Äiðiõëå F1, F2, F3 òàêi,
ùî

σ(F1) = σµ(F1), σçá(F2) = σµ(F2), σµ(F3) = σ(F3) + τ.

Ó ñòàòòi [4] äîâåäåíî òàêå òâåðäæåííÿ.
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Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü Λ = (λk(ω)) òàêà, ùî

(2) lim
n→+∞

λk(ω) > 0 ì.í.

ßêùî F ∈ D, òî

σµ(F, ω) = α0(F, ω) := lim
n→+∞

− ln |fk(ω)|
λk(ω)

ì.í.

Ó çâ'ÿçêó ç öèì âèíèêà¹ çàïèòàííÿ íàñêiëüêè óìîâà (2) ¹ iñòîòíîþ äëÿ òîãî,
ùîá σµ(F, ω) = α0(F, ω) ì.í.?

Íåñêëàäíî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ òàêå: ÿêùî

lim
n→+∞

λk(ω) = 0,

òî

F ∈ D ⇐⇒ fk(ω)→ 0 (n→ +∞).

Ç îñòàííüîãî æ, î÷åâèäíî, âèïëèâà¹, ùî

σµ(F, ω) = +∞ = α0(F, ω).

Ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêå çàãàëüíiøå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé

(3) lim
n→+∞

λk(ω) < +∞ ì.í.

1. ßêùî F ∈ D, òî σµ(F, ω) = +∞ = α0(F, ω) ì.í.
2. F ∈ D ⇐⇒ fk(ω)→ 0 (n→ +∞).

Äîâåäåííÿ. Ç íàëåæíîñòi ðÿäó F äî êëàñó D âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ x∗ < 0 òàêîãî, ùî

fk(ω)ex∗λk(ω) → 0 (k → +∞).

Ç óìîâè (3) ìà¹ìî, ùî λ∗(ω) := sup{λk(ω) : n ∈ Z+} ∈ (0,+∞) ì.í.
Íåõàé x > 0 � äîâiëüíå ÷èñëî. Òîäi

|fk(ω)|exλk(ω) = |fk(ω)|ex∗λk(ω) · e(x−x∗)λk(ω) 6

6 |fk(ω)|ex∗λk(ω) · e|x−x∗|λ∗(ω) → 0 (k → +∞)

ÿê äîáóòîê íåñêií÷åííî ìàëî¨ ïîñëiäîâíîñòi íà ñòàëó C = e|x−x∗|λ∗(ω). Çâiäñè, ç
îäíîãî áîêó, ÷åðåç äîâiëüíiñòü ó âèáîði ÷èñëà x > 0 îòðèìó¹ìî, ùî σµ(F, ω) = +∞.
Ç iíøîãî áîêó,

|fk(ω)| 6 |fk(ω)|exλk(ω) → 0 (n→ +∞),

çâiäêè α0(F, ω) = +∞.
Íàâïàêè, î÷åâèäíî òàêå: ÿêùî fk(ω)→ 0 (n→ +∞), òî F ∈ D. �

Ç òâåðäæåíü 1 i 2 îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ, ÿêå âêàçó¹ íà òå, ùî âèñíîâîê
òâåðäæåííÿ 1 ïðàâèëüíèé â êëàñi D áåç óìîâè (2). Ñàìå, ó íüîìó îòðèìó¹ìî âè-
÷åðïíó âiäïîâiäü íà ñôîðìóëüîâàíå âèùå ïèòàííÿ ïðî iñòîòíiñòü óìîâè (2) äëÿ ðÿäó
F ∈ D.

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé F ∈ D. Òîäi σµ(F, ω) = α0(F, ω) ì.í.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé

N1 = N1(ω) := {n ∈ Z+ : λk(ω) 6 1},
N2 = N2(ω) := Z+ \ N1.

Äëÿ F ∈ D ðîçãëÿíåìî äâà ðÿäè

F1(z, ω) =
∑
n∈N1

fk(ω)ezλk(ω),

F2(z, ω) =
∑
n∈N2

fk(ω)ezλk(ω).

Ç òâåðäæåííÿ 1 ó âèïàäêó F2 ∈ D ìà¹ìî, ùî

σµ(F2, ω) = α0(F2, ω) = lim
n→+∞, n∈N2

− ln |fk(ω)|
λk(ω)

.

Ç òâåðäæåííÿ 2 ó âèïàäêó F1 ∈ D îòðèìó¹ìî, ùî

σµ(F1, ω) = α0(F1, ω) = +∞.
Çàóâàæèìî òåïåð, ùî F ∈ D =⇒ àáî i) F1 ∈ D, àáî æ ii) F2 ∈ D.

i) ßêùî F1 6∈ D, òî àáî

(∀x) : fk(ω)exλk(ω) 6→ 0 (n→ +∞, n ∈ N1),

ùî íåìîæëèâî, àáî |N1| < +∞, à öå îçíà÷à¹, ùî

N1 = N \ {n : 0 6 n 6 n0 < +∞}.
Òîäi, F2 ∈ D i, òîìó,

σµ(F, ω) = σµ(F2, ω) = α0(F2, ω) = α0(F, ω).

ii) ßêùî F2 6∈ D, òî àáî

(∀x) : fk(ω)exλk(ω) 6→ 0 (n→ +∞, n ∈ N2),

ùî íåìîæëèâî, àáî |N2| < +∞, à öå îçíà÷à¹, ùî

N2 = N \ {n : 0 6 n 6 n0 < +∞}.
Òîäi, F1 ∈ D i, òîìó,

σµ(F, ω) = σµ(F1, ω) = α0(F1, ω) = α0(F, ω),

òîáòî

σµ(F, ω) = α0(F, ω) = +∞.
Çàëèøà¹òüñÿ ðîçãëÿíóòè âèïàäîê F1 ∈ D i F2 ∈ D. Òîäi, ç îäíîãî áîêó, î÷åâèäíî,

ùî

σµ(F, ω) = inf{σµ(F1, ω), σµ(F2, ω)} = inf{α0(F1, ω), α0(F2, ω)},
à ç iíøîãî áîêó �

inf{α0(F1, ω), α0(F2, ω)} = α0(F, ω).

Òâåðäæåííÿ 3 äîâåäåíî ïîâíiñòþ. �

Çà äîïîìîãîþ òâåðäæåííÿ 3 äàëi îòðèìà¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.
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Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé F ∈ D. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà lnn = o(ln |fk(ω)|) (n →
+∞), òî ì.í.

σa(F, ω) = σçá(F, ω) = α0(F, ω) = σµ(F, ω).

Òâåðäæåííÿ 5 äîâåäåíå â [7] (òàêîæ äèâ. [4, 6, 8], äå öå òâåðäæåííÿ ôîðìóëþ¹-
òüñÿ ó íàâåäåíîìó íèæ÷å âèãëÿäi).

Òâåðäæåííÿ 5. Íåõàé F ∈ D. Òîäi

σa(F, ω) 6 σçá(F, ω) 6 α0(F, ω) (∀ω ∈ Ω),

i

(4) σa(F, ω) > γ(ω)α0(F, ω)− δ(ω) > γ(ω)σçá(F, ω)− δ(ω)

äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí γ, δ i äëÿ âñiõ ω ∈ Ω òàêèõ, ùî γ(ω) > 0
i

(5)

+∞∑
n=0

|fk(ω)|1−γ(ω)e−δ(ω)λk(ω) < +∞.

Çàçíà÷èìî, ùî ó ñòàòòi [4] ðîçãëÿäàþòüñÿ ðÿäè Äiðiõëå ç ì.í. ïîïàðíî ðiçíèìè
íåâiä'¹ìíèìè ïîêàçíèêàìè òàêèìè, ùî lim

n→+∞
λn(ω) > 0 ì.í. i åëåìåíòàðíèé àíà-

ëiç äîâåäåííÿ çi ñòàòòi [7] ïîêàçó¹, ùî öå òâåðäæåííÿ ïðàâèëüíå i äëÿ êëàñó ðÿäiâ
Äiðiõëå, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ ó öié ñòàòòi, òîáòî, òâåðäæåííÿ 5 çàëèøà¹òüñÿ ïðàâèëü-
íèì áåç öi¹¨ îñòàííüî¨ óìîâè. Ç òâåðäæåíü 3 i 5 îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ 6 (öå
òâåðäæåííÿ 5 ç [4], äîâåäåíå òàì çà óìîâè lim

n→+∞
λn(ω) > 0 ì.í.).

Òâåðäæåííÿ 6. Íåõàé F ∈ D(Λ) ìà¹ âèãëÿä (1). ßêùî äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié

γ, δ : Ω → R i âñiõ ω ∈ Ω òàêèõ, ùî γ(ω) > 0 ì.í. âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (5), òî ì.í.

âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

σa(F, ω) > γ(ω)α0(F, ω)− δ(ω) = γ(ω)σµ(ω)− δ(ω) > γ(ω)σçá(F, ω)− δ(ω).(6)

ßêùî ïîâòîðèòè äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 9 çi ñòàòòi [4] íà ïiäñòàâi òâåðäæåí-
íÿ 6, òî ìè îòðèìà¹ìî, ùî òâåðäæåííÿ 9 ïðàâèëüíå i áåç óìîâè lim

n→+∞
λn(ω) > 0 ì.í.

Çîêðåìà, ñïðàâäæó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ 7.

Òâåðäæåííÿ 7. Íåõàé F ∈ D i ìà¹ âèãëÿä (1), à

h1(ω) := lim
n→+∞

− ln |fk(ω)|
lnn

,

h2(ω) := lim
n→+∞

− ln |fk(ω)|
lnn

.

10. ßêùî h1(ω) ∈ [−∞, 0) ì.í., òî íåðiâíîñòi

σa(F, ω) > (1− γ1(ω))α0(ω) = (1− γ1(ω))σµ(F, ω) > (1− γ1(ω))σçá(F, ω)(7)

âèêîíóþòüñÿ ì.í. ç γ1(ω) =
1

h1(ω)
.
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20. ßêùî h2(ω) ∈ (1,+∞] ì.í., òî íåðiâíîñòi (7) âèêîíóþòüñÿ ì.í. ç γ1(ω) =
1

h2(ω)
. Ó öüîìó âèïàäêó ââàæà¹ìî, ùî 1/∞ = 0.

30. ßêùî (|fk(ω)|) � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, òî ó âè-

ïàäêó, êîëè h1(ω) ∈ (−∞, 0) ì.í. àáî h2(ω) ∈ (1,+∞) ì.í., âiäïîâiäíî, iñíó-
þòü h1 ∈ (−∞, 0) àáî h2 ∈ (1,+∞), âiäïîâiäíî, òàêi, ùî h1(ω) = h1 ì.í. àáî

h2(ω) = h2 ì.í., âiäïîâiäíî, i íåðiâíîñòi (7) âèêîíóþòüñÿ ì.í. ç γ1(ω) =
1

h1

àáî ç γ1(ω) =
1

h2
, âiäïîâiäíî.

Ç òâåðäæåííÿ 7 i òâåðäæåííÿ 8 çi ñòàòòi [4], çîêðåìà, îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåí-
íÿ.

Òâåðäæåííÿ 8. Íåõàé F ∈ D. ßêùî ì.í.

τ(Λ, ω) := lim
n→+∞

lnn

λk(ω)
= 0 àáî lnn = o(ln |fk(ω)|) (n→ +∞),

òî ì.í. âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

σçá(F, ω) = σa(F, ω) = σµ(F, ω) = α0(F, ω).

Çàçíà÷èìî, ùî öå òâåðäæåííÿ ïîðiâíÿíî ç ïîäiáíèì òâåðäæåííÿì 10 çi ñòàò-
òi [4], íå ìiñòèòü óìîâè lim

n→+∞
λn(ω) > 0 ì.í., à òàêîæ äåùî óòî÷íþ¹ ñàìå éîãî

ôîðìóëþâàííÿ.

2. Ãàóñîâi ðÿäè Äiðiõëå ç äåòåðìiíîâàíèìè íåâiä'¹ìíèìè

ïîêàçíèêàìè

Ó öüîìó ïóíêòi ðîçãëÿäà¹ìî ðÿäè Äiðiõëå ç äåòåðìiíîâàíîþ ïîñëiäîâíiñòþ ïî-
êàçíèêiâ Λ, òîáòî, λk(ω) ≡ λk ∈ [0,+∞) (n > 0) i λk 6= λn (∀n 6= n). Ðîçãëÿíåìî
ñïî÷àòêó âèïàäêîâi ðÿäè Äiðiõëå âèãëÿäó

(8) F (z) = F (z, ω) =

+∞∑
n=0

ξn(ω)ezλn (z ∈ C, ω ∈ Ω),

äå ξn ∈ NC(0, σ2
n) � êîìïëåêñíîçíà÷íi ãàóñîâi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, òîáòî òàêi, ùî

âèïàäêîâi âåëè÷èíè ηn =
ξn
σn

, σn > 0 (n > 0) ìàþòü ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó pη òàêó, ùî

pη(z) =
1

π
e−|z|

2

(z ∈ C).

Çðîçóìiëî, ùî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ Mηn = 0, à äèñïåðñiÿ Dηn = 1, òîáòî
Dξn = σ2

n. Êðiì òîãî, íåñêëàäíî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî

P{ω : |ηn| > λ} = e−λ
2

,

à òîìó

P{ω : |ηn| < λ} = 1− e−λ
2

6 λ2.



ÀÁÑÖÈÑÀ IÑÍÓÂÀÍÍß ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÃÎ ×ËÅÍÀ ...
ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2022. Âèïóñê 94 85

Çàóâàæèìî òåïåð, ùî ðÿä, ñêëàäåíèé ç äèñïåðñié ÷ëåíiâ ïî÷àòêîâîãî ðÿäó, íà-
áóâà¹ âèãëÿäó

F2(z) =

+∞∑
n=0

D
(
ξn(ω)ezλn

)
=

+∞∑
n=0

M
∣∣ξn(ω)ezλn

∣∣2 =

+∞∑
n=0

σ2
ne

2xλn (z = x+ iy),

òîìó çà òåîðåìîþ Êîëìîãîðîâà ïðî òðè ðÿäè [9, ñ. 198�204]

σçá(F, ω) > σa(F2) ì.í.

Ïðîòèëåæíó íåðiâíiñòü (òîáòî ðiâíiñòü) ìîæíà îòðèìàòè ó âèïàäêó ëèøå ïîñëiäîâ-
íîñòi íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ ãàóñîâèõ êîåôiöi¹íòiâ i â çàãàëüíîìó öå íå ïðàâèëüíî.

Ïðîòå âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ðiâíiñòü ó âèïàäêó ãàóñîâèõ êîåôiöi¹íòiâ çàáåçïå÷óþòü
ïðèðîäíi óìîâè àáî íà ïîñëiäîâíiñòü ïîêàçíèêiâ, àáî íà ïîñëiäîâíiñòü äèñïåðñié
ãàóñîâèõ êîåôiöi¹íòiâ. Äîâåäåìî òåïåð òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 9. Íåõàé ξn ∈ NC(0, σ2
n). ßêùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi Λ = (λn) âèêîíó-

¹òüñÿ óìîâà τ(Λ) = 0 àáî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi (σn) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà lnn = o(lnσn)
(n→ +∞), òî äëÿ àáñöèñ çáiæíîñòi ðÿäó (8) âèêîíó¹òüñÿ

σçá(F, ω) = σa(F, ω) = σµ(F, ω) = σ∗ ì.í.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî ó âèïàäêó

σ∗ := lim
n→+∞

− lnσn
λn

> −∞

âèêîíó¹òüñÿ σµ(F2) > −∞, òîáòî F2 ∈ D.
Ç iíøîãî áîêó, çàñòîñîâóþ÷è ñòàíäàðòíi ìiðêóâàííÿ íà ïiäñòàâi ïåðøî¨ ÷àñòèíè

ëåìè Áîðåëÿ-Êàíòåëi, îòðèìó¹ìî, ùî íåðiâíîñòi

(9) −ε lnn 6 − ln |ηn(ω)| 6
(

1

2
+ ε

)
lnn

âèêîíóþòüñÿ ì.í. äëÿ âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ n > n0(ω); ε > 0 � äîâiëüíå. Ñïðàâäi,
íåõàé

An = {ω : |ηn(ω)| > nε}.
Îñêiëüêè

P(|ηn| > λ) = exp(−λ2),

òî P(An) = exp(−n2ε), çâiäêè
+∞∑
n=1

P (An) =

+∞∑
n=1

e−n
2ε

< +∞.

Òîìó, çà ïåðøîþ ÷àñòèíîþ ëåìè Áîðåëÿ-Êàíòåëi ç éìîâiðíiñòþ, ùî äîðiâíþ¹ îäèíè-
öi, âiäáóâà¹òüñÿ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü ïîäié (An), òîáòî iñíó¹ D1 ∈ A, P(D1) = 1
òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî ω ∈ D1 âèêîíó¹òüñÿ

(∃n1(ω))(∀n > n1(ω)) : |ηn(ω)| 6 nε.

ßêùî òåïåð ðîçãëÿíóòè

Bn = {ω : |ηn(ω)| < n−1/2−ε},
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òî P(Bn) 6 n−1−2ε, çâiäêè

+∞∑
n=1

P(Bn) < +∞. Òîìó, ÿê i ïåðåä öèì, îòðèìó¹ìî, ùî

iñíó¹ D2 ∈ A, P(D2) = 1 òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî ω ∈ D2 âèêîíó¹òüñÿ

(∃n2(ω))(∀n > n2(ω)) : |ηn(ω)| > n−1/2−ε.

Çàëèøà¹òüñÿ âèáðàòè

n0(ω) = max{n1(ω), n2(ω)}, D := D1 ∩D2.

Òîäi äëÿ êîæíîãî ω ∈ D íåðiâíîñòi (9) âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñiõ n > no(ω). Àëå P(D) =
1.

Ç íåðiâíîñòåé (9) íåñêëàäíî îòðèìó¹ìî, ùî ó âèïàäêó σ∗ > −∞ òàêîæ âèêîíó-
¹òüñÿ σµ(F, ω) > −∞ ì.í., òîáòî, F ∈ D.

Çâiäñè, çà äîâåäåíèì ó ïåðøîìó ïóíêòi ì.í.

σµ(F, ω) = lim
n→+∞

− ln(σn|ηn(ω)|)
λn

6

6 lim
n→+∞

− lnσn +

(
1

2
+ ε

)
lnn

λn
6

6 σ∗ +

(
1

2
+ ε

)
τ(Λ),

à òàêîæ ì.í.

σµ(F, ω) > lim
n→+∞

− lnσn − ε lnn

λn
> σ∗ − ετ(Λ).

Ó âèïàäêó τ(Λ) = 0 ìà¹ìî ì.í.

σµ(F, ω) = σ∗.

Òîìó, çàñòîñîâóþ÷è äîâåäåíå ó ïåðøîìó ïóíêòi äî F2, îòðèìó¹ìî, ùî ì.í.

σµ(F2) = lim
n→+∞

− lnσn
λn

= σ∗ = σµ(F, ω).

ßêùî òåïåð ïðèïóñòèòè, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

lim
n→+∞

lnn

lnσn
= 0,

òî ïîäiáíî îòðèìà¹ìî, ùî

σµ(F, ω) > lim
n→+∞

− lnσn + o(lnσn)

λn
> σ∗,

à òàêîæ

σµ(F, ω) = lim
n→+∞

− ln(σn|ηn(ω)|)
λn

6 lim
n→+∞

− lnσn + o(lnσn)

λn
6 σ∗,

çâiäêè çíîâó σµ(F, ω) = σ∗ = σµ(F2) ì.í.
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Çàëèøà¹òüñÿ ïðèãàäàòè, ùî ÿê ó âèïàäêó τ(Λ) = 0, òàê i ó âèïàäêó lnn =
o(lnσn) (n → +∞), σçá(F, ω) = σµ(F, ω) ì.í., σa(F2) = σµ(F2). Òîìó îñòàòî÷íî,
çîêðåìà, îòðèìó¹ìî, ùî ì.í.

σçá(F, ω) = σa(F, ω) = σ∗.
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Let (Ω,A,P) be a �xed probability space, (fn(ω)) be a sequence of complex-
valued random variables, Λ = (λn(ω)) be a sequence of non-negative real
random variables on this probability space, which are pairwise di�erent, i.e.,
such that almost surely (a.s.) λk(ω) 6= λn(ω) if k 6= n. The article proves that
for the abscissa σµ(F, ω) the existence of the maximum term of the Dirichlet
series

F (z) = F (z, ω) =

+∞∑
n=0

fn(ω)ezλn(ω),

the equality

σµ(F, ω) = lim
n→+∞

− ln |fn(ω)|
λn(ω)

holds a.s. If the condition lnn = o(ln |fn(ω)|) (n → +∞) is ful�lled, then
the abscissas of convergence and absolute convergence of the Dirichlet series
are equal to the abscissa of the existence of the maximal term. The obtai-
ned statements are applied to Gaussian Dirichlet series, that is, series with a
deterministic sequence of exponents λn(ω) ≡ λ ∈ R+ in the case when the
coe�cients fn ∈ NC(0, σ2

n), i.e., are centered complex-valued random variables
with variance σ2

n.

Key words: Dirichlet series, Gaussian random variables, abscissa of the
existence of the maximal term, abscissa of the convergence.


