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Çíàéäåíî àñèìïòîòèêó òâiðíî¨ ôóíêöi¨ ïðè τ ↓ 0, t ↓ 0 i âèãëÿä iíòå-
ãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ äëÿ ðåäóêîâàíîãî ãiëëÿñòîãî ïðîöåñó ç íåïåðåðâíèì
÷àñîì.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ãiëëÿñòèé ïðîöåñ, ðåäóêîâàíèé ãiëëÿñòèé ïðîöåñ, òâið-
íà ôóíêöiÿ, iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ, ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó, àñèìïòîòè÷íå ïðåä-
ñòàâëåííÿ, âèïàäêîâà âåëè÷èíà.

1. Âñòóï. Âïåðøå ðåäóêîâàíi ãiëëÿñòi ïðîöåñè áóëè äîñëiäæåíi 1975 ð. ó ñòàòòi
À.Ì. Çóáêîâà [6]. Â íié äîñëiäæóâàëàñü ïîâåäiíêà íàéáëèæ÷îãî çàãàëüíîãî ïðåäêà.
À Ê. Ôëåéøìàí i Ð. Çiãìóíä-Øóëüòö ââåëè ïîíÿòòÿ �ðåäóêîâàíèé ïðîöåñ� [12].

Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíèé ãiëëÿñòèé ïðîöåñ µ(t) − êiëüêiñòü ÷àñòèíîê ó ìîìåíò
÷àñó t çà óìîâè, ùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó áóëà îäíà ÷àñòèíêà. Âèïàäêîâèé ïðî-
öåñ µ(t, t+ τ), ÿêèé ïîçíà÷à¹ êiëüêiñòü ÷àñòèíîê ó ìîìåíò ÷àñó t, ÿêi â ìîìåíò ÷àñó
t+ τ ìàþòü íåïîðîæí¹ ïîòîìñòâî (t > 0; τ > 0), íàçèâàþòü ðåäóêîâàíèì ïðîöåñîì.

Äîñëiäæåííþ ðiçíèõ âëàñòèâîñòåé ðåäóêîâàíèõ ïðîöåñiâ ïðèñâÿ÷åíi ïðàöi [2],
[3], [4], [5], [7], [11], [13], [14]. Àëå ó âñiõ íèõ äîñëiäæóâàëè ãiëëÿñòi ïðîöåñè ç äèñêðåò-
íèì ÷àñîì. Ëèøå ó ïðàöÿõ À.Ë. ßêèìiâà ðîçãëÿäàëè ðåäóêîâàíi ãiëëÿñòi ïðîöåñè ç
íåïåðåðâíèì ÷àñîì [9], [10].

Ìè îòðèìàëè òàêi ðåçóëüòàòè:

1) ïðîöåñ µ(t, t+ τ) � íåîäíîðiäíèé ìàðêiâñüêèé ïðîöåñ ïðè ôiêñîâàíîìó t+ τ
ïî t;

2) ïðè τ → 0 ñêií÷åííîâèìiðíi ðîçïîäiëè ðåäóêîâàíîãî ïðîöåñó çáiãàþòüñÿ äî
ðîçïîäiëó ãiëëÿñòîãî ïðîöåñó;

3) äîñëiäæåíî âçà¹ìîçâ'ÿçîê ðîçïîäiëiâ ïðè t = (t+ τ)ε ìiæ µ(t, t+ τ) i µ(t);
4) äîñëiäæåíî ïîâåäiíêó ãðàíè÷íèõ ðîçïîäiëiâ ïðè τ → ∞ äëÿ äîêðèòè÷íèõ i

íàäêðèòè÷íèõ ïðîöåñiâ.

c⃝ Áàçèëåâè÷ I., 2014
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Ðîçãëÿíóòî ãiëëÿñòi ïðîöåñè çàãàëüíîãî âèãëÿäó (òîáòî íåìà¹ âðàõóâàííÿ äî-
êðèòè÷íîñòi, êðèòè÷íîñòi, íàäêðèòè÷íîñòi). Àñèìïòîòèêè ïðè τ ↓ 0, t ↓ 0 t i τ ¹
íåçàëåæíèìè.

2. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i. Ðîçãëÿäà¹ìî îäíîðiäíèé ãiëëÿñòèé ïðîöåñ µ(t) ç
íåïåðåðâíèì ÷àñîì. Ïðîöåñ µ(t, t+ τ) − ðåäóêîâàíèé ãiëëÿñòèé ïðîöåñ, ÿêèé âiäïî-
âiäà¹ ïðîöåñó µ(t).

Íåõàé F (t, s)− òâiðíà ôóíêöiÿ ïðîöåñó µ(t), a f(s)− òâiðíà ôóíêöiÿ ùiëüíîñòåé
ïåðåõiäíèõ éìîâiðíîñòåé öüîãî ïðîöåñó.

Ââåäåìî òâiðíó ôóíêöiþ

Φ(t, τ, s) =
∞∑
k=1

P{µ(t, t+ τ) = k, µ(t) > 0}sk

òà òâiðíó ôóíêöiþ ðåäóêîâàíîãî ïðîöåñó

ψ(t; τ ; s) =

∞∑
k=1

P{µ(t, t+ τ) = k|µ(t) > 0}sk.

Ôóíêöiÿ Φ(t, τ, s) âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç òâiðíó ôóíêöiþ ïðîöåñó µ(t)

Φ(t, τ, s) = F (t; s(1− F (τ ; 0)) + F (τ ; 0))− F (t; 0),

òâiðíà ôóíêöiÿ ãiëëÿñòîãî ðåäóêîâàíîãî ïðîöåñó äîðiâíþ¹ ([1])

ψ(t, τ, s) =
∞∑
k=1

P{µ(t, t+ τ) = k|µ(t) > 0}sk =

=
F (t; s(1− F (τ, 0)) + F (τ, 0))− F (t+ τ, 0)

1− F (t+ τ, 0)
.

3. Àñèìïòîòèêà ðåäóêîâàíîãî ãiëëÿñòîãî ïðîöåñó ç íåïåðåðâíèì ÷à-

ñîì ïðè τ ↓ 0 òà ïðè t ↓ 0.

Òåîðåìà 1. Ïðè τ ↓ 0 âèêîíó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íå çîáðàæåííÿ

Φ(t; τ ; s) = F (t; s(1− τp0) + τp0)− F (t; 0) + o(τ).

Ïðè t ↓ 0 Φ(t, τ, s) ìà¹ àñèìïòîòè÷íå çîáðàæåííÿ

Φ(t, τ, s) = s(1− F (τ, 0)) + F (τ, 0) + t(f [(1− F (τ, 0))s+ F (τ, 0)]− p0) + o(t).

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿäà¹ìî àñèìïòîòèêó ïðè τ ↓ 0. Âiäîìî [8], ùî ïðè t ↓ 0
àñèìïòîòèêà òâiðíî¨ ôóíêöi¨ ãiëëÿñòîãî ïðîöåñó ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì òàêà:

F (t; s) = s+ tf(s) + o(t).

Çà îçíà÷åííÿì f(s) = p0 + p1s+ p2s
2 + . . .+ pns

n+, òîìó

Φ(t, τ, s) = F (t; s(1− F (τ ; 0)) + F (τ ; 0))− F (t; 0) =

= F (t; s(1− τf(0) + o(τ)) + τf(0) + o(τ))− F (t; 0) =

= F (t; s(1− τp0 − o(τ)) + τp0 + o(τ))− F (t; 0).
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Âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü ïî s â êðóçi |s| 6 1 òâiðíî¨ ôóíêöi¨, îòðèìó¹ìî

Φ(t, τ, s) = F (t; s(1− τp0) + τp0)− F (t; 0) + o(τ).

Ïåðåõîäèìî äî àñèìïòîòèêè ïðè t ↓ 0. Ïîçàÿê [8]

F (t, s1) = s1 + tf(s1) + o(t)

i s1 = s(1− F (τ, 0)) + F (τ, 0),

Φ(t, τ, s) = F (t, s1)− F (t, 0),

F (t, 0) = 0 + tf(0) + o(t),

f(0) = p0 + p1s+ p2s
2 + ...|s=0 = p0,

F (t, 0) = tp0 + o(t),

òî Φ(t, τ, s) ïðè t ↓ 0

Φ(t, τ, s) = s1 + tf(s1) + o1(t)− [tp0 + o2(t)] = s1 + (f(s1)− p0)t+ o(t) =

= s(1− F (τ, 0)) + F (τ, 0) + t(f [(1− F (τ, 0))s+ F (τ, 0)]− p0) + o(t).

Òåîðåìà äîâåäåíà. �
Çàóâàæåííÿ 1. Äîñëiäèìî ñåíñ âèðàçó:

f [(1− F (τ, 0))s+ F (τ, 0)]− p0.

f(s̃) = p0 + p1(s̃) + p2(s̃) + ...

f(s̃)− p0 = p1(s̃) + p2(s̃) + ...

Öå òâiðíà ôóíêöiÿ ùiëüíîñòåé ïåðåõiäíèõ éìîâiðíîñòåé áåç âèðîäæåííÿ.

Ëåìà 1. Íåõàé ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó áóëî k ÷àñòèíîê. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà
η − ìîìåíò ïåðøîãî ïåðåòâîðåííÿ ïðîöåñó. Òîäi âèïàäêîâà âåëè÷èíà η ìà¹ ïîêàç-
íèêîâèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì −kp1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé η1 − âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà ïîçíà÷à¹ ìîìåíò ïåðøîãî ïåðåòâî-
ðåííÿ ïåðøî¨ ÷àñòèíêè, η2 − äðóãî¨ ÷àñòèíêè, . . ., ηk − k-¨ ÷àñòèíêè. Òîäi ìîìåíò
ïåðøîãî ïåðåòâîðåííÿ ïðîöåñó äîðiâíþ¹ ìiíiìóìó ìîìåíòiâ ïåðåòâîðåííÿ âñiõ ÷àñ-
òèíîê, òîáòî

η = min(η1, . . . , ηk). (1)

Ïîçàÿê çà îçíà÷åííÿì ãiëëÿñòîãî ïðîöåñó ÷àñòèíêè ðîçìíîæóþòüñÿ çà òèì ñà-
ìèì çàêîíîì i íåçàëåæíî îäíà âiä îäíî¨, òî i âèïàäêîâi âåëè÷èíè η1, η2, . . ., ηk −
íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè.

Ç êóðñó òåîði¨ éìîâiðíîñòåé âiäîìî òàêå: ÿêùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè η1, η2, . . .,
ηk − íåçàëåæíi i η = min(η1, . . . , ηk), òî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η
äîðiâíþ¹

Fη(x) = Fmin(η1,...,ηk)(x) = 1− (1− Fη1(x)) · . . . · (1− Fηk
(x)),

äå Fηj (x) − ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ηj . Âiäîìî [8], ùî äëÿ âñiõ j
âèïàäêîâi âåëè÷èíè ηj ìàþòü ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì −p1, òîìó

Fη(x) = 1− (ep1x)(ep1x) . . . (ep1x) = 1− ekp1x.

Îòæå, âèïàäêîâà âåëè÷èíà ηj ìà¹ ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì −kp1.
Ëåìà äîâåäåíà. �
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Ëåìà 2. Ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó ζ(t) − ìîìåíò ïåðøîãî ïåðåòâîðåííÿ
ïiñëÿ ìîìåíòó ÷àñó t. Íåõàé 0 6 t 6 v. Ïîçíà÷èìî u = v−t. Òîäi ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó
âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ζ(t) Gt(u) (u > 0) âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðiâíîñòi

1−Gt(u) = F (t, ep1u)− F (t, 0).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ζ(t) − ìîìåíò ïåðøîãî ïåðåòâîðåííÿ ïðîöåñó ïiñëÿ ìîìåíòó ÷àñó
t. Òîäi

1−Gt(u) = P{ζ(t) > u} =

∞∑
k=1

{ζ(t) > u|µ(t) = k}P{µ(t) = k} =

=
∞∑
k=1

ekp1uP{µ(t) = k} =
∞∑
k=1

(ep1u)kP{µ(t) = k} =

=
∞∑
k=0

(ep1u)kP{µ(t) = k} − P{µ(t) = 0} = F (t, ep1u)− F (t, 0).

Ëåìà äîâåäåíà. �

Ëåìà 3. Òâiðíà ôóíêöiÿ Φ(t, τ, s, ζ(t) > τ) äîðiâíþ¹

Φ(t, τ, s, ζ(t) > τ) = (F (t, s)− F (t, 0))(F (t, ep1τ )− F (t, 0)).

Äîâåäåííÿ.

Φ(t, τ, s|ζ(t) > τ) =
∞∑
k=1

P{µ(t, t+ τ) = k}sk =
∞∑
k=1

P{µ(t) = k}sk =

=

∞∑
k=0

P{µ(t) = k}sk − P{µ(t) = 0} = F (t; s)− F (t, 0).

Âiäïîâiäíî,

Φ(t, τ, s, ζ(t) > τ) = Φ(t, τ, s|ζ(t) > τ)P{ζ(t) > τ} =

=
∞∑
k=1

P{µ(t, t+ τ) = k}skP{ζ(t) > τ} =

= (F (t, s)− F (t, 0))(F (t, ep1τ )− F (t, 0)).

Ëåìà äîâåäåíà. �

Òåîðåìà 2. Äëÿ òâiðíî¨ ôóíêöi¨ Φ(t, τ, s) ïðàâèëüíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

Φ(t, τ, s) =

τ∫
0

h(Φ(t− u; τ ; s))dGt(u)+

+(F (t, s)− F (t, 0))(F (t, ep1τ )− F (t, 0)),

äå h(s) − òâiðíà ôóíêöié ùiëüíîñòåé óìîâíèõ ïåðåõiäíèõ éìîâiðíîñòåé çà óìîâè,
ùî ïåðåòâîðåííÿ âiäáóëîñü

h(s) =
f(s)− p1s

−p1
.
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿäà¹ìî òâiðíó ôóíêöiþ Φ(t, τ, s). Çàôiêñó¹ìî t. Íåõàé ζ(t) � ìîìåíò
ïåðøîãî ïiñëÿ t ïåðåòâîðåííÿ. Ìîæëèâi äâà âèïàäêè ζ(t) > τ àáî ζ(t) 6 τ .

Ðîçãëÿäà¹ìî ñïî÷àòêó ïðîñòiøèé âèïàäîê ζ(t) > τ . Öå îçíà÷à¹ òàêå: äî ìîìåíòó
τ âêëþ÷íî ïåðåòâîðåííÿ íå âiäáóëîñü, ùî åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî êiëüêiñòü ÷àñòèíîê
â ìîìåíò ÷àñó t, ÿêi â ìîìåíò ÷àñó t + τ ìàþòü íåïîðîæíþ ìíîæèíó íàùàäêiâ
(ïðàêòè÷íî, öå òi ñàìi ÷àñòèíêè) äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê â ìîìåíò ÷àñó t, òîáòî

{µ(t, t+ τ) = k|µ(t) = k, ζ(t) > τ}.

Ç ëåìè 3 îòðèìà¹ìî, ùî

Φ(t, τ, s, ζ(t) > τ) = (F (t, s)− F (t, 0))(F (t, ep1τ )− F (t, 0)).

Îòæå, òâiðíà ôóíêöiÿ Φ(t, τ, s) ó öüîìó âèïàäêó íàáóâà¹ âèãëÿäó

Φ(t, τ, s, ζ(t) > τ) = (F (t; s)− F (t, 0))(F (t, ep1τ )− F (t, 0)).

Ïåðåõîäèìî äî äðóãîãî âèïàäêó.
Íåõàé ïåðøå ïåðåòâîðåííÿ ïðîöåñó âiäáóëîñü íà ïðîìiæêó ÷àñó (t + u; t + u+

+△u]. Ïðèïóñòèìî, ùî â ìîìåíò ÷àñó t êiëüêiñòü ÷àñòèíîê äîðiâíþ¹ k. Âðàõîâóþ÷è
îçíà÷åííÿ ðåäóêîâàíîãî ïðîöåñó, µ(t; t + τ) ïîçíà÷à¹ êiëüêiñòü ÷àñòèíîê ó ìîìåíò
÷àñó t, ÿêi íà ìîìåíò ÷àñó t+ τ ìàþòü íåïîðîæí¹ ïîòîìñòâî (àáî ñàìi ùå æèâóòü).
Öå îçíà÷à¹, ùî ∀ v ∈ (t; t+ u] µ(t; t+ τ) = µ(v; t+ τ).

Äàëi, êiëüêiñòü ÷àñòèíîê ó ìîìåíò ÷àñó t, ÿêi â ìîìåíò ÷àñó t+τ ìàþòü íåíóëüî-
âå ïîòîìñòâî, äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê ó ìîìåíò ïåðåòâîðåííÿ i ÿêi â ìîìåíò
÷àñó t+ u ìàþòü íåíóëüîâå ïîòîìñòâî.

Âðàõîâóþ÷è [8], ìè îòðèìó¹ìî, ùî

Φ(t, τ, s, ζ(t) < τ) =

τ∫
0

[h(Φ(t, τ − u, s)]dGt(u),

òóò

h(s) =
f(s)− p1s

−p1
.

Îòæå,

Φ(t, τ, s) =

τ∫
0

[h(Φ(t, τ − u, s)]dGt(u) + (F (t, s)− F (t, 0))(F (t, ep1τ )− F (t, 0)).

Òåîðåìà äîâåäåíà. �
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WITH CONTINUOUS TIME
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The asymptotics of the generating function as τ ↓ 0 and t ↓ 0, and the
integral equation for reduced branching processes with continuous time are
constructed.

Key words: branching process, reduced branching processes, generating
function, integral equation, distribution function, asymptotics, random vari-
able.



IÍÒÅÃÐÀËÜÍÅ ÐIÂÍßÍÍß ÄËß ÐÅÄÓÊÎÂÀÍÈÕ ÏÐÎÖÅÑIÂ ...
ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2014. Âèïóñê 79 11

ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÄËß ÐÅÄÓÖÈÐÓÈÌÛÕ

ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ Ñ ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÌ ÂÐÅÌÅÍÅÌ

Èðèíà ÁÀÇÈËÅÂÈ×

Ëüâîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Èâàíà Ôðàíêî,

óë. Óíèâåðñèòåòñêàÿ, 1, Ëüâîâ, 79000

e-mail: i_bazylevych@yahoo.com

Íàéäåíî àñèìïòîòèêó ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ïðè τ ↓ 0, t ↓ 0 è èíòå-
ãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ðåäóöèðóèìîãî âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà ñ íåïðåðûâ-
íûì âðåìåíåì.
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