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Â îãëÿäîâié ñòàòòi âèêëàäà¹ìî îñíîâíi ðåçóëüòàòiâ Ì. Ì. Øåðåìåòè
â òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî iíäåêñó, ÿêi çóìîâèëè íàéáiëü-
øèé âïëèâ íà ðîçâèòîê áàãàòîâèìiðíèõ óçàãàëüíåíü ïîíÿòòÿ îáìåæåíîãî
iíäåêñó äëÿ ðiçíèõ êëàñiâ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Ãîëîâíèé âíåñîê � öå
ââåäåííÿ äîäàòíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ l â îçíà÷åííÿ îáìåæåíîãî iíäåêñó,
ùî äàëî çìîãó âèâ÷àòè öiëi ôóíêöi¨ ç îáìåæåíîþ êðàòíiñòþ íóëiâ. Òà-
êîæ Ì. Ì. Øåðåìåòà çàïðîïîíóâàâ íåîáòÿæëèâi óìîâè íà öþ ôóíêöiþ l,
çàâäÿêè ÿêèì âäàëîñÿ ïîáóäóâàòè ãíó÷êó òåîðiþ, â ðàìêàõ ÿêî¨ îòðèìàíî
àíàëîãè áiëüøî¨ ÷àñòèíè òâåðäæåíü, ùî ðàíiøå áóëè âèçíà÷åíi �. Ôði-
êå, Ñ. Øàõîì, Â. Õåéìàíîì, Ð. Ðî¹ì òà iíøèìè äëÿ öiëèõ ôóíêöié âiä
îäíi¹¨ çìiííî¨ îáìåæåíîãî iíäåêñó. Åêâiâàëåíòíà ôîðìà çàïèñó öèõ óìîâ,
çíàéäåíà âïåðøå Ì. Ì. Øåðåìåòîþ, äîïóñêà¹ ëåãêå ïåðåíåñåííÿ íà áàãà-
òîâèìiðíèé âèïàäîê, ïðè ÷îìó ÿê äëÿ óñüîãî n-âèìiðíîãî êîìïëåêñíîãî
ïðîñòîðó, òàê i äëÿ îäèíè÷íî¨ êóëi ÷è ïîëiêðóãà. Îêðåìî âèäiëåíî íèç-
êó òâåðäæåíü Ì. Ì. Øåðåìåòè ïðî âëàñòèâîñòi ôóíêöié ç öèõ êëàñiâ, äå
âiäïîâiäíi óìîâè äîïóñêàþòü ïåâíi ôîðìàëüíi ïîêðàùåííÿ ïîðiâíÿíî ç ðå-
çóëüòàòàìè Ì. Ì. Øåðåìåòè, àëå ïèòàííÿ ïîáóäîâè çìiñòîâíèõ ïðèêëàäiâ
íà òî÷íiñòü äëÿ öèõ ïîêðàùåíü äîñi çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì.
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Êëþ÷îâi ñëîâà: öiëà ôóíêöiÿ, àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ, îáìåæåíèé iíäåêñ,
îáìåæåíèé l-iíäåêñ, àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ âiä äåêiëüêîõ çìiííèõ.

Ïîíÿòòÿ öiëî¨ ôóíêöi¨ îáìåæåíîãî iíäåêñó âèíèêëî ó äèñåðòàöi¨ Äæ. Ìàêäî-
íåëà [76], ÿêó çàõèñòèâ çà íàóêîâîãî êåðiâíèöòâà Á. Ëåïñîíà (Catholic University of
America, Washington, USA, 1957). Á. Ëåïñîí òà Äæ. Ìàêäîíåë äîñëiäæóâàëè âëàñòè-
âîñòi öiëèõ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèùèõ ïîðÿäêiâ òà ââåëè
íîâèé ïiäêëàñ öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî iíäåêñó. Öiëó ôóíêöiþ f , äëÿ ÿêî¨ iñíó¹
N ∈ Z+ òàêå, ùî äëÿ âñiõ p ∈ Z+ òà âñiõ z ∈ C âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|f (p)(z)|
p!

6 max

{
|f (k)(z)|

k!
: 0 6 k 6 N

}
,

íàçèâàþòü öiëîþ ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî iíäåêñó.
Çðîçóìiëî, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó z â îáîõ ÷àñòèíàõ íàâåäåíî¨ âèùå íåðiâíîñòi

ìà¹ìî êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ â ðÿä Òåéëîðà â îêîëi òî÷êè z. Ïîçàÿê ôóíêöiÿ f �

öiëà, ¨¨ ðÿä Òåéëîðà ¹ çáiæíèì ó âñié êîìïëåêñíié ïëîùèíi, à òîìó
|f (p)(z)|

p!
→ 0 ïðè

p→ +∞. À öå é îçíà÷à¹, ùî âêàçàíà íåðiâíiñòü âèêîíóâàòèìåòüñÿ äëÿ êîæíî¨ öiëî¨
ôóíêöi¨ ïðè ôiêñîâàíîìó z òà äåÿêîìó N = N(z), çàëåæíîìó âiä z. Â îçíà÷åííi
Á. Ëåïñîíà òà Äæ. Ìàêäîíåëà ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî iñíó¹ N < +∞, ÿêå íå çàëåæèòü
âiä z òàêå, ùî N(z) 6 N ðiâíîìiðíî ïî óñiõ z.

Á. Ëåïñîí òà Äæ. Ìàêäîíåë ðîçãëÿíóëè ëiíiéíå îäíîðiäíå äèôåðåíöiéíå ðiâ-
íÿííÿ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó i áóäóâàëè éîãî ðîçâ'ÿçîê ÿê ðÿä Òåéëîðà-Äiðiõëå

∞∑
n=0

Pn(z)e
−λnz,

äå λn ∈ R+, λn ↑ +∞ òà Pn(z) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ µn çà ïåâíèõ äîäàòêîâèõ îáìå-
æåíü íà µn òà λn.

Òàêîæ Äæ. Ìàêäîíåë çàïðîïîíóâàâ ðîçãëÿäàòè ðÿäè çàãàëüíiøîãî âèãëÿäó

(1)
∞∑
n=0

fn(z)e
−λnz,

äå fn(z) � öiëi ôóíêöi¨ îáìåæåíîãî iíäåêñó. Ó ñâî¨é äèñåðòàöi¨ [76] âií ñôîðìóëþâàâ
òàêó ãiïîòåçó:

Ãiïîòåçà 1 (Äæ. Ìàêäîíåë, 1957). Ãîëîìîðôíi ðîçâ'ÿçêè ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî äè-

ôåðåíöiéíîãî ðiâíÿííÿ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè äîïóñêà-

þòü çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi (1), ÿêùî íóëi âiäïîâiäíîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ
ìàþòü íåîáìåæåíó êðàòíiñòü.

Ñòàòòÿ íàïèñàíà çà ìàòåðiàëàìè äîïîâiäi, ÿêó âèãîëîñèâ À. Áàíäóðà 30 ÷åðâíÿ 2023 ðîêó íà

óðî÷èñòîìó çàñiäàííi Ëüâiâñüêîãî ìàòåìàòè÷íîãî òîâàðèñòâà, ïðèñâÿ÷åíîìó 80-ði÷÷þ âiä äíÿ íà-

ðîäæåííÿ Ì. Ì. Øåðåìåòè.
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Íàðàçi öþ ãiïîòåçó íå ñïðîñòîâàíî i íå äîâåäåíî.
Ïðîòå äîâîëi øâèäêî áóëî ç'ÿñîâàíî, ùî êëàñ öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî iíäåêñó

äîâîëi ïðèðîäíî âèíèêà¹ â òåîði¨ ðîçïîäiëó çíà÷åíü òà àíàëiòè÷íié òåîði¨ äèôåðåí-
öiéíèõ ðiâíÿíü.

Ñòàðòîâîþ ñòàòòåþ äëÿ òàêèõ äîñëiäæåíü ïîñëóãóâàëà ïðàöÿ Á. Ëåïñîíà [75],
â ÿêié ñòèñëî âèêëàäåíî ïåðøi ðåçóëüòàòè ïðî öi ôóíêöi¨. Åñòàôåòó ïiäõîïèëè iíøi
ìàòåìàòèêè. Çîêðåìà, Ñ. Ì. Øàõ [90] äîâiâ, ùî êîæíèé öiëèé ðîçâ'ÿçîê äèôåðåí-
öiéíîãî ðiâíÿííÿ

f (n)(t) +

n−1∑
j=0

ajf
(j)(t) = 0

¹ ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî iíäåêñó, äå aj ∈ C.
Áà áiëüøå, êîæåí öiëèé ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

an(t)f
(n)(t) +

n−1∑
j=0

aj(t)f
(j)(t) = 0,

äå aj(t) � ìíîãî÷ëåíè, ¹ ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî iíäåêñó [91] ó âèïàäêó, ÿêùî deg aj 6
deg an, j ∈ {1, . . . , n − 1}. Çãîäîì öåé ðåçóëüòàò Ñ. Ì. Øàõà áóëî ïåðåíåñåíî íà
âèïàäîê íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

f (n)(t) +

n−1∑
j=0

ajf
(j)(t) = g(t),

äå g(t) � öiëà ôóíêöiÿ îáìåæåíîãî iíäåêñó [66]. Äîâåðøåíîãî âèãëÿäó öåé ðåçóëüòàò
íàáóâ ó ñòàòòi C. Ì. Øàõà ðàçîì iç �. Õ. Ôðiêå [63], äå âîíè ðîçãëÿíóëè ðiâíÿííÿ

f (n)(t) +

n−1∑
j=0

aj(z)f
(j)(t) = g(t),

óñi êîåôiöi¹íòè aj(z) ÿêîãî ¹ öiëèìè ôóíêöiÿìè îáìåæåíîãî iíäåêñó, ùî çàäîâîëü-
íÿþòü ïåâíi äîäàòêîâi óìîâè [63] íà çðîñòàííÿ.

Iíøó öiêàâó âëàñòèâiñòü öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî iíäåêñó âiäêðèâ Ó. Ê. Õåé-
ìàí [69] ó ñâî¨é ¹äèíié, îäíàê äîâîëi  ðóíòîâíié ñòàòòi, ïðèñâÿ÷åíié öiëèì ôóíêöiÿì
îáìåæåíîãî iíäåêñó.

Âñëiä çà Ó. Ê. Õåéìàíîì êàæóòü, ùî öiëà ôóíêöiÿ f(z) ìà¹ îáìåæåíèé ðîçïîäië
çíà÷åíü, ÿêùî iñíóþòü ñòàëi p, R òàêi, ùî ðiâíÿííÿ f(z) = w ìà¹ íå áiëüøå, íiæ p
êîðåíiâ ó êîæíîìó êðóçi ðàäióñà R. Ó. Ê. Õåéìàí äîâiâ, ùî êîæíà öiëà ôóíêöiÿ
ìà¹ îáìåæåíèé ðîçïîäië çíà÷åíü òîäi é òiëüêè òîäi, ÿêùî ¨¨ ïîõiäíà ìà¹ îáìåæåíèé
iíäåêñ.

Ó çâ'ÿçêó ç öèì âàðòî òàêîæ çãàäàòè òàêi âëàñòèâîñòi:

• ÿêùî f1, f2 � öiëi ôóíêöi¨ îáìåæåíîãî iíäåêñó, òî f1 · f2 òàêîæ ¹ öiëîþ
ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî iíäåêñó (�. Ôðiêå, 1973 ð. [65]);

• ñóìà äâîõ ôóíêöié îáìåæåíîãî iíäåêñó ìîæå ìàòè íåîáìåæåíèé iíäåêñ
(ïðèêëàä Â. Ïóäæà, 1969 ð. [81]);

• iñíó¹ öiëà ôóíêöiÿ f(z) îáìåæåíîãî iíäåêñó òàêà, ùî ¨¨ ïîõiäíà f ′(z) ¹ ôóíê-
öi¹þ íåîáìåæåíîãî iíäåêñó (C. Øàõ, 1971 ð. [89]);
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• iñíó¹ öiëà ôóíêöiÿ f(z) îáìåæåíîãî ðîçïîäiëó çíà÷åíü òàêà, ùî h(z) = ezf(z)
ìà¹ íåîáìåæåíèé ðîçïîäië çíà÷åíü (�. Ôðiêå, 1980 ð. [64]). Ñàìå, êëàñ ôóíê-
öié îáìåæåíîãî ðîçïîäiëó íå çàìêíåíèé ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ.

C. Øàõ [90] äîâiâ, ùî êîæíà öiëà ôóíêöiÿ îáìåæåíîãî iíäåêñó N ¹ ôóíêöi¹þ
åêñïîíåíöiéíîãî òèïó íå âèùîãî çà N + 1, òîáòî, âîíà íàëåæèòü äî êëàñó öiëèõ
ôóíêöié, ÿêi ìàþòü øâèäêiñòü çðîñòàííÿ íå âèùó, íiæ íîðìàëüíèé òèï çà ïîðÿäêó
1.

Öåé ðåçóëüòàò ñïîíóêàâ áàãàòüîõ ìàòåìàòèêiâ øóêàòè ðiçíîìàíiòíi óçàãàëüíåí-
íÿ ïîíÿòòÿ îáìåæåíîãî iíäåêñó, ÿêi á äàëè çìîãó ïîøèðþâàòè ðåçóëüòàòè ïîïåðåä-
íèêiâ íà êëàñè öiëèõ ôóíêöié ç äîâiëüíèì çðîñòàííÿì. Çîêðåìà, ðiçíi ïiäõîäè áóëè
çàïðîïîíîâàíi Ò. Â. Ëàêøìiíàðàñiìõàí [74], �. Ôðàíê [62], Ø. Ñòåëiö [83], Ð. Ðîé [82].
Îäíàê âîíè íå îõîïëþâàëè ïîâíiñòþ äîâiëüíî øâèäêå çðîñòàííÿ öiëèõ ôóíêöié.

Ùîá âèéòè çà ìåæi êëàñó öiëèõ ôóíêöié åêñïîíåíöiéíîãî òèïó, À. Ä. Êóçèê i
Ì. Ì. Øåðåìåòà [73] çàïðîïîíóâàëè ïîíÿòòÿ öiëî¨ ôóíêöi¨ îáìåæåíîãî iíäåêñó âiä-
íîñíî ïîñëiäîâíîñòi (ln), äå (ln(r))∞n=0 � ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíê-
öié íà [0; +∞). Â îçíà÷åííi öiëî¨ ôóíêöi¨ îáìåæåíîãî iíäåêó âîíè çàìiíèëè äðiá
|f (j)(z)|

j!
íà
|f (j)(z)|
j!lj(|z|)

.

Öiëà ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî iíäåêñó âiäíîñíî ïîñëiäîâ-
íîñòi (ln), ÿêùî iñíó¹ N ∈ Z+ òàêå, ùî äëÿ âñiõ p ∈ Z+ òà âñiõ z ∈ C

|f (p)(z)|
p!lp(|z|)

6 max

{
|f (k)(z)|
k!lk(|z|)

: 0 6 k 6 N

}
.

Îäíàê âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ïðè ïiäãîòîâöi òi¹¨ ñòàòòi ¨¨ àâòîðè çiòêíóëèñÿ ç
òèì, ùî ç äîâiëüíîþ ïîñëiäîâíiñòþ (ln) ñêëàäíî ïðàöþâàòè, òîìó íà ïðîïîçèöiþ
Î. Ñêàñêiâà çà îñíîâíå îçíà÷åííÿ áóëî âçÿòî îêðåìèé âèïàäîê ln(r) = (l(r))n, äå l
� äîäàòíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà [0; +∞), çà r áðàëè |z|. Òàê i ç'ÿâèëîñÿ ñó÷àñíå
ïîíÿòòÿ öiëî¨ ôóíêöi¨ îáìåæåíîãî l-iíäåêñó.

Öå îçíà÷åííÿ À. Ä. Êóçèêà òà Ì. Ì. Øåðåìåòè âèÿâèëîñÿ íàïðî÷óä âäàëèì, áî
äàëî çìîãó âèâ÷àòè âëàñòèâîñòi äîâîëi øèðîêîãî êëàñó öiëèõ ôóíêöié äî íàëåæíî
ïiäiáðàíî¨ ôóíêöi¨ l.

Âiäîìî, ÿêùî ak � íóëi öiëî¨ ôóíêöi¨ f , pk ¨õíi êðàòíîñòi òà limk→+∞ pk = ±∞,
òî f ôóíêöiÿ íåîáìåæåíîãî l-iíäåêñó äëÿ êîæíî¨ äîäàòíî¨ íåïåðåðâíî¨ íà [0,+∞)
ôóíêöi¨ l. Öå âèïëèâà¹ íàïðÿìó ç îçíà÷åííÿ îáìåæåíîñòi l-iíäåêñó. Çâàæàþ÷è íà öå,
Ì.Ì. Øåðåìåòà ó ñòàòòi [93] ñôîðìóëþâàâ òàêó ïðèðîäíó ïðîáëåìó:

Ïðîáëåìà 1. Íåõàé pk = O(1), k → ∞. ×è iñíó¹ äîäàòíà íåïåðåðâíà íà [0,+∞)
ôóíêöiÿ l, äëÿ ÿêî¨ öiëà ôóíêöiÿ f ¹ ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî l-iíäåêñó?

Âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ âèÿâèëàñÿ ñòâåðäíîþ. À ñàìå, Ì. Ò. Áîðäóëÿê ( [57],
äèâ. òàêîæ [55,56,99]) äîâåëà, ùî ÿêùî öiëà ôóíêöiÿ f ìà¹ îáìåæåíó êðàòíiñòü íóëiâ,
òî iñíó¹ äîäàòíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ l òàêà, ùî ôóíêöiÿ f ìà¹ îáìåæåíèé l-iíäåêñ.
ßêùî æ êðàòíiñòü íóëiâ ôóíêöi¨ çðîñòà¹ äî íåñêií÷åííîñòi, òî Ì. Ì. Øåðåìåòà çi
ñïiâàâòîðàìè [1,54] çàïðîïîíóâàâ ïîíÿòòÿ îáìåæåíîãî l−M -iíäåêñó, â ÿêîìó ìîäóëü
ïîõiäíî¨ ó òî÷öi çàìiíåíî íà ìàêñèìóì ìîäóëÿ ïîõiäíî¨ íà êðóçi.
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Çàáiãàþ÷è íàïåðåä, çàçíà÷èìî, ùî öåé ôàêò òàêîæ ñïðàâäæó¹òüñÿ ÿê äëÿ öi-
ëèõ ôóíêöié âiä äåêiëüêîõ êîìïëåêñíèõ çìiííèõ [3], òàê i äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíê-
öié â îäèíè÷íié êóëi [44]. Àëå â áàãàòîâèìiðíîìó âèïàäêó ïiä êðàòíiñòþ íóëüîâî¨
òî÷êè z0 öiëî¨ ôóíêöi¨ F : Cn → C ðîçóìiþòü òàêå öiëå ÷èñëî pF (z

0), ùî äëÿ
âñiõ J = (j1, j2, . . . , jn) ∈ Zn+, äëÿ ÿêèõ j1 + j2 + . . . + jn < pF (z

0), ñïðàâäæó¹òüñÿ
F (J)(z0) = 0, àëå ïðèíàéìíi äëÿ îäíîãî J ∈ Zn+ òàêîãî, ùî j1+ j2+ . . .+ jn = pF (z

0),

âèêîíó¹òüñÿ F (J)(z0) 6= 0. Iíøèìè ñëîâàìè, âñi ÷àñòèííi ïîõiäíi ïîðÿäêó ìåíøîãî
çà êðàòíiñòü äîðiâíþþòü íóëþ, àëå ïðèíàéìíi îäíà ÷àñòèííà ïîõiäíà ïîðÿäêó, ùî
äîðiâíþ¹ êðàòíîñòi, âiäìiííà âiä íóëÿ â öié òî÷öi.

Ì. Ì. Øåðåìåòà äîñèòü  ðóíòîâíî ðîçðîáèâ òåîðiþ öiëèõ òà àíàëiòè÷íèõ â
îáìåæåíié îáëàñòi ôóíêöié îáìåæåíîãî l-iíäåêñó. Íèæ÷å ïåðåðàõó¹ìî îñíîâíèõ éî-
ãî ñïiâàâòîðiâ ç öüîãî íàïðÿìó, óïîðÿäêîâàíèõ çà äàòîþ ¨õíiõ ïåðøèõ ïðàöü ç öüîãî
íàïðÿìó, à òàêîæ çi çàçíà÷åííÿì äèñåðòàöié ç öüîãî íàïðÿìó, ÿêùî òàêi áóëè çàõè-
ùåíi:

(1) Êóçèê À. Ä. (ïåðøà ñòàòòÿ [73] � 1986), êàíäèäàòñüêà äèñåðòàöiÿ �Öiëi ôóíê-
öi¨ îáìåæåíîãî l-iíäåêñó� (Ëüâiâ, 1992);

(2) Øóêði Àáóàðàái (ïåðøà ñòàòòÿ [1] � 1989), êàíäèäàòñüêà äèñåðòàöiÿ �Öiëi
ôóíêöi¨ îáìåæåíîãî l −M -iíäåêñó� (Ëüâiâ, 1992);

(3) Ñòðî÷èê Ñ. Ì. (ïåðøà ñòàòòÿ [9] � 1993), íàçâà �Àíàëiòè÷íi â êðóçi ôóíêöi¨
îáìåæåíîãî iíäåêñó�;

(4) Áîðäóëÿê Ì. Ò. (ïåðøà ñòàòòÿ [5] � 1993), êàíäèäàòñüêà äèñåðòàöiÿ �Îáìåæå-
íiñòü L-iíäåêñó öiëèõ ôóíêöié áàãàòüîõ êîìïëåêñíèõ çìiííèõ� (Ëüâiâ, 1995);

(5) Êóøíið Â. Î. (ïåðøà ñòàòòÿ [72] � 1999), êàíäèäàòñüêà äèñåðòàöiÿ �Àíàëi-
òè÷íi ôóíêöi¨ îáìåæåíîãî l-iíäåêñó� (Ëüâiâ, 2002);

(6) Ôåäèíÿê Ñ. I. (ïåðøà ñòàòòÿ [77] � 1999), êàíäèäàòñüêà äèñåðòàöiÿ �Àñèìï-
òîòè÷íi âëàñòèâîñòi ïîõiäíèõ ðÿäó Äiðiõëå� (Ëüâiâ, 1999) ìiñòèòü îêðåìèé
ðîçäië ïðî ðÿäè Äiðiõëå îáìåæåíîãî l −M -iíäåêñó;

(7) Òðóõàí Þ. Ñ. (ïåðøà ñòàòòÿ [10] � 2002), êàíäèäàòñüêà äèñåðòàöiÿ �Îáìå-
æåíiñòü l-iíäåêñó äîáóòêó Áëÿøêå òà äîáóòêó Íàôòàëåâè÷à-Öóäçi� (Ëüâiâ,
2006);

(8) Çåëiñêî Ì. Ì. (ïåðøà ñòàòòÿ [94] � 2003), êàíäèäàòñüêà äèñåðòàöiÿ �Àñèìï-
òîòè÷íi ïîâîäæåííÿ ìàêñèìóìó ìîäóëÿ, ìàêñèìàëüíîãî ÷ëåíà i ñåðåäíiõ çíà-
÷åíü ðÿäiâ Äiðiõëå� (Ëüâiâ, 2008) ìiñòèòü îêðåìèé ðîçäië �Çðîñòàííÿ ìàêñè-
ìóìó ìîäóëÿ i ìàêñèìàëüíîãî ÷ëåíà ðÿäó Äiðiõëå�, äå, çîêðåìà, âñòàíîâëþ-
¹òüñÿ çâ'ÿçîê ìiæ îáìåæåíiñòþ l −M -iíäåêñó òà l − µ-iíäåêñó ðÿäó Äiðiõëå;

(9) Øåðåìåòà Ç. Ì. (ïåðøà ñòàòòÿ [16] � 2003), íàçâà �Îáìåæåíiñòü iíäåêñó
öiëîãî ðîçâ'ÿçêó îäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ�;

(10) Êóëÿâåöü Ë. Â (ïåðøà ñòàòòÿ [71] � 2013), íàçâà �Ïðî îáìåæåíiñòü l-iíäåêñó
öiëèõ õðåáòîâèõ ôóíêöié�.

Çãàäàíi âèùå äîñëiäæåííÿ òà iäå¨ ç íèõ äîâîëi ïëiäíî ðîçâèâàëèñü ó òàêèõ äî-
ñëiäæåííÿõ:

(1) ×èæèêîâ I. Å. (ïåðøà ñòàòòÿ [23] � 2003), äîêòîðñüêà äèñåðòàöiÿ �Àïðîêñè-
ìàöiÿ ñóáãàðìîíiéíèõ ôóíêöié àíàëiòè÷íèìè òà àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi
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ìåðîìîðôíèõ â êðóçi ôóíêöié� (Ëüâiâ, 2008) ìiñòèòü îêðåìèé ðîçäië 4 �Îöií-
êè ëîãàðèôìi÷íî¨ ïîõiäíî¨ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ�, äå, çîêðåìà, ðîçãëÿäà¹òüñÿ
çàñòîñóâàííÿ öèõ îöiíîê äî ôóíêöié îáìåæåíîãî l-iíäåêñó;

(2) Áàíäóðà À. I. (ïåðøà ñòàòòÿ [2] � 2007), êàíäèäàòñüêà äèñåðòàöiÿ �Öiëi ôóíê-
öi¨ âiä äåêiëüêîõ çìiííèõ îáìåæåíîãî L-iíäåêñó çà íàïðÿìîì� (Ëüâiâ, 2010),
äîêòîðñüêà äèñåðòàöiÿ �Âëàñòèâîñòi êëàñiâ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié îáìåæå-
íîãî iíäåêñó� (Ëüâiâ, 2018);

(3) Ïåòðå÷êî Í. Â. (ïåðøà ñòàòòÿ [49] � 2016), êàíäèäàòñüêà äèñåðòàöiÿ �Âëàñ-
òèâîñòi ôóíêöié îáìåæåíîãî iíäåêñó â îäèíè÷íîìó áiêðóçi� (Ëüâiâ, 2019);

(4) Öâiãóí Â. Ñ. (ïåðøà ñòàòòÿ [41] � 2017), íàçâà �Àíàëiòè÷íi â D× C ôóíêöi¨
îáìåæåíîãî L-iíäåêñó çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ�;

(5) Áàêñà Â. Ï. (ïåðøà ñòàòòÿ [24] � 2019), äèñåðòàöiÿ äîêòîðà ôiëîñîôi¨ �Âëàñ-
òèâîñòi àíàëiòè÷íèõ âåêòîð-ôóíêöié îáìåæåíîãî L-iíäåêñó â äâîâèìiðíié êó-
ëi� (Ëüâiâ, 2021).

Òàêîæ âàðòî çãàäàòè ïðî ïðîô. À. À. Ãîëüäáåðãà, ÿêèé ñïiëüíî ç Ì. Ì. Øåðåìå-
òîþ [67] äîâiâ, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ äîäàòíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ l òàêî¨, ùî rl(r)→ +∞
iñíó¹ öiëà ôóíêöiÿ îáìåæåíîãî l-iíäåêñó. Çãîäîì âîíè íàïèñàëè ùå äâi ñòàòòi ïðî
îáìåæåíiñòü l-iíäåêñó ôóíêöi¨ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà [6] òà êàíîíi÷íèõ äîáóòêiâ ðîäó p
(äèâ. [68]).

Ì. Ì. Øåðåìåòà ñïiëüíî ç À. Ä. Êóçèêîì çàïðîïîíóâàâ äîâîëi íåîáòÿæëèâi
óìîâè íà ôóíêöiþ l, çàâäÿêè âèêîíàííþ ÿêèõ âäàëîñÿ ïîáóäóâàòè ãíó÷êó òåîðiþ
ôóíêöié îáìåæåíîãî l-iíäåêñó. Â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó öi óìîâè ìîæíà ïîäàòè
ó âèãëÿäi òàêî¨ óìîâè l(r + O(1/l(r)) = O(l(r)) ïðè r → +∞. Öi óìîâè âïåðøå
ïîÿâèëèñÿ ó ñòàòòi [8]. Äî òîãî æ ïðè l(r) ≡ l(|z|)Ì. Ì.Øåðåìåòîþ i Â. Î. Êóøíiðîì
[72] âêàçàíî ðiâíîñèëüíèé ¨õíié âèãëÿä, ÿêèé äàâ çìîãó ¨õ íåñêëàäíî óçàãàëüíþâàòè
íà áàãàòîâèìiðíèé âèïàäîê:

0 < inf
t0∈C

{
min

{
l(t)

l(t0)
: |t− t0| ≤

r

l(t0)

}}
≤

≤ sup
t0∈C

{
max

{
l(t)

l(t0)
: |t− t0| ≤

r

l(t0)

}}
<∞.

Êëàñ äîäàòíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié l, ùî çàäîâîëüíÿþòü çàçíà÷åíó óìîâó, ïîçíà-
÷àþòü ÷åðåç Q. Çãàäàíi ïîâíîöiííi áàãàòîâèìiðíi àíàëîãè öi¹¨ óìîâè âïåðøå çóñòði-
÷àþòüñÿ äëÿ îáìåæåíîãî iíäåêñó çà íàïðÿìêîì ó [2], à çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ ó [38].
Çàçíà÷èìî, ùî äîñòàòíüî âèìàãàòè âèêîíàííÿ íå äëÿ âñiõ r, à ëèøå äëÿ îäíîãî. Áà
áiëüøå, ìîæíà öåé êëàñ Q âèçíà÷àòè ëèøå óìîâîþ íà ñóïðåìóì:

∃r ∈ (0;∞) 0 < λ(r) := sup
z1,z2∈C

{
l(z1)

l(z2)
: |z1 − z2| ≤

r

min{l(z1), l(z2)}

}
<∞.

Öåé îñòàòî÷íèé âàðiàíò çàäàííÿ êëàñó Q âïåðøå ïîÿâèâñÿ ó ñòàòòÿõ [39,40] âiäðàçó
äëÿ áàãàòîâèìiðíîãî âèïàäêó ïiä âïëèâîì îáãîâîðåíü ç ïðîô. Ñ. Þ. Ôàâîðîâèì.
Çîêðåìà, äîïîìiæíèé êëàñ Qnb äëÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié L : Cn → R+ âèçíà÷à¹òüñÿ
óìîâîþ, ùî äëÿ äåÿêîãî r > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ

0 < sup
z∈C

sup
t1,t2∈C

{
L(z + t1b)

L(z + t2b)
: |t1 − t2| ≤

r

min{L(z + t1b), L(z + t2b)}

}
<∞,
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à äîïîìiæíèé êëàñ Qn äëÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié L = (l1, . . . , ln) : Cn → Rn+ çàäà¹òü-
ñÿ óìîâîþ, ùî äëÿ äåÿêîãî R = (r1, r2, . . . , rn) ∈ Rn+ âèêîíó¹òüñÿ

0 < sup
z,w∈Cn

{
lj(z)

lj(w)
: |zj − wj | ≤

rj
min{lj(z), lj(w)}

äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, 2, . . . , n}
}
<∞,

àáî ∃R0 ∈ Rn+,∃C, c ∈ Rn+(0 < c ≤ C), ∀z0 ∈ Cn ∀z ∈ Dn[z0, R0/L(z0)]

c ≤ L(z)/L(z0) ≤ C,

äå 0 = (0, . . . , 0) ∈ Rn+, Dn[z0, R] := {z ∈ Cn : |zj − z0j | 6 rj , j ∈ {1, . . . , n}}, à çàïèñ
A < B äëÿ A, B ∈ Rn îçíà÷à¹, ùî aj < bj (j ∈ {1, . . . , n}).

Àëå öå íå âñå ñòîñîâíî ôóíêöi¨ l. Ââiâøè äîäàòêîâó óìîâó íà ïîâîäæåííÿ ôóíê-
öi¨ l áiëÿ ìåæi îáëàñòi, Ì. Ì. Øåðåìåòà çóìiâ çàïî÷àòêóâàòè çìiñòîâíå äîñëiäæåí-
íÿ àíàëiòè÷íèõ â äîâiëüíié îáëàñòi ç êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ôóíêöié îáìåæåíîãî
l-iíäåêñó. Õî÷à ñïðîáà ââåñòè ïîíÿòòÿ îáìåæåíîãî iíäåêñó äëÿ àíàëiòè÷íèõ â äî-
âiëüíié îáëàñòi ç Cn íàÿâíà ùå ó ñòàòòi �. Êðiøíè òà Ñ. Øàõà [70]. Âòiì íàñïðàâäi
ôóíêöi¨, ùî ìàþòü îáìåæåíèé iíäåêñ ó ñåíñi îçíà÷åííÿ �. Êðiøíè òà Ñ. Øàõà, ¹
öiëèìè íàâiòü â iíòåðïðåòàöi¨ äëÿ îäíi¹¨ çìiííî¨. Öå âèïëèâà¹ ç íåîáõiäíî¨ óìîâè
îáìåæåíîñòi l-iíäåêñó äëÿ àíàëiòè÷íèõ ó êðóçi ðàäióñà R ôóíêöié [96, òåîðåìà 3.3,

ñ. 71]:

r∫
0

l(t)dt→∞ ïðè r → R.

Ó íàéçàãàëüíiøîìó âèãëÿäi çãàäàíà óìîâà Ì. Ì. Øåðåìåòè íà ïîâîäæåííÿ
ôóíêöi¨ l áiëÿ ìåæi îáëàñòi ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

l(z) >
β

dist{z, ∂G}
, β = const > 1, z ∈ C,

äå G � äîâiëüíà îáëàñòü ç êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Âïåðøå âîíà ó òàêîìó âèãëÿäi
ïîÿâèëàñÿ ó ñòàòòi [72], õî÷à äëÿ îäèíè÷íîãî êðóãà ¨¨ ìîæíà çíàéòè ó ðàíiøié ñòàòòi
[9], äå âîíà çàõîâàíà ó ñàìèé âèãëÿä ôóíêöi¨ l. Ñàìå, òàì ðîçãëÿäàëàñÿ ôóíêöiÿ
òàêîãî âèãëÿäó l

(
1

1−|z|
)
. Ó áàãàòîâèìiðíîìó âèïàäêó öÿ óìîâà íà ïîâîäæåííÿ áiëÿ

ìåæi îáëàñòi àíàëiòè÷íîñòi íàáóëà òàêîãî âèãëÿäó äëÿ ðiçíèõ êëàñè÷íèõ îáëàñòåé
iç Cn:

• îäèíè÷íî¨ êóëi òà îáìåæåíîãî L-iíäåêñó çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ [34]: lj(z) >
β

1− |z|
äëÿ âñiõ |z| < 1, j ∈ {1, 2, . . . , n}, z ∈ Cn, β >

√
n � äåÿêà ñòàëà;

• îäèíè÷íî¨ êóëi òà äëÿ îáìåæåíîãî L-iíäåêñó çà íàïðÿìîì [45]: L(z) >
β

1− |z|
äëÿ âñiõ |z| < 1, z ∈ Cn, β > 1 � äåÿêà ñòàëà;

• îäèíè÷íîãî ïîëiêðóãà òà äëÿ îáìåæåíîãî L-iíäåêñó çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ

[49]: lj(z) >
β

1− |zj |
äëÿ âñiõ |zj | < 1, j ∈ {1, 2, . . . , n}, z ∈ Cn, β > 1 � äåÿêà

ñòàëà.

Çàãàëîì îäíîâèìiðíi äîñëiäæåííÿ çà 80-90 ðîêè Ì.Ì. Øåðåìåòè âèêëàäåíi ó
çàâåðøåíîìó ó ïåâíîìó ñåíñi âèãëÿäi ó òàêié éîãî ìîíîãðàôi¨ [96] M. Sheremeta,
Analytic functions of bounded index, Mathematical Studies. Monograph Series, Vol. 6.
VNTL Publishers, Lviv (1999).
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Âîäíî÷àñ çàçíà÷èìî, ùî ëîãi÷íèìè áàãàòîâèìiðíèìè ïðîäîâæåííÿìè öi¹¨ êíèæ-
êè ¹ äâi ìîíîãðàôi¨ Î. Ñêàñêiâà ðàçîì ç À. Áàíäóðîþ. Ïåðøà [35] ç íèõ ïðèñâÿ÷åíà
öiëèì ôóíêöiÿì îáìåæåíîãî L-iíäåêñó çà íàïðÿìîì, à äðóãà [36] � àíàëiòè÷íèì ó
êóëi ôóíêöiÿì îáìåæåíîãî L-iíäåêñó çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ. Ñþäè æ ìîæíà äîëó÷è-
òè îêðåìèé ðîçäië ïðî öiëi íà çðiçêàõ ôóíêöi¨ îáìåæåíîãî L-iíäåêñó çà íàïðÿìêîì ó
êîëåêòèâíié ìîíîãðàôi¨ [37]. Öåé êëàñ öiëèõ íà çðiçêàõ ôóíêöié äîâîëi øèðîêèé. Äî
íüîãî íàëåæàòü íåïåðåðâíi çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ ôóíêöi¨, ùî ¹ öiëèìè íà çðiçêàõ
z+tb, ÿê ôóíêöi¨ âiä êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ t ïðè êîæíîìó z ∈ Cn òà çàäàíîìó íàïðÿìi
b ∈ Cn\{0}. Ó âèïàäêó äâîõ çìiííèõ ñþäè, çîêðåìà, ìîæíà çà÷àñëèòè ôóíêöi¨, ùî ¹
öiëèìè çà çìiííîþ z1 (ñåáòî çà íàïðÿìîì (1, 0)) ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó çíà÷åííi
çìiííî¨ z2 òà íåïåðåðâíèìè çà îáîìà çìiííèìè.

Â îñíîâi áàãàòüîõ äîñëiäæåíü Ì. Ì. Øåðåìåòè ç éîãî ñïiâàâòîðàìè (äèâ., çîêðå-
ìà, [10, 23, 58, 68]) öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî l-iíäåêñó ¹ ëîãàðèôìi÷íèé êðèòåðié
îáìåæåíîñòi l-iíäåêñó. Õî÷à öå òâåðäæåííÿ ó âèãëÿäi äîñòàòíiõ óìîâ îáìåæåíîñòi
iíäåêñó âèçíà÷èâ ùå �. Ôðiêå [65], çàòå ÿê ïîâíîöiííèé öiëiñíèé êðèòåðié éîãî îïóá-
ëiêóâàâ ñàìå Ì. Ì. Øåðåìåòîþ ç À. Ä. Êóçèêîì [95]. Ñàìå Ì. Ì. Øåðåìåòà ðàçîì
çi ñïiâàâòîðàìè íà ïîâíó ñèëó çóìiâ ïîêàçàòè ìîæëèâîñòi çàñòîñóâàííÿ öüîãî êðè-
òåðiþ, ÿê äî äèôåðåíöiéíèõ ðiâíÿíü [14, 15, 86, 100], òàê i äî íåñêií÷åííèõ äîáóòêiâ,
ÿêèìè çðó÷íî çîáðàæàòè ÿê öiëi [23, 60, 61, 68, 97, 102], òàê i àíàëiòè÷íi â îáìåæåíié
îáëàñòi ôóíêöi¨ âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ [10�13,84,98]. Îñíîâíèé ëåéòìîòèâ öèõ äîñëiäæåíü
äèôðiâíÿíü � âñòàíîâëåííÿ óìîâ íà êîåôiöi¹íòè ðiâíÿíü, çà ÿêèõ êîæåí öiëèé ÷è
àíàëiòè÷íèé ó äåÿêié êîìïëåêñíié îáëàñòi ðîçâ'ÿçîê ìàòèìå îáìåæåíèé l-iíäåêñ òà
âiäøóêàííÿì öi¹¨ ôóíêöi¨ l. Íàòîìiñòü äëÿ íåñêií÷åííèõ äîáóòêiâ ¨õíi äîñëiäæåííÿ
ñòîñóâàëèñÿ âiäøóêàííÿ óìîâ, çà ÿêèõ âiäïîâiäíèé íåñêií÷åííèé äîáóòîê ìàòèìå
îáìåæåíèé l-iíäåêñ, à òàêîæ ðîçãëÿäàëèñÿ ïîâ'ÿçàíi ç öèì ðiçíîìàíiòíi ïiäçàäà÷i.
Äëÿ äîâiëüíîãî r > 0 òà l ∈ Q ïðèéìåìî

n(r, z0, 1/f) =
∑

|ak−z0|<1

1

òà
Gr(f) = ∪{z : |z − ak| < r/l(|ak|)},

äå ak � íóëi ôóíêöi¨ f . Ñôîðìóëþ¹ìî öåé �ëîãàðèôìi÷íèé� êðèòåðié.

Òåîðåìà 1 ( [95]). Íåõàé l ∈ Q. Öiëà ôóíêöiÿ f ìà¹ îáìåæåíèé l-iíäåêñ òîäi é

òiëüêè òîäi, êîëè:

1) äëÿ áóäü-ÿêîãî r > 0 iñíó¹ P = P (r) > 0 òàêà, ùî |f ′(z)/f(z)| < Pl(|z|) äëÿ
êîæíîãî z ∈ C \Gr(f);

2) äëÿ êîæíîãî r > 0 iñíó¹ n = n(r) ∈ Z+ òàêå, ùî n(r/l(|z0|), z0, 1/f) ≤ ñ äëÿ

êîæíîãî z0 ∈ C.

Çâàæàþ÷è íà óìîâó 2) ëîãàðèôìi÷íîãî êðèòåðiþ, Ì. Ì. Øåðåìåòà [103] äîñëiä-
æóâàâ óìîâè îäíîëèñòîñòi ôóíêöié îáìåæåíîãî l-iíäåêñó.

Çàçíà÷èìî, ùî ó áàãàòîâèìiðíîìó âèïàäêó çàñòîñóâàííÿ ëîãàðèôìi÷íîãî êðè-
òåðiþ äî êàíîíi÷íèõ äîáóòêiâ Âå¹ðøòðàññà íàøòîâõó¹òüñÿ íà íåïîäîëàíi äîñi àíà-
ëiòè÷íi òðóäíîùi, ïîâ'ÿçàíi ç îöiíêîþ ìîäóëÿ ëîãàðèôìi÷íî¨ ïîõiäíî¨ çà íàïðÿìîì
(÷è çà êîæíî¨ çìiííîþ íàðiçíî) çîâíi äåÿêî¨ âèíÿòêîâî¨ ìíîæèíè, ïîðîäæåíî¨ íóëüî-
âèìè òî÷êàìè ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨. Òîìó íàðàçi âiäîìi óìîâè ñóòî äëÿ öiëèõ ôóíêöié
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ç ïëîñêèìè íóëÿìè ç îäíèì iñòîòíèì îáìåæåííÿì � óñi ãiïåðïëîùèíè íóëiâ ïàðà-
ëåëüíi ìiæ ñîáîþ [4,50].

Âèâîäÿ÷è àíàëîã òåîðåìè 1 äëÿ öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî L-iíäåêñó çà íà-
ïðÿìîì, À. Áàíäóðà ç Î. Ñêàñêiâèì çóìiëè iñòîòíî ïîñëàáèòè äîñòàòíi óìîâè. Öi
çíàéäåíi íèìè äîñòàòíi óìîâè ç [31, 32] âèÿâèëèñÿ íîâèìè íàâiòü ó âèïàäêó öiëèõ
ôóíêöié îáìåæåíîãî iíäåêñó. Äëÿ ¨õíüîãî ôîðìóëþâàííÿ íàâåäåìî êiëüêà îçíà÷åíü
i ïîçíà÷åíü.

Öiëà ôóíêöiÿ F : Cn → C íàçèâà¹òüñÿ ( [2]) ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî L-iíäåêñó
çà íàïðÿìîì b, ÿêùî iñíó¹ m0 ∈ Z+ òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî m ∈ Z+ òà âñiõ z ∈ Cn
ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(2)
|∂mb F (z)|
m!Lm(z)

6 max
{ |∂kbF (z)|

k!
: 0 6 k 6 m0

}
,

äå ∂0bF (z) = F (z), ∂bF (z) =
n∑
j=1

∂F (z)
∂zj

bj , ∂kbF (z) = ∂b

(
∂k−1b F (z)

)
, k > 2.

Ïîçíà÷èìî

(3) Gr = Gb
r (F ) :=

⋃
z : F (z)=0

{z + tb : |t| < r/L(z)},

äå a0k � íóëi ôóíêöi¨ F (z0 + tb) ïðè çàäàíîìó z0 ∈ Cn. Íåõàé

nz0(r) = nb
(
r, z0, 1/F

)
:=

∑
|a0k|6r

1

� ëi÷èëüíà ôóíêöiÿ íóëiâ a0k ôóíêöi¨ F (z
0 + tb) ó êðóçi {t ∈ C : |t| 6 r}. ßêùî ïðè

çàäàíîìó z0 ∈ Cn òà âñiõ t ∈ C ìà¹ìî F (z0 + tb) ≡ 0, òî ââàæà¹ìî, ùî nz0(r) = −1.
Ïîçíà÷èìî

n(r) = sup
z∈Cn

nz(r/L(z)).

Òåîðåìà 2 ( [32]). Íåõàé F : Cn → C � öiëà ôóíêöiÿ, L ∈ Qnb. Òîäi F ¹ ôóíêöi¹þ

îáìåæåíîãî L-iíäåêñó çà íàïðÿìîì b ∈ Cn \ {0} òîäi é òiëüêè òîäi, ÿêùî îáèäâi

óìîâè âèêîíóþòüñÿ:

1) iñíóþòü r1 > 0, P > 0 òàêi, ùî äëÿ êîæíîãî z ∈ Cn\Gr1(F ) ñïðàâäæó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü ∣∣∣∣∂bF (z)F (z)

∣∣∣∣ 6 PL(z);

2) iñíó¹ r2 ∈ (0, 1) òàêå, ùî n(r2) ∈ [0;∞) òà 2r1 ·n(r2) < r2/λ(r2), äå r1 âèáðàíå
ç ïîïåðåäíüî¨ óìîâè.

Çâàæàþ÷è íà ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè 2, âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÷è iñíóþòü ïðèêëà-
äè ç ¨¨ çàñòîñóâàííÿì, äå äîâåñòè âèêîíàííÿ ¨¨ óìîâ äëÿ êîíêðåòíèõ íàëåæíî ïi-
äiáðàíèõ ðàäióñiâ íàáàãàòî ëåãøå, íiæ äëÿ âñiõ ðàäióñiâ, òîáòî äëÿ âñiõ äîäàòíèõ
çíà÷åíü r1 òà r2. Âiäïîâiäü ñòâåðäíà íà öå ïèòàííÿ. Íåïðÿìî öå ïîêàçó¹òüñÿ ó ñòàò-
òi [33], äå äîâåäåíî, ùî äëÿ öiëî¨ ïàðíî¨ ôóíêöi¨ f : C → C îáìåæåíîãî iíäåêñó
òàêà êîìïîçèöiÿ f(

√
z1z2) ¹ ôóíêöi¹þ íåîáìåæåíîãî iíäåêñó çà êîæíèì íàïðÿìîì

b = (b1, b2) ∈ C \ {0}. Öÿ íåîáìåæåíiñòü iíäåêñó îá ðóíòîâó¹òüñÿ äëÿ ïåâíèõ ðàäi-
óñiâ, õî÷à àâòîðè ñïåðøó íàïèñàëè äîâåäåííÿ äëÿ âñiõ äîäàòíèõ çíà÷åíü r1 òà r2,
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ÿêå ìiñòèòü ãðîìiçäêi îá÷èñëåííÿ i çàéìà¹ 6 ñòîðiíîê ó ñòèëüîâèêó æóðíàëó �Ìàòå-
ìàòè÷íi Ñòóäi¨�, íàòîìiñòü ñêîðî÷åíà âåðñiÿ äîâåäåíü äëÿ ïåâíèõ ðàäióñiâ çàéìà¹ 4
ñòîðiíêè. Äî òîãî æ ó íié íåìà¹ ãðîìiçäêèõ ïåðåòâîðåíü ç äîâiëüíèìè ðàäióñàìè.

Âàðòî âèçíàòè, ùî À. Áàíäóði ñïiëüíî ç Î. Ñêàñêiâèì òà iíøèìè ñïiâàâòîðàìè
âäàëîñÿ îòðèìàòè ïåâíi àíàëîãè ëîãàðèôìi÷íîãî êðèòåðiþ ó âèãëÿäi äîñòàòíiõ óìîâ
[38,53] äëÿ öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî L-iíäåêñó çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî ââåäåíî¨ Ì. Ì. Øåðåìåòîþ ôóíêöi¨ l, çàçíà÷èìî, ùî âií çóìiâ
çi ñâî¨ìè ñïiâàâòîðàìè [73] çíàéòè âåðõíi îöiíêè çðîñòàííÿ öiëèõ ôóíêöié îáìåæå-
íîãî l-iíäåêñó, âèêîðèñòîâóþ÷è äâà ðiçíi ïiäõîäè, ðîçðîáëåíi Ó. Õåéìàíîì [69] òà
Øàõîì [92] äëÿ öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî iíäåêñó. ×åðåç ïîÿâó äîïîìiæíî¨ ôóíê-
öi¨ l Ì. Ì. Øåðåìåòà áåçïåðå÷íî ìàâ íàêëàäàòè ïåâíi óìîâè íà íå¨ äëÿ îòðèìàííÿ
çìiñòîâíèõ ðåçóëüòàòiâ. Öi óìîâè äîïóñêàþòü ïåâíi ïîêðàùåííÿ, ùî À. Áàíäóðîþ òà
Î. Ñêàñêiâèì çðîáëåíî, àëå âîíè íàñïðàâäi ñóòî ôîðìàëüíi. Òîáòî, äîâîëi ÷àñòî ïiñ-
ëÿ äîñëiäæåíü Ì. Ì. Øåðåìåòè â òåîði¨ îáìåæåíîãî iíäåêñó, íàâiòü ÿêùî ìîæíà é
ïîìiòèòè ÿêiñü çàãàëüíiøi ÷è ïîêðàùåíi óìîâè, òî ïîáóäóâàòè ïðèêëàäè íà òî÷íiñòü
îòðèìóâàíèõ îöiíîê çà òàêî¨ çàãàëüíîñòi óìîâ íàáàãàòî ñêëàäíiøå. Ïðèíàéìíi â çà-
ãàëüíîìó âèãëÿäi âîíè íàì íåâiäîìi i öå äîñi ¹ âiäêðèòîþ ïðîáëåìîþ. Ç öi¹¨ òî÷êè
çîðó óìîâè Ì. Ì. Øåðåìåòè ó ïåâíîìó ñåíñi ¹ çàâåðøåíèìè òà íåïîêðàùóâàíèìè.
Îá ðóíòó¹ìî öå äîêëàäíiøå.

Íàïðèêëàä, ç ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ ó [51] ïðî çðîñòàííÿ öiëèõ ôóíêöié îáìå-
æåíîãî L-iíäåêñó çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ, âèïëèâà¹ òàêèé îäíîâèìiðíèé íàñëiäîê (ó
òié ñòàòòi � öå íàñëiäîê 4.8). Ïîçíà÷èìî u(r, θ) = l(reiθ).

Íàñëiäîê 1 ( [51]). Íåõàé l(reiθ) � äîäàòíà íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ çà

çìiííîþ r ∈ [0,+∞) äëÿ êîæíîãî θ ∈ [0, 2π]. ßêùî öiëà ôóíêöiÿ f ìà¹ îáìåæåíèé

l-iíäåêñ N = N(f, l) òà iñíó¹ C > 0 òàêà, ùî lim
r→+∞

max
θ∈[0,2π]

(−u′r(r, θ))+

l2(reiθ)
= C, òî

lim
r→+∞

lnmax{|f(z) : |z| = r}
max

θ∈[0,2π]

∫ r
0
l (τeiθ) dτ

6 (C + 1)N + 1.

Ñôîðìóëüîâàíèé ðåçóëüòàò òî÷íiøèé, íiæ ðåçóëüòàò Øåðåìåòè, îòðèìàíèé ó
âèïàäêó n = 1, C 6= 0 òà l(|z|), àäæå âiäïîâiäíà òåîðåìà 4.4 ç [96, ñ. 83] ñòâåðäæó¹,
ùî

lim
r→+∞

lnmax{|f(z) : |z| = r}∫ r
0
l(τ)dτ

6 (C + 1)(N + 1).

Î÷åâèäíî, ùî NC+N +1 < (C+1)(N +1) äëÿ C 6= 0 òà N 6= 0. Îäíàê çàëèøà¹òüñÿ
âiäêðèòèì ïèòàííÿ ïîáóäîâè öiëî¨ ôóíêöi¨ f òà äîäàòíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ l ç
òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè:

(1) f ìà¹ îáìåæåíèé l-iíäåêñ;
(2) äëÿ óñiõ äîäàòíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié l1(z) òàêèõ, ùî l1(z) < l(z) òà

lim
r→+∞

l1(re
iθ)

l(reiθ)
= 0, ôóíêöiÿ f ìà¹ íåîáìåæåíèé l1-iíäåêñ;

(3) lim
r→+∞

max
θ∈[0,2π]

(−u′r(r, θ))+

l2(reiθ)
= C 6= 0;
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(4) lim
r→+∞

lnmax{|f(z) : |z| = r}
max

θ∈[0,2π]

∫ r
0
l (τeiθ) dτ

6 (C + 1)N + 1;

(5) rl(reiθ)→ +∞ ïðè r →∞ òà êîæíîìó θ ∈ [0; 2π].

Âiäïîâiäíèé ïðèêëàä çàñâiä÷èâ áè çìiñòîâíiñòü óòî÷íåííÿ çàçíà÷åíîãî ðåçóëüòàòó
Øåðåìåòè.

Îöiíêè çðîñòàííÿ öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî L-iíäåêñó çà íàïðÿìîì [52] òàêîæ
îòðèìàíi çà çàãàëüíiøèõ óìîâ íà ôóíêöiþ l. Ñôîðìóëþ¹ìî ¨õ äëÿ îäíîâèìiðíîãî
âèïàäêó ÿê íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2. Íåõàé l : C→ R+ � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ òà

(4) min
θ∈[0,2π]

lim
r→+∞

1

l(reiθ)
min

{
l(teiθ) :

r

1 + δ
6 t 6 r

}
= ϕ(δ)→ ϕ0∈(0, 1] ïðè δ→+0.

ßêùî öiëà òðàíñöåíäåíòíà ôóíêöiÿ f : C→ C ìà¹ îáìåæåíèé l-iíäåêñ N(f, l), òî

(5) max
θ∈[0,2π]

lim
r→+∞

lnmax{|f(z)| : |z| = r}∫ r
0
l(teiθ)dt

6
N(f, l) + 1

ϕ2
0

.

Ì. Ì. Øåðåìåòà ðàçîì ç À. Ä. Êóçèêîì ó [73] îòðèìàëè îöiíêó (5) ëèøå
ïðè ϕ0 = 1 òà âñòàíîâèëè ¨¨ òî÷íiñòü. Ïèòàííÿ ïîáóäîâè òàêî¨ äîäàòíî¨ íåïåðåðâ-
íî¨ ôóíêöi¨ l òà öiëî¨ ôóíêöi¨ l, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè öüîãî íàñëiäêó òà
ϕ0 ∈ (0; 1), çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì, õî÷à âïåðøå áóëî ñôîðìóëüîâàíî ùå ó [52]
À. Áàíäóðîþ òà Î. Ñêàñêiâèì. Iíøèìè ñëîâàìè, òóò òàêîæ ìà¹ìî ïåâíå ïîêðàùåí-
íÿ îöiíêè Øåðåìåòè, àëå, íà ïðåâåëèêèé æàëü, ìè íå çóìiëè ïîáóäóâàòè çìiñòîâíèé
ïðèêëàä íà òî÷íiñòü öi¹¨ îöiíêè.

Îêðåìî âàðòî ïåðåðàõóâàòè ðiçíi òèïè äèôåðåíöiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêi äîñëiäæó-
âàëè Ì. Ì. Øåðåìåòà òà éîãî ó÷íi â ðàìêàõ òåîði¨ ôóíêöié îáìåæåíîãî iíäåêñó:

• ðiâíÿííÿ Âåáåðà w′′ − ( z
2

4 − ν −
1
2 )w = 0 [15, 85];

• ðiâíÿííÿ Ãàóñà z(z − 1)w′′ + ((α+ β + 1)z − γ)w′ + αβw = 0 [100];
• ðiâíÿííÿ Øàõà (äèôåðåíöiéíå ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç êâàäðàòè÷íèìè
áàãàòî÷ëåíàìè ÿê êîåôiöi¹íòàìè) z2w′′+(β0z

2+β1z)w
′+(γ0z

2+γ1z+γ2)w = 0.
[7, 16�19,101,107];

• ðiâíÿííÿ Ëåæàíäðà (1− z2)w′′ − 2zw′ + λw = 0 [86];
• ðiâíÿííÿ Øåðåìåòè-Òðóõàíà z(z − 1)w′′ + β1zw

′ + γ2w = 0 [87];
• ðiâíÿííÿ âèðîäæåíî¨ ãiïåðãåîìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ z2w′′ + (γ − z)w′ − αw = 0
[14, 21].

Äëÿ öèõ ðiâíÿíü çíàéäåíî óìîâè íà ïàðàìåòðè, çà ÿêèõ ¨õíi öiëi ÷è àíàëiòè÷íi â
êðóçi ðîçâ'ÿçêè ìàþòü îáìåæåíèé l-iíäåêñ, ¹ îïóêëèìè, áëèçüêèìè äî îïóêëèõ ÷è
çiðêîâèìè, à òàêîæ âêàçàíî êîíêðåòíèé âèãëÿä ôóíêöi¨ l.Äîñëiäæåííÿ ó öèõ ñòàòòÿõ
çäåáiëüøîãî ïðîâîäèòüñÿ ÷åðåç çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñòåïåíåâèìè ðÿäàìè, ÿêi òà-
êîæ ñëóãóâàëè îêðåìèì îá'¹êòîì äîñëiäæåíü äëÿ Ì. Ì.Øåðåìåòè [22]. Âií, çîêðåìà,
çíàéøîâ óìîâè íà êîåôiöi¹íòè ñòåïåíåâîãî ðÿäó, çà ÿêèõ ìàòèìå îáìåæåíèé l-iíäåêñ.
×àñòêîâî öi ðåçóëüòàòè ìiñòÿòüñÿ ó ùå îäíié ìîíîãðàôi¨ Ì. Ì. Øåðåìåòè [108].

Íàñàìêiíåöü ðîçãëÿíåìî ïðÿìèé âíåñîê Ì. Ì. Øåðåìåòè ó áàãàòîâèìiðíó òåî-
ðiþ îáìåæåíîãî iíäåêñó. Òóò âàðòî âèäiëèòè äâi ñêëàäîâi áàãàòîâèìiðíîñòi � ôóíêöi¨
âiä n çìiííèõ i n-âèìiðíi êðèâi âiä îäíi¹¨ çìiííî¨.
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ßê ìè âæå çãàäóâàëè, ïîíÿòòÿ àíàëiòè÷íî¨ â îáëàñòi ôóíêöi¨ îáìåæåíîãî iíäåê-
ñó âiä äåêiëüêîõ çìiííèõ çàïðîïîíîâàíå Ãîïàëîþ Êðiøíîþ òà Ñ. Øàõîì ó [70]. Äëÿ
öiëèõ ôóíêöié âiä äâîõ çìiííèõ Ì. Ñàëìàññi [88] òàêîæ ââiâ ïîíÿòòÿ îáìåæåíîãî ií-
äåêñó òà äîâiâ òðè êðèòåði¨ îáìåæåíîñòi iíäåêñó. Ïîíÿòòÿ öiëî¨ ôóíêöi¨ îáìåæåíîãî
L-iíäåêñó çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ áóëî ââåäåíî Ì. Ì. Øåðåìåòîþ òà Ì. Ò. Áîð-
äóëÿê ó [5]. Óñi öi àâòîðè çàìiñòü çâè÷àéíèõ ïîõiäíèõ â îçíà÷åííi ðîçãëÿäàëè óñi
ìîæëèâi ÷àñòèííi ïîõiäíi. Çãàäàíi ìàòåìàòèêè îòðèìóâàëè âëàñòèâîñòi ôóíêöié âiä
äåêiëüêîõ çìiííèõ îáìåæåíîãî iíäåêñó ç âëàñòèâîñòåé öiëèõ ôóíêöié îäíi¹¨ çìiííî¨,
ðîçãëÿäàþ÷è öiëó ôóíêöiþ F : Cn → C ÿê öiëó ôóíêöiþ çà êîæíîþ çìiííîþ íà-
ðiçíî. Ïîðiâíÿíî íåäàâíî òàêîæ ç'ÿâèëèñÿ ïðàöi Ô. Íóðàÿ òà Ð. Ïàòåðñîíà íà öþ
ñàìó òåìàòèêó [78�80]

Çóïèíèìîñÿ äåòàëüíiøå íà îçíà÷åííi çàïðîïîíîâàíîìó Ì. Ì. Øåðåìåòîþ òà
Ì. Ò. Áîðäóëÿê. Âîíè ðîçãëÿäàëè ëèøå âèïàäîê âåêòîð-ôóíêöié L òàêèõ, ùî

L = (l1(z1), l2(z2), . . . , ln(zn)),

òà lj(zj) � äîäàòíi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨, j ∈ {1, . . . , n}, òîáòî, êîæíà êîìïîíåíòà
âåêòîð-ôóíêöi¨ L ¹ ôóíêöi¹þ âiä îäíi¹¨ çìiííî¨.

Äî òîãî æ öiëi ôóíêöi¨ ç öüîãî êëàñó ìàþòü âëàñòèâiñòü [5]:

lnmax{|F (z)| : |zj | = rj , j ∈ {1, . . . , n}} = O
( n∑
j=1

lj(rj)
)

ïðè r1 + . . .+ rn → +∞. À öå ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî ôóíêöiÿ îáìåæåíîãî L-iíäåêñó ó
ñåíñi îçíà÷åííÿ Áîðäóëÿê-Øåðåìåòè ïîâîäèòüñÿ ïîäiáíî äî ôóíêöi¨ ç âiäîêðåìëå-
íèìè çìiííèìè. Íàòîìiñòü ó [38] áóëî âïåðøå äîñëiäæåíî öiëi ôóíêöi¨ îáìåæåíîãî
L-iíäåêñó çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ ïðè L = (l1(z), . . . , ln(z)), äå lj : Cn → R+ � íå-
ïåðåðâíà ôóíöiÿ, j ∈ {1, . . . , n}. Ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ ïiäòâåðäèëè ïðàâèëüíiñòü
îáðàíîãî ïiäõîäó, àäæå áóëî äîâåäåíî [44], ùî äëÿ êîæíî¨ öiëî¨ ôóíêöi¨ âiä äåêiëüêîõ
çìiííèõ ç îáìåæåíîþ êðàòíiñòþ íóëüîâèõ òî÷îê çíàéäåòüñÿ ôóíêöiÿ L : Cn → Rn+,
äëÿ ÿêî¨ ïî÷àòêîâà öiëà ôóíêöiÿ ìàòèìå îáìåæåíèé L-iíäåêñ çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ.

Ùå îäèí àñïåêò áàãàòîâèìiðíîñòi ïîâ'ÿçàíèé ç àíàëiòè÷íèìè êðèâèìè. Ñàìå
ïîíÿòòÿ îáìåæåíîãî l-iíäåêñó äëÿ íèõ ââåäåíî ó ñòàòòÿõ [20,59], äå òàêîæ äîâåäåíî
äëÿ íèõ àíàëîã òåîðåìè Õåéìàíà òà ïðîäåìîíñòðîâàíî ¨¨ çàñòîñóâàííÿ äî ñèñòåì
äèôåðåíöiéíèõ ðiâíÿíü. Íåâäîâçi, âèêîðèñòîâóþ÷è iäåþ Ì. Øåðåìåòè ïðî íîðìè
äëÿ òàêèõ êðèâèõ, ó ïðàöÿõ À. Áàíäóðè, Î. Ñêàñêiâà òà Â. Áàêñè [24�27] ïîáóäîâàíî
òåîðiþ îáìåæåíîãî L-iíäåêñó äëÿ àíàëiòè÷íèõ âåêòîðíîçíà÷íèõ ôóíêöié, ùî äiþòü
ç äâîâèìiðíî¨ êóëi ó äâîâèìiðíèé êîìïëåêñíèé ïðîñòið.

Íàñàìêiíåöü çàçíà÷èìî, ùî Ì. Ì. Øåðåìåòà [54,96,106] òàêîæ ó ðàìêàõ òåîði¨
ôóíêöié îáìåæåíîãî iíäåêñó ïåðøèì ïî÷àâ âèâ÷àòè óìîâè, çà ÿêèõ êîìïîçèöiÿ àíà-
ëiòè÷íèõ ôóíêöié ìàòèìå îáìåæåíèé iíäåêñ. Öÿ åñòàôåòà äîñëiäæåííÿ êîìïîçèöié
ó áàãàòîâèìiðíîìó âèïàäêó âiä íüîãî ïiäõîïëåíà ó ñòàòòÿõ [28,30,43].
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The review article presents the main results of M.M. Sheremeta in the
theory of analytic functions having bounded index, which had the greatest
in�uence on the development of multidimensional generalizations the concept
of a bounded index for di�erent classes of analytic functions. The main his
contribution is the introduction of a positive continuous function l in the de�-
nition of the bounded index, which allowed mathematicians to study enti-
re functions with the bounded multiplicities of zeros. Also, M.M. Sheremeta
proposed non-burdensome conditions on this function l. In view of the conditi-
ons it was possible to build a �exible theory, within which there were obtained
the analogs of most of the statements previously established by G. Fricke,
S. Shah, W. Hayman, R. Roy and others for entire functions of single vari-
able having bounded index. Moreover, the equivalent form of these conditi-
ons, found for the �rst time by M.M. Sheremeta, allows an easy transfer to
the multidimensional case, both for the whole n-dimensional complex space
and for a unit ball and a unit polydisc. A few of Sheremeta's statements
about the properties of functions from these classes are mentioned, where
the corresponding conditions allow certain formal improvements compared to
the results of Sheremeta, but the question of building meaningful examples
of sharpness for these improvements is still open. There is mentioned few
statements of M.M. Sheremeta about the properties of functions from these
classes where the corresponding conditions are actually unimprovable, i.e.,
they allow certain formal improvements over M.M. Sheremeta's results, but
the question of constructing meaningful examples for these improvements is
still open.
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