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Ðîçãëÿíóòî íåëiíiéíå ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ, çáóðåíå áiëèì øóìîì. Äî-
âåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ
öüîãî ðiâíÿííÿ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ñòîõàñòè÷íå ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ, çìiííèé ïîêàçíèê
íåëiíiéíîñòi, áiëèé øóì, óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê.

1. Âñòóï

Íåõàé n ∈ N òà T > 0 � äåÿêi ôiêñîâàíi ÷èñëà, Ω � îáìåæåíà îáëàñòü â Rn ç
äîñèòü ãëàäêîþ ìåæåþ ∂Ω, S � ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié,

Q0,T = Ω× (0, T ), Π0,T = Ω× (0, T )× S, Θ0,T = (0, T )× S.
Ìè äîñëiäæóâàòèìåìî ìiøàíó çàäà÷ó

∂u

∂t
− a(t)∆u+ g(x, t, u) = f(x, t, ω) +

∂b(x, t, ω)

∂t
, (x, t, ω) ∈ Π0,T , (1)

u = 0 íà ∂Ω× [0, T ], (2)

u(x, 0, ω) = u0(x, ω), x ∈ Ω, ω ∈ S, (3)

äå a, g, f, b, u0 � äåÿêi ôóíêöi¨, ∆u =
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+ . . .+
∂2u

∂x2
n

� ëàïëàñiàí u. Ïîõiäíi òóò

ðîçóìiþòüñÿ â ñåíñi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ç âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðiâ, ïðè÷îìó âèðàç
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∂b

∂t
òðàêòó¹òüñÿ ÿê áiëèé øóì. Íåëiíiéíiñòü g çà òðåòüîþ çìiííîþ ìà¹ ñòåïåíåâèé

õàðàêòåð, ïðè÷îìó ïîêàçíèê íåëiíiéíîñòi ¹ ôóíêöi¹þ ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨.
Äîâåäåìî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i (1)�(3) òà âèìiðíiñòü ¨¨ ðîçâ'ÿçêó çà

ïàðàìåòðîì ω ∈ S, ÿêèé ââàæà¹òüñÿ âèïàäêîâîþ çìiííîþ. Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ ðå-
çóëüòàòiâ íàãàäà¹ìî äåÿêi ôàêòè òà ââåäåìî íåîáõiäíi ïîçíà÷åííÿ.

Íåõàé S � öiëêîì ðåãóëÿðíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, F � ñiì'ÿ ïiäìíîæèí S,
P : F → R � éìîâiðíiñíà ìiðà Ðàäîíà (äèâ. äàëi, à òàêîæ [1, ñ. 219]), ÿêi çàäîâîëüíÿ-
þòü òðàäèöiéíi àêñiîìè éìîâiðíiñòíîãî ïðîñòîðó. Ââàæàòèìåìî öåé ïðîñòið ïîâíèì,
òîáòî ïðèïóñêà¹ìî, ùî (äèâ. [2, ñ. 20]) ç òîãî, ùî A ∈ F , B ⊂ A òà P (A) = 0 âèïëèâà¹
òàêå: B ∈ F . Íåõàé ôóíêöiÿ W = W (t, ω) : Θ0,T → R ¹ ñòàíäàðòíèì âiíåðiâñüêèì
ïðîöåñîì, òîáòî (äèâ. [3, ñ. 38]):

1) W (0) = 0 ìàéæå íàïåâíî (ì.í.);
2) äëÿ âñiõ t1, t2, . . . , tm òàêèõ, ùî 0 < t1 < t2 < . . . < tm âèïàäêîâi âåëè÷èíè

W (t1, ·), W (t2, ·)−W (t1, ·), . . . , W (tm, ·)−W (tm−1, ·)

¹ íåçàëåæíèìè;
3) äëÿ âñiõ t, s òàêèõ, ùî t > s ≥ 0 ìà¹ìî, ùî W (t, ·) −W (s, ·) ∈ N(0, t − s),

òîáòî ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó öi¹¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè íàáóâà¹ âèãëÿäó

qs,t(x) =
1√

2π(t− s)
e
− |x|2

2(t−s) , x ∈ R.

Äëÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η : S→ R (òîáòî, âèìiðíî¨ ñòîñîâíî F ôóíêöi¨) ÷åðåç

E η =

∫
S

η(ω) P (dω) (4)

ïîçíà÷èìî ¨¨ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ (ÿêùî iíòåãðàë ïî éìîâiðíiñòíié ìiði (4) iñíó¹).
Â öié ïðàöi ìè îäíî÷àñíî ïðàöþâàòèìåìî ç ôóíêöiÿìè, iíòåãðîâíèìè ç äåÿêèì

ïîêàçíèêîì p çà éìîâiðíiñòíîþ ìiðîþ, çà ìiðîþ Ëåáåãà i çà ìiðîþ Ëåáåãà ó âèïàäêó,
êîëè p � âiäìiííà âiä òîòîæíî ñòàëî¨ ôóíêöiÿ äåÿêèõ çìiííèõ. Äëÿ çðó÷íîñòi, ìíî-
æèíè òàêèõ ôóíêöié íàçèâàòèìåìî âèïàäêîâèìè, ñòàíäàðòíèìè é óçàãàëüíåíèìè
ïðîñòîðàìè Ëåáåãà, âiäïîâiäíî, òà îçíà÷èìî ¨õ íèæ÷å.

Äëÿ êîæíîãî ÷èñëà p ≥ 1 âèïàäêîâèì ïðîñòîðîì Ëåáåãà Lp ≡ Lp(S,F ,P )
íàçâåìî áàíàõiâ ïðîñòið âèïàäêîâèõ âåëè÷èí çi ñêií÷åííèì àáñîëþòíèì ìîìåíòîì
p-ãî ïîðÿäêó. Íàãàäà¹ìî, ùî åëåìåíòè η1 òà η2 öüîãî ïðîñòîðó ââàæàþòüñÿ ðiâíèìè,
ÿêùî η1 = η2 ì.í. Âiäîìî, ùî ó âèïàäêó p = 2 ïðîñòið L2 ¹ ãiëüáåðòîâèì ñòîñîâíî
ñêàëÿðíîãî äîáóòêó

(η1, η2)L2
= E (η1 · η2).

Íåõàé N ∈ N, O ⊂ RN (íàïðèêëàä, O = (0, T ) ÷è O = Ω). Ñòàíäàðòíèì ïðî-
ñòîðîì Ëåáåãà Lp(O) íàçâåìî áàíàõiâ ïðîñòið ôóíêöié v : O → R, iíòåãðîâíèõ â
O çi ñòåïåíåì p çà ìiðîþ Ëåáåãà â RN . Ðîçãëÿäàòèìåìî Lp(O) çi ñòàíäàðòíîþ íîð-
ìîþ. Íåõàé H1(O) òà H1

0 (O) � ïðîñòîðè Ñîáîë¹âà, Lp(O;B) (B � áàíàõiâ ïðîñòið)
� ïðîñòið Ëåáåãà-Áîõíåðà, C(O;B) � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ íà O ôóíêöié çi çíà÷åí-
íÿìè â ïðîñòîði B (äèâ. [4, ñ. 190, 212, 637]). Íåõàé B∗ � ñïðÿæåíèé äî B ïðîñòið,
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H−1(Ω) := [H1
0 (Ω)]∗. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó ôóíêöié

B+(O) := {r ∈ L∞(O) | ess inf
y∈O

r(y) > 0}.

Äëÿ êîæíîãî q ∈ B+(O) îçíà÷èìî: q0 := ess inf
y∈O

q(y), q0 := ess sup
y∈O

q(y),

q′(y) :=
q(y)

q(y)− 1
ìàéæå äëÿ âñiõ (ì.ä.â.) y ∈ O, ïðè q0 > 1,

ρq(v;O) :=

∫
O

|v(y)|q(y) dy, v : O → R.

Íåõàé q ∈ B+(O), q0 > 1. Ââåäåìî óçàãàëüíåíèé ïðîñòið Ëåáåãà òàê:

Lq(y)(O) := {v : O → R − âèìiðíà | ρq(v;O) < +∞}.

Âiäîìî, ùî öå áàíàõiâ ïðîñòið ñòîñîâíî íîðìè Ëþêñåìáóðãà

||v;Lq(y)(O)|| := inf{λ > 0 | ρq(v/λ;O) ≤ 1}.

Êðiì òîãî, [Lq(y)(O)]∗ = Lq′(y)(O). Äåòàëüíiøå ïðî âëàñòèâîñòi óçàãàëüíåíèõ ïðîñ-
òîðiâ Ëåáåãà ìîæíà äîâiäàòèñü, íàïðèêëàä, ç ïðàöü [5], [6], [7], [8].

Ïðèïóñòèìî, ùî êîåôiöi¹íòè ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (1) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
(A): a ∈ B+((0, T ));
(G): ôóíêöiÿ g = g(x, t, ξ), (x, t, ξ) ∈ Q0,T ×R, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Êàðàòåîäîði,

òîáòî ì.ä.â. (x, t) ∈ Q0,T ôóíêöiÿ ξ 7→ g(x, t, ξ) íåïåðåðâíà íà R, äëÿ âñiõ
(ä.â.) ξ ∈ R ôóíêöiÿ (x, t) 7→ g(x, t, s) âèìiðíà íà Q0,T ; ì.ä.â. (x, t) ∈ Q0,T

òà ä.â. ξ ∈ R âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

g0|ξ|q(x) ≤ g(x, t, ξ)ξ ≤ g0|ξ|q(x),

äå 0 < g0 ≤ g0 < +∞, q ∈ B+(Ω), q0 > 1.
Ïðèêëàäîì ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü çàçíà÷åíi óìîâè (A), (G), ìîæóòü, çîêðå-
ìà, áóòè a(t) ≡ 1, g(x, t, ξ) = |ξ|q(x)−2ξ, q(x) = π + arctg(x) ïðè n = 1 (òîäi x ∈ R1).

Ââåäåìî íàðåøòi îñíîâíi ôóíêöiéíi ïðîñòîðè, ç ÿêèìè ïðàöþâàòèìåìî â öié
ñòàòòi. Íåõàé ôóíêöiþ q âçÿòî ç óìîâè (G),

V = H1
0 (Ω) ∩ Lq(x)(Ω), U(Q0,T ) = L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ Lq(x)(Q0,T ).

Òîäi [U(Q0,T )]∗ = L2(0, T ;H−1(Ω))+Lq
′(x)(Q0,T ). Ïðèïóñòèìî, ùî âõiäíi äàíi f, b, u0

çàäà÷i (1)-(3) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
(F1): f ∈ L2(Q0,T ;L2);
(U1): u0 ∈ L2(Ω;L2);
(W1): b(x, t, ω) = b0(x)W (t, ω), (x, t, ω) ∈ Π0,T , äå b0 ∈ V , W � ââåäåíèé

íàìè âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ.
Ïðèíàãiäíî çàóâàæèìî, ùî W ∈ C([0, T ];L2) (äèâ., íàïðèêëàä, [9, ñ. 212]).
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Ââåäåìî ùå òàêå ïîçíà÷åííÿ:

(y, z)Ω :=



∫
Ω

(y(x), z(x))Rn dx, y = (y1, . . . , yn), z = (z1, . . . , zn) : Ω→ Rn,∫
Ω

y(x)z(x) dx, y, z : Ω→ R.
(5)

Ìè âèâ÷à¹ìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1)�(3) ó òàêîìó ðîçóìiííi.

Îçíà÷åííÿ 1. Ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ u = u(x, t, ω), (x, t, ω) ∈ Π0,T , íàçèâà¹òüñÿ
óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1)�(3), ÿêùî:

1) u ∈ U(Q0,T ) ∩ C([0, T ];L2(Ω)) ì.í. â S òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3) ì.í. â S;

2)
∂(u− b)

∂t
∈ [U(Q0,T )]∗ ì.í. â S;

3) ì.í. â S ôóíêöiÿ u çàäîâîëüíÿ¹ ó ñåíñi ïðîñòîðó D∗(0, T ) ðiâíiñòü

d

dt
(u(t), h)Ω + a(t)(∇u(t),∇h)Ω + (g(·, t, u(t)), h)Ω = (f(t), h)Ω +

d

dt
(b(t), h)Ω (6)

äëÿ âñiõ ïðîáíèõ ôóíêöié h ∈ V ;
4) ôóíêöiÿ S 3 ω 7→ u(·, ·, ω) ∈ U(Q0,T ) ¹ F-âèìiðíîþ.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ñòàòòi ¹ òàêi òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1 (iñíóâàííÿ). Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A)�(G), (F1)�(W1),
∂Ω ⊂ C2r, äå

r ∈ N, r ≥ 1

2
max

{
1,

n(q0 − 2)

2q0

}
. (7)

Òîäi çàäà÷à (1)�(3) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê.

Òåîðåìà 2 (¹äèíîñòi). Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A)�(G), (F1)�(W1), ì.ä.â.
(x, t) ∈ Q0,T i ä.â. ξ1, ξ2 ∈ R âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

(g(x, t, ξ1)− g(x, t, ξ2))(ξ1 − ξ2) ≥ 0.

Òîäi ÿêùî u òà v ¹ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i (1)�(3), òî

P
{
ω ∈ S | u(x, t, ω) = v(x, t, ω) ì.ä.â. (x, t) ∈ Q0,T

}
= 1.

Àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè ïîêàçíèêàìè íåëi-
íiéíîñòi îòðèìàíî ó ïðàöÿõ [1], [9], [10]. Çàäà÷i çi çìiííèìè ïîêàçíèêàìè íåëiíiéíîñòi
ó âiäìiííîìó âiä íàøîãî ôîðìóëþâàííi äîñëiäæåíî ó [11], [12]. Ñòàòòþ ïîáóäîâàíî
òàê. Ó ðîçäiëi 2 ðîçãëÿíóòî âiäïîâiäíó äåòåðìiíîâàíó çàäà÷ó (áåç âèïàäêîâîãî ïàðà-
ìåòðà). Äåÿêi äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ ìiñòèòü ðîçäië 3. Ðîçäië 4 ìiñòèòü äîâåäåííÿ
îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ.

2. Äåòåðìiíîâàíà çàäà÷à

Ñïåðøó îòðèìà¹ìî iñíóâàííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i

∂u

∂t
− a(t)∆u+ g(x, t, u) = f(x, t) +

∂b(x, t)

∂t
, (x, t) ∈ Q0,T , (8)

u = 0 íà ∂Ω× [0, T ], (9)
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u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (10)

äå ôóíêöi¨ f, b, u0 íå çàëåæàòü âiä âèïàäêîâîãî ïàðàìåòðà ω. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêî-
íóþòüñÿ óìîâè

(F2): f ∈ L2(Q0,T );
(U2): u0 ∈ L2(Ω);
(W2): b ∈ C([0, T ];V ), b|t=0 = 0.

Îçíà÷åííÿ 2. Ôóíêöiÿ u = u(x, t), (x, t) ∈ Q0,T , íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíèì
ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (8)-(10), ÿêùî:

1) u ∈ U(Q0,T ) ∩ C([0, T ];L2(Ω)) òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (10);

2)
∂(u− b)

∂t
∈ [U(Q0,T )]∗;

3) ôóíêöiÿ u çàäîâîëüíÿ¹ ó ñåíñi ïðîñòîðó D∗(0, T ) ðiâíiñòü

d

dt
(u(t), η)Ω + a(t)(∇u(t),∇η)Ω + (g(·, t, u(t)), η)Ω = (f(t), η)Ω +

d

dt
(b(t), η)Ω

äëÿ âñiõ ïðîáíèõ ôóíêöié η ∈ V .

Äëÿ äîâåäåííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i (8)�(10) çðîáèìî çàìiíó u! ũ, äå

u = ũ+ b. (11)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ íîâî¨ íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ ũ îòðèìà¹ìî òàêó çàäà÷ó:

ũt − a(t)∆ũ+ g(x, t, ũ+ b) = f(x, t) + a(t)∆b(x, t), (x, t) ∈ Q0,T , (12)

ũ = 0 íà ∂Ω× [0, T ], (13)

ũ(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω. (14)

Îçíà÷åííÿ 3. Ôóíêöiÿ ũ = ũ(x, t), (x, t) ∈ Q0,T , íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíèì
ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (12)�(14), ÿêùî:

1) ũ ∈ U(Q0,T ) ∩ C([0, T ];L2(Ω)) òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (14);
2) ũt ∈ [U(Q0,T )]∗;
3) äëÿ âñiõ ïðîáíèõ ôóíêöié v ∈ V òà ϕ ∈ C1

0 (0, T ) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫
Q0,T

[
−ũvϕ′ + a

n∑
i=1

ũxivxiϕ+ g(x, t, ũ+ b)vϕ
]
dxdt =

=

∫
Q0,T

[
fvϕ− a

n∑
i=1

bxivxiϕ
]
dxdt. (15)

Òåîðåìà 3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A)�(G), (F2)�(W2), (7) òà ∂Ω ⊂ C2r.
Òîäi iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê ũ çàäà÷i (12)�(14).

Äîâåäåííÿ ðîçiá'¹ìî íà êiëüêà êðîêiâ.
Êðîê 1 (ïîáóäîâà ãàëüîðêiíñüêèõ íàáëèæåíü). Íåõàé {wj}j∈N � âñi îðòîíîð-

ìàëüíi â ïðîñòîði L2(Ω) âëàñíi ôóíêöi¨ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ç óìîâîþ Äiðiõëå â Ω.
Íåõàé ∆0v := v, ∆1v := ∆v, ∆kv := ∆(∆k−1v), k ∈ N. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið

Wr ≡ H2r
∆ (Ω) := {v ∈ H2r(Ω) | v|∂Ω = ∆v|∂Ω = . . . = ∆r−1v|∂Ω = 0}, (16)
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äå r âçÿòî ç (7). Òîäi (äèâ. [5, ñ. 864]) ñèñòåìà ôóíêöié {wj}j∈N ¹ áàçîþ ãiëüáåðòîâîãî
ïðîñòîðó Wr òà âèêîíóþòüñÿ òàêi íåïåðåðâíi i ùiëüíi âêëàäåííÿ

Wr

_

	 V
_

	 L2(Ω)
_

	 V ∗
_

	W∗r . (17)

Çîêðåìà, {wj}j∈N ¹ áàçîþ ïðîñòîðó V . Íåõàé âåêòîð (αm1 , . . . , α
m
m) ∈ Rm ¹ òàêèì, ùî

ôóíêöiÿ um0 (x) =

m∑
j=1

αmj w
j(x), x ∈ Ω, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó:

um0 −→
m→∞

u0 ñèëüíî â L2(Ω). (18)

Äëÿ êîæíîãî m ∈ N ðîçãëÿíåìî òàêó ôóíêöiþ:

ũm(x, t) =

m∑
j=1

ϕmj (t)wj(x), (x, t) ∈ Q0,T , (19)

äå (ϕm1 , . . . , ϕ
m
m) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

(ũmt (t), wj)Ω + a(t)(∇ũm(t),∇wj)Ω + (g(·, t, ũm(t) + b(t)), wj)Ω =

= (f(t), wj)Ω − a(t)(∇b(t),∇wj)Ω, t ∈ (0, T ), j = 1,m, (20)

(äèâ. ïîçíà÷åííÿ (5)) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

ϕm1 (0) = αm1 , . . . , ϕmm(0) = αmm. (21)

Àíàëîãi÷íî ÿê, íàïðèêëàä, â [13] äîâîäèìî iñíóâàííÿ ãëîáàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i
Êîøi (20)-(21). Çðîçóìiëî òàêîæ, ùî

ũm(0) = um0 .

Êðîê 2 (àïðiîðíi îöiíêè). Ïîìíîæèìî j-òå ðiâíÿííÿ (20) íà ôóíêöiþ ϕmj (t),
ïiäñóìó¹ìî çà j i çiíòåãðó¹ìî çà t ∈ (0, τ) ⊂ (0, T ). Ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè
îòðèìà¹ìî, ùî

1

2

∫
Ω

|ũm(x, τ)|2 dx+

∫
Q0,τ

[
a(t)

n∑
i=1

|ũmxi |
2 + g(x, t, ũm + b)(ũm + b)

]
dxdt =

=
1

2

∫
Ω

|um0 (x)|2 dx+

∫
Q0,τ

[
fũm + g(x, t, ũm + b)b− a(t)

n∑
i=1

bxi ũ
m
xi

]
dxdt. (22)

Âèêîðèñòàâøè ñòàíäàðòíó íåðiâíiñòü Þíãà, îòðèìà¹ìî òàêå:

|fũm| ≤ 1

2
|f |2 +

1

2
|ũm|2,

∣∣∣−a(t)

n∑
i=1

bxi ũ
m
xi

∣∣∣ ≤ ε1

n∑
i=1

|ũmxi |
2 + C1(ε1)

n∑
i=1

|bxi |2.

Ç óçàãàëüíåíî¨ íåðiâíîñòi Þíãà (äèâ., íàïðèêëàä, ëåìó 3.3 [14, ñ. 4]) ìàòèìåìî, ùî

|g(x, t, ũm + b)b| ≤ q0|ũm + b|q(x)−1|b| ≤ ε2|ũm + b|q(x) + C2(ε2)|b|q(x).
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Òîìó ç (22) òà óìîâ òåîðåìè, îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

1

2

∫
Ω

|ũm(x, τ)|2 dx+

∫
Q0,τ

[
(a0 − ε1)

n∑
i=1

|ũmxi |
2 + (g0 − ε2)|ũm + b|q(x)

]
dxdt ≤

≤ C3(ε1, ε2)
(∫

Ω

|um0 |2 dx+

∫
Q0,τ

[
|f |2 + |b|q(x) +

n∑
i=1

|bxi |2
]
dxdt+

∫
Q0,τ

|ũm|2 dxdt
)
. (23)

Âèáèðàþ÷è ε1 > 0 òà ε2 > 0 äîñèòü ìàëèìè i çàñòîñîâóþ÷è ëåìó Ãðîíóîëà äëÿ
ôóíêöi¨ y(τ) =

∫
Ω
|ũm(x, τ)|2 dx, τ ∈ [0, T ], ç (23) îòðèìó¹ìî îöiíêó

y(τ) ≤ C4

(∫
Ω

|um0 |2 dx+

∫
Q0,τ

[
|f |2 + |b|q(x) +

n∑
i=1

|bxi |2
]
dxdt

)
, τ ∈ [0, T ]. (24)

Áåðó÷è äî óâàãè çáiæíiñòü (18), ìàòèìåìî, ùî∫
Ω

|um0 |2 dx ≤ C5

(
1 +

∫
Ω

|u0|2 dx
)
. (25)

Âèêîðèñòàâøè (24)�(25), ïiñëÿ ïåâíèõ ïåðåòâîðåíü ç (23) îäåðæèìî òàêå:

ess sup
τ∈(0,T )

∫
Ω

|ũm(x, τ)|2 dx+

∫
Q0,T

[ n∑
i=1

|ũmxi |
2 + |ũm|2 + |ũm + b|q(x)

]
dxdt ≤ C6F, (26)

äå ñòàëà C6 > 0 íå çàëåæèòü âiä m,

F = 1 +

∫
Ω

|u0|2 dx+

∫
Q0,T

[
|f |2 +

n∑
i=1

|bxi |2 + |b|q(x)
]
dxdt. (27)

Ïiñëÿ äåÿêèõ ïåðåòâîðåíü, ç óìîâ òåîðåìè i (26) îäåðæèìî îöiíêó∫
Q0,T

∣∣∣g(x, t, ũm + b)
∣∣∣q′(x)

dxdt ≤ C7, (28)

äå ñòàëà C7 > 0 íå çàëåæèòü âiä m.
Êðîê 3 (äîäàòêîâi îöiíêè). Íåõàé Wr âçÿòî ç (16). Ââåäåìî äîïîìiæíi ïîçíà-

÷åííÿ. ßêùî s0 := min{2, q0}, s0 := max{2, q0}, òî

Ls
0

(0, T ;Wr)
_

	 U(Q0,T )
_

	 L2(Q0,T )
_

	 [U(Q0,T )]∗
_

	 L
s0

s0−1 (0, T ;W∗r ). (29)

Êðiì òîãî, ÿêùî m ∈ N � ôiêñîâàíå, M � ëiíiéíà îáîëîíêà åëåìåíòiâ {w1, . . . , wm},
Pm : L2(Ω) → M � îðòîïðîåêòîð, òî (äèâ. [5, ñ. 866]) äëÿ âñiõ v ∈ Wr âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü

||Pmv;Wr|| ≤ ||v;Wr||. (30)

Âèêîðèñòîâóþ÷è íàâåäåíi ôàêòè, äîâåäåìî òàêó îöiíêó:

||ũmt ;L
s0

s0−1 (0, T ;W∗r )|| ≤ C8, (31)

äå ñòàëà C8 > 0 íå çàëåæèòü âiä m.
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Ñïåðøó ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå v ∈ Ls0(0, T ;Wr) òàêå, ùî ||v;Ls
0

(0, T ;Wr)|| ≤ 1.
Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî, ùî

v(x, t) =

k∑
j=1

βkj (t)wj(x), (x, t) ∈ Q0,T ,

ïðè÷îìó, k > m (äîïîâíèìî ó ðàçi ïîòðåáè öþ ñóìó ôîðìàëüíèìè íóëüîâèìè äî-
äàíêàìè). Òîäi v = v1 + v2, äå

v1(x, t) =

m∑
j=1

βkj (t)wj(x), v2(x, t) =

k∑
j=m+1

βkj (t)wj(x), (x, t) ∈ Q0,T .

Îñêiëüêè âèêîíó¹òüñÿ (30), òî ||v1;Ls
0

(0, T ;Wr)|| ≤ 1. Ç (19) âèïëèâà¹, ùî

ũmt (x, t) =

m∑
j=1

(ϕmj )′(t)wj(x), (x, t) ∈ Q0,T ,

à ãëàäêiñòü íàÿâíèõ òóò ôóíêöié îçíà÷à¹, ùî ũmt ∈ L2(Q0,T ). Ç (29), çîêðåìà, âè-

ïëèâà¹, ùî ñêàëÿðíèé äîáóòîê ìiæ L
s0

s0−1 (0, T ;W∗r ) i Ls
0

(0, T ;Wr) (ç âðàõóâàííÿì
îðòîãîíàëüíîñòi ñèñòåìè âëàñíèõ ôóíêöié {wj}j∈N) íàáóäå âèãëÿäó

〈ũmt , v〉Ls0 (0,T ;Wr)
= 〈ũmt , v〉L2(Q0,T ) =

T∫
0

(ũmt (t), v(t))Ω dt =

T∫
0

(ũmt (t), v1(t))Ω dt.

Âèêîðèñòàâøè òåïåð (20), (17) òà îöiíêè (26), (28), îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

|〈ũmt , v〉Ls0 (0,T ;Wr)
| =

∣∣∣ T∫
0

[
−a(t)(∇ũm(t),∇v1(t))Ω − (g(·, t, ũm(t) + b(t)), v1(t))Ω +

+ (f(t), v1(t))Ω − a(t)(∇b(t),∇v1(t))Ω

]
dt
∣∣∣ ≤ C9||v1;Ls

0

(0, T ;Wr)|| ≤ C9,

äå ñòàëà C9 > 0 íå çàëåæèòü âiä m. Çâiäñè i âèïëèâà¹ (31).
Êðîê 4 (ãðàíè÷íèé ïåðåõiä). Ç îöiíîê (26), (28), (31) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêî¨

ïiäïîñëiäîâíîñòi {ũmk}k∈N ⊂ {ũm}m∈N, ùî
ũmk −→

k→∞
ũ ∗ -ñëàáêî â L∞(0, T ;L2(Ω)), (32)

ũmk −→
k→∞

ũ ñëàáêî â U(Q0,T ), (33)

g(x, t, ũmk + b) −→
k→∞

χ ñëàáêî â Lq
′(x)(Q0,T ), (34)

ũmkt −→
k→∞

ũt ñëàáêî â L
s0

s0−1 (0, T ;W∗r ). (35)

Êðiì òîãî, çîêðåìà, ç òåîðåìè Îáåíà (äèâ., íàïðèêëàä, [6]), ìîæëèâî ïðè ïåðåõîäi
äî íîâî¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi, âèïëèâà¹ çáiæíiñòü

ũmk −→
k→∞

ũ ñèëüíî â Ls0(Q0,T ) òà ìàéæå ñêðiçü â Q0,T .

Òîìó χ = g(x, t, ũ+ b). Äàëi ñòàíäàðòíî äîâîäèìî, ùî ũ � øóêàíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
(12)�(14). Òåîðåìó äîâåäåíî. �
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Òåîðåìà 4. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A)�(G), (F2)�(W2), (7) òà ∂Ω ⊂ C2r,
òî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê u çàäà÷i (8)�(10).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (11). Òîäi ôóíêöiÿ u ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (8)�
(10), òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ôóíêöiÿ ũ ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (12)�(14). Òîìó äîâåäåííÿ
íàøî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3. �

Íàñëiäîê 1. Çíàéäåíèé â òåîðåìi 4 ðîçâ'ÿçîê u çàäà÷i (8)�(10) çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó

ess sup
τ∈(0,T )

∫
Ω

|u(x, τ)|2 dx+

∫
Q0,T

[ n∑
i=1

|uxi |2 + |u|2 + |u|q(x)
]
dxdt ≤

≤ C10

(
F + ess sup

τ∈(0,T )

∫
Ω

|b(x, τ)|2 dx
)
, (36)

äå F âçÿòî ç (27), ñòàëà C10 > 0 íå çàëåæèòü âiä u, u0, f, b.

Äîâåäåííÿ. Ç (11), (26) i ëåìè Ôàòó âèïëèâà¹ îöiíêà

ess sup
τ∈(0,T )

∫
Ω

|u(x, τ)− b(x, t)|2 dx+

∫
Q0,T

[ n∑
i=1

|uxi − bxi |2 + |u− b|2 + |u|q(x)
]
dxdt ≤ C11F,

çâiäêè é îòðèìà¹ìî (36). �

3. Ìóëüòèôóíêöi¨ òà ¨õíi ñåëåêòîðè

Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ âèìiðíîñòi ñåëåêòîðiâ àáî îäíîçíà÷íèõ ãiëîê ìíîãîçíà÷íèõ
ôóíêöi¨. Íàãàäà¹ìî êiëüêà ïîíÿòü i òâåðäæåíü ç [1], [9], [15], [16].

Ìíîãîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ àáî ìóëüòèôóíêöi¹þ Ψ : Y → Z íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðà-
æåííÿ, çíà÷åííÿ Ψ(y) ÿêîãî äëÿ êîæíîãî y ∈ Y ¹ íåïîðîæíüîþ ïiäìíîæèíîþ Z
(äèâ. [16, ñ. 394]). Äëÿ êîæíîãî B ⊂ Z ïîçíà÷èìî Ψ−1(B) := {y ∈ Y | Ψ(y)∩B 6= ∅}.
(Îäíîçíà÷íà) ôóíêöiÿ ψ : Y → Z ¹ ñåëåêòîðîì ìóëüòèôóíêöi¨ Ψ : Y → Z, ÿêùî
ψ(y) ∈ Ψ(y) äëÿ âñiõ y ∈ Y .

Íåõàé A � äåÿêà σ-àëãåáðà ïiäìíîæèí Y , C � ñiì'ÿ çàìêíóòèõ ïiäìíîæèí òîïî-
ëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Z. Ìóëüòèôóíêöiÿ Ψ : Y → Z íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîâî-çàìêíóòîþ,
ÿêùî êîæíå ¨¨ çíà÷åííÿ Ψ(y) ¹ çàìêíóòîþ ìíîæèíîþ â Z. Ìóëüòèôóíêöiÿ Ψ : Y → Z
(çîêðåìà, îäíîçíà÷íà ôóíêöiÿ) íàçèâà¹òüñÿ âèìiðíîþ ((A, C)-âèìiðíîþ), ÿêùî
Ψ−1(B) ∈ A äëÿ âñiõ B ∈ C. Ãðàôiêîì ìóëüòèôóíêöi¨ Ψ : Y → Z (çîêðåìà, îäíî-
çíà÷íî¨ ôóíêöi¨) íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà Gr(Ψ) := {(y, z) ∈ Y × Z | y ∈ Y, z ∈ Ψ(y)}.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ òåðìiíîëîãiþ, íàãàäà¹ìî êiëüêà òâåðäæåíü.

Òâåðäæåííÿ 1 ([15, ñ. 398, 400], [16, ñ. 395]). Íåõàé A � σ-àëãåáðà ïiäìíîæèí ó
Y , Z � ïîâíèé ñåïàðàáåëüíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Òîäi êîæíà òî÷êîâî-çàìêíóòà
âèìiðíà ìóëüòèôóíêöiÿ Ψ : Y → Z ìà¹ âèìiðíèé ñåëåêòîð.

Íàãàäà¹ìî, ùî ìiðîþ Ðàäîíà µ (äèâ. [17, ñ. 13]) íà ãàóñäîðôîâîìó òîïîëîãi÷-
íîìó ïðîñòîði Y ç σ-àëãåáðîþ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí B(Y ) íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî-
ôiíiòíà (êîæíà òî÷êà ç Y ìà¹ îêië ñêií÷åííî¨ µ-ìiðè) âíóòðiøíüî-ðåãóëÿðíà íà B(Y )
(äëÿ êîæíî¨ B ∈ B(Y ) ìà¹ìî, ùî µ(B) = sup{µ(K) | K ⊂ B, K − êîìïàêò}) ìiðà.
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Òâåðäæåííÿ 2 ([1, c. 206], [9, c. 206]). Íåõàé Y , Z � ñåïàðàáåëüíi áàíàõîâi ïðîñòî-
ðè, Γ : Y → Z � òî÷êîâî-çàìêíóòà ìóëüòèôóíêöiÿ ç çàìêíóòèì ãðàôiêîì. Òîäi
Γ ìà¹ óíiâåðñàëüíèé âèìiðíèé çà Ðàäîíîì ñåëåêòîð, òîáòî ñåëåêòîð γ : Y → Z,
ÿêèé âèìiðíèé ñòîñîâíî äîâiëüíî¨ ìiðè Ðàäîíà, âèçíà÷åíî¨ íà B(Y ).

Íåõàé Γ : L2(Ω) × L2(Q0,T ) × C([0, T ];V ) → U(Q0,T ) � òàêå, ìîæëèâî, áàãàòî-
çíà÷íå âiäîáðàæåííÿ, ùî

Γ{u0, f, b} = {u}, (37)

äå {u} � ìíîæèíà òàêèõ, îòðèìàíèõ ç òåîðåìè 4, ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (8)-(10), ÿêi çà-
äîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü (36). Ìàòèìåìî òàêèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 1. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 4, òî ìóëüòèôóíêöiÿ Γ ç (37) ¹
òî÷êîâî-çàìêíóòîþ i ìà¹ çàìêíóòèé ãðàôiê.

Äîâåäåííÿ. 1. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 4, çàäà÷à (8)�(10) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê. Òîìó ìíîæèíà
çíà÷åíü âiäîáðàæåííÿ Γ íåïîðîæíÿ.

2. Íåõàé {u0, f, b, {u}} � ãðàíè÷íà òî÷êà ãðàôiêà âiäîáðàæåííÿ Γ. Òîäi iñíó¹
u ∈ {u} òà ïîñëiäîâíiñòü {u0k, fk, bk, uk}k∈N ⊂ Gr(Γ) òàêà, ùî uk � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
(8)�(10) äëÿ k ∈ N ç âõiäíèìè äàíèìè u0k, fk, bk, ïðè÷îìó

u0k −→
k→∞

u0 â ïðîñòîði L2(Ω), (38)

fk −→
k→∞

f â ïðîñòîði L2(Q0,T ), (39)

bk −→
k→∞

b â ïðîñòîði C([0, T ];V ), (40)

uk −→
k→∞

u â ïðîñòîði U(Q0,T ). (41)

Ç (40), (41), çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî (ìîæëèâî ïðè ïåðåõîäi äî ïiäïîñëiäîâíîñòi)

bk −→
k→∞

b, uk −→
k→∞

u ì.ñ. â Q0,T . (42)

Êîæíà ôóíêöiÿ uk çàäîâîëüíÿ¹ òàêèé àíàëîã îöiíêè (36):

ess sup
τ∈(0,T )

∫
Ω

|uk(x, τ)|2 dx+

∫
Q0,T

[ n∑
i=1

|(uk)xi |2 + |uk|2 + |uk|q(x)
]
dxdt ≤

≤ C10

(
1 +

∫
Ω

|u0k|2 dx+

∫
Q0,T

|fk|2 dxdt+

+ ess sup
τ∈(0,T )

∫
Ω

|bk(x, τ)|2 dx+

∫
Q0,T

[ n∑
i=1

|(bk)xi |2 + |bk|q(x)
]
dxdt

)
, k ∈ N.

Ñïðÿìóâàâøè òóò k →∞ i âèêîðèñòàâøè ëåìó Ôàòó, îòðèìà¹ìî, ùî u çàäîâîëüíÿ¹
íåðiâíiñòü (36).

ßêùî ũk = uk−bk, òî (äèâ. (15)) äëÿ âñiõ ïðîáíèõ ôóíêöié v ∈ V òà ϕ ∈ C1
0 (0, T )

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫
Q0,T

[
−ũkvϕ′ + a

n∑
i=1

(ũk)xivxiϕ+ g(x, t, ũk + bk)vϕ
]
dxdt =
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=

∫
Q0,T

[
fkvϕ− a

n∑
i=1

(bk)xivxiϕ
]
dxdt. (43)

Çi çáiæíîñòåé (38)�(42) âèïëèâà¹ ìîæëèâiñòü ïåðåéòè äî ãðàíèöi â (43). Òîäi u �
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (8)�(10) i ãðàôiê Γ ìiñòèòü ñâî¨ ãðàíè÷íi òî÷êè.

3) Íåõàé u0, f, b � äåÿêi ôóíêöi¨, {u} � ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè Γ{u0, f, b}. Òîäi
iñíó¹ ôóíêöiÿ u ∈ {u} òà ïîñëiäîâíiñòü {uk}k∈N ⊂ Γ{u0, f, b}, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ
(41), à òîìó i âiäïîâiäíà ÷àñòèíà (42). Êîæíà ôóíêöiÿ uk ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (8)�
(10) ç âõiäíèìè äàíèìè u0, f, b òà çàäîâîëüíÿ¹ àíàëîã îöiíêè (36). Êðiì òîãî, ìîæíà
äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ ũk = uk − b çàäîâîëüíÿ¹ òàêèé àíàëîã îöiíêè (28):∫

Q0,T

∣∣∣g(x, t, ũk + b)
∣∣∣q′(x)

dxdt ≤ C12.

Òîìó, ìîæëèâî ïðè ïåðåõîäi äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, ïðàâèëüíîþ áóäå çáiæíiñòü òèïó
(34) äëÿ ïîñëiäîâíîñòi {uk}k∈N òà ôóíêöi¨ ũ = u − b. Îòæå, u ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i
(8)�(10), à ìóëüòèôóíêöiÿ Γ ¹ òî÷êîâî-çàìêíóòîþ. �

Íà çàâåðøåííÿ öüîãî ðîçäiëó ââåäåìî ôóíêöiþ âèïàäêîâîãî àðãóìåíòó

φ : S→ L2(Ω)× L2(Q0,T )× C([0, T ];V )

çà ïðàâèëîì

φ(ω) := {u0(·, ω), f(·, ·, ω), b(·, ·, ω)}, ω ∈ S, (44)

i âèêîðèñòà¹ìî ïîçíà÷åííÿ (37), (44) äëÿ îçíà÷åííÿ ìóëüòèôóíêöi¨ Ψ : S→ U(Q0,T )
çà òàêèì ïðàâèëîì:

Ψ(ω) := Γ ◦ φ(ω) = Γ(φ(ω)), ω ∈ S. (45)

Îòæå, äëÿ êîæíîãî ω ∈ S çíà÷åííÿ Ψ(ω) ¹ ìíîæèíîþ ðîçâ'ÿçêiâ {u(·, ·, ω)} çàäà-
÷i (8)�(10), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü òàêèé àíàëîã íåðiâíîñòi (36) ç ôóíêöiÿìè u0(·, ω),
f(·, ·, ω), b(·, ·, ω) ó ïðàâié ÷àñòèíi:

ess sup
τ∈(0,T )

∫
Ω

|u(x, τ, ω)|2 dx+

∫
Q0,T

[ n∑
i=1

|uxi |2 + |u|2 + |u|q(x)
]
dxdt ≤

≤ C13

(
1 +

∫
Ω

|u0(x, ω)|2 dx+

∫
Q0,T

|f(x, t, ω)|2 dxdt+

+ ess sup
τ∈(0,T )

∫
Ω

|b(x, τ, ω)|2 dx+

∫
Q0,T

[ n∑
i=1

|bxi |2 + |b|q(x)
]
dxdt

)
,

äå ñòàëà C13 > 0 íå çàëåæèòü âiä u, u0, f, b, x, t, ω.
Âèêîðèñòà¹ìî ââåäåíi ïîçíà÷åííÿ i ôàêòè äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíèõ òâåðäæåíü.



ÏIÂËIÍIÉÍÅ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÅ ÏÀÐÀÁÎËI×ÍÅ ÐIÂÍßÍÍß ...
ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2022. Âèïóñê 93 119

4. Äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ

Ìîäèôiêó¹ìî äîâåäåííÿ âiäïîâiäíèõ ðåçóëüòàòiâ ïðàöi [9].
Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Âiçüìåìî ôóíêöiþ Γ ç (37), φ � ç (44), à ôóíêöiþ Ψ � ç

(45). Áåðó÷è â òâåðäæåííi 2

Y = L2(Ω)× L2(Q0,T )× C([0, T ];V ), Z = U(Q0,T )

i âèêîðèñòàâøè ëåìó 1, îòðèìó¹ìî iñíóâàííÿ ñåëåêòîðà γ : Y → Z, âèìiðíîãî ùîäî
áóäü-ÿêî¨ ìiðè Ðàäîíà íà Y . Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ ψ : S→ Z çà òàêèì ïðàâèëîì:

ψ(ω) := γ ◦ φ(ω) = u(·, ·, ω), ω ∈ S, (46)

äå u � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (8)�(10) ç âõiäíèìè äàíèìè u0(·, ω), f(·, ·, ω), b(·, ·, ω).
Çãiäíî ç ïðèïóùåíü, P � ìiðà Ðàäîíà íà S, à φ � âèìiðíà ôóíêöiÿ. Òîìó

φ ¹ âèìiðíîþ â ñåíñi Ëóçiíà, çîêðåìà, äëÿ âñiõ m ∈ N iñíó¹ Km ⊂ S òàêå, ùî
P (S \Km) < 1/m, à çâóæåííÿ φm := φ|Km ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ. Íå çìåíøóþ÷è
çàãàëüíîñòi (äèâ. [9, ñ. 207]), ìîæíà ââàæàòè, ùî {Km}∞m=1 � çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâ-
íiñòü êîìïàêòíèõ ìíîæèí òà

P
( ∞⋃
m=1

Km

)
= 1. (47)

Íåõàé Pm = P |Km � çâóæåííÿ ìiðè P íà ìíîæèíó Km. Òîäi φm(Pm) � ìiðà
Ðàäîíà íà ïðîñòîði Y (äèâ. [9, ñ. 207]). Çîêðåìà, ÿêùî B ∈ B(Y ), òî

φm(Pm(B)) = Pm{ω ∈ Km | φm(ω) ∈ B}.

Òîìó ôóíêöiÿ γ ¹ φm(Pm)-âèìiðíîþ. Çi ñêàçàíîãî âèùå âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ γ◦φm :
Km → Z ¹ P -âèìiðíîþ.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

ψm(ω) =

{
γ ◦ φm(ω) = u(·, ·, ω), ÿêùî ω ∈ Km,

0, ÿêùî ω 6∈ Km.

Çðîçóìiëî, ùî äëÿ êîæíîãî m ∈ N ôóíêöiÿ ψm : S→ Y ¹ P -âèìiðíîþ i

ψm(ω) −→
m→∞

ψ(ω)

äëÿ âñiõ ω ∈ S \
∞⋃
m=1

Km, òîáòî ì.í. â S, áî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (47) i çáiæíiñòü

K̂m =

m⋃
j=1

Kj −→
m→∞

∞⋃
j=1

Kj . Îòæå, ôóíêöiÿ ψ ¹ P -âèìiðíîþ ÿê ì.ñ.-ãðàíèöÿ âèìiðíèõ,

òîáòî ψ ¹ P -âèìiðíèì ñåëåêòîðîì ìóëüòèôóíêöi¨ Ψ, à ôóíêöiÿ u ç (46) ¹ Z-çíà÷íîþ
âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ (âèêîíó¹òüñÿ ïóíêò 4 îçíà÷åííÿ 1).

Çðîçóìiëî, ùî äëÿ ω ∈ S ôóíêöiÿ u(·, ·, ω) ç (46) çàäîâîëüíÿ¹ âñi ïóíêòè îçíà-
÷åííÿ 2, òîìó âèêîíóþòüñÿ ïóíêòè 1�3 îçíà÷åííÿ 1. Òåîðåìó äîâåäåíî. �

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Íåõàé u1 òà u2 � ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (1)�(3), u = u1 − u2.
Òîäi ç (6) âèïëèâà¹ òàêà ðiâíiñòü â ñåíñi ïðîñòîðó D∗(0, T ):

d

dt
(u(t), h)Ω + a(t)(∇u(t),∇h)Ω + (g(·, t, u1(t))− g(·, t, u2(t)), h)Ω = 0
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ì.í. â S. Çâiäñè ñòàíäàðòíî äëÿ τ ∈ (0, T ] îäåðæèìî, ùî

1

2

∫
Ω

|u(x, τ, ω)|2 dx+

∫
Q0,τ

[
a(t)

n∑
i=1

|uxi |2 +
(
g(x, t, u1)− g(x, t, u2)

)
(u1 − u2)

]
dxdt = 0.

Âèêîðèñòàâøè óìîâè òåîðåìè, îòðèìà¹ìî îöiíêó

∫
Ω

|u(x, τ, ω)|2 dx ≤ 0 ì.í. â S. Òîìó

u1 = u2 ì.ñ. â Q0,T òà ì.í. â S i òåîðåìó äîâåäåíî. �
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