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Íåõàé F � ñiì'ÿ íåïîðîæíiõ iíäóêòèâíèõ ïiäìíîæèí ó ω. Äîâåäåíî, ùî
ó âèïàäêó |F | > 2 ií'cêòèâíèé åíäîìîðôiçì ε íàïiâãðóïè BF

ω ¹ òîòîæíèì
âiäîáðàæåííÿì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ε ìà¹ òðè ðiçíi íåðóõîìi òî÷êè, ùî
åêâiâàëåíòíî iñíóâàííþ íåiäåìïîòåíòíîãî åëåìåíòà (i, j, [p)) ∈ BF

ω òàêîãî,
ùî (i, j, [p))ε = (i, j, [p)).

Êëþ÷îâi ñëîâà: iíâåðñíà íàïiâãðóïà, àâòîìîðôiçì, åíäîìîðôiçì, áiöè-
êëi÷íèé ìîíî¨ä, ðîçøèðåííÿ áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà, íåðóõîìà òî÷êà.

Ìè êîðèñòó¹ìîñÿ òåðìiíîëîãi¹þ ç ìîíîãðàôié [6, 7, 10, 12]. Íàäàëi ó òåêñòi
ìíîæèíó íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç ω. Äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà
k ∈ ω ïîçíà÷èìî [k) = {i ∈ ω : i > k}.

Íåõàé P(ω) � ñiì'ÿ óñiõ ïiäìíîæèí ó ω. Äëÿ äîâiëüíèõ F ∈ P(ω) i öiëîãî
÷èñëà n ïðèéìåìî

n+ F = {n+ k : k ∈ F}, ÿêùî F 6= ∅

i n + F = ∅, ÿêùî F = ∅. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî íåïîðîæíÿ ïiäñiì'ÿ F ⊆ P(ω) ¹
ω-çàìêíåíîþ, ÿêùî F1 ∩ (−n+ F2) ∈ F äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ ω òà F1, F2 ∈ F .

Ïiäìíîæèíà A â ω íàçèâà¹òüñÿ iíäóêòèâíîþ, ÿêùî ç i ∈ A âèïëèâà¹, ùî
i+ 1 ∈ A. Î÷åâèäíî, ùî ∅ � iíäóêòèâíà ìíîæèíà â ω.

Çàóâàæåííÿ 1. (1) Çà ëåìîþ 6 ç [2] íåïîðîæíÿ ìíîæèíà F ⊆ ω ¹ iíäóêòèâíîþ
â ω òîäi i ëèøå òîäi, êîëè (−1 + F ) ∩ F = F .

(2) Îñêiëüêè ìíîæèíà ω çi çâè÷àéíèì ïîðÿäêîì ¹ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ, òî
äëÿ êîæíî¨ íåïîðîæíüî¨ iíäóêòèâíî¨ ìíîæèíè F ó ω iñíó¹ íåâiä'¹ìíå öiëå
÷èñëî nF ∈ ω òàêå, ùî [nF ) = F .
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(3) Ç (2) âèïëèâà¹, ùî ïåðåòèí äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi íåïîðîæíiõ iíäóê-
òèâíèõ ïiäìíîæèí ó ω ¹ íåïîðîæíüîþ iíäóêòèâíîþ ïiäìíîæèíîþ â ω.

Íàäàëi, ÿêùî (X,≤) � ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà òà x ∈ X, òî ïîçíà÷èìî

↑≤ x = {y ∈ X : x ≤ y}.

ßêùî S � íàïiâãðóïà, òî ¨¨ ïiäìíîæèíà iäåìïîòåíòiâ ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç E(S).
Íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ iíâåðñíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ¨¨ åëåìåíòà x iñíó¹ ¹äè-
íèé åëåìåíò x−1 ∈ S òàêèé, ùî xx−1x = x òà x−1xx−1 = x−1 [12, 1]. Â iíâåðñíié
íàïiâãðóïi S âèùå îçíà÷åíèé åëåìåíò x−1 íàçèâà¹òüñÿ iíâåðñíèì äî x. Â'ÿçêà � öå
íàïiâãðóïà iäåìïîòåíòiâ, à íàïiâ ðàòêà � öå êîìóòàòèâíà â'ÿçêà.

ßêùî S � íàïiâãðóïà, òî íà E(S) âèçíà÷åíî ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê: e 4 f òîäi i
ëèøå òîäi, êîëè ef = fe = e. Òàê îçíà÷åíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà E(S) íàçèâà¹òüñÿ
ïðèðîäíèì.

Îçíà÷èìî âiäíîøåííÿ 4 íà iíâåðñíié íàïiâãðóïi S òàê: s 4 t òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè s = te, äëÿ äåÿêîãî iäåìïîòåíòà e ∈ S. Òàê îçíà÷åíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê
íàçèâà¹òüñÿ ïðèðîäíèì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì íà iíâåðñíié íàïiâãðóïi S [1]. Î÷åâèä-
íî, ùî çâóæåííÿ ïðèðîäíîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó 4 íà iíâåðñíié íàïiâãðóïi S íà ¨¨
â'ÿçêó E(S) ¹ ïðèðîäíèì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì íà E(S).

Íàãàäà¹ìî (äèâ. [6, �1.12], ùî áiöèêëi÷íîþ íàïiâãðóïîþ (àáî áiöèêëi÷íèì ìî-

íî¨äîì) C (p, q) íàçèâà¹òüñÿ íàïiâãðóïà ç îäèíèöåþ, ïîðîäæåíà äâîåëåìåíòíîþ ìíî-
æèíîþ {p, q} i âèçíà÷åíà îäíèì ñïiââiäíîøåííÿì pq = 1.

Çàóâàæåííÿ 2. Ëåãêî áà÷èòè, ùî áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä C (p, q) içîìîðôíèé íàïiâãðóïi,
çàäàíié íà ìíîæèíi Bω = ω × ω ç íàïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ

(i1, j1) · (i2, j2) = (i1 + i2 −min{j1, i2}, j1 + j2 −min{j1, i2})

=

{
(i1 − j1 + i2, j2), ÿêùî j1 6 i2;
(i1, j1 − i2 + j2), ÿêùî j1 > i2.

Íàäàëi ïiä áiöèêëi÷íîþ íàïiâãðóïîþ, ÷è áiöèêëi÷íèì ìîíî¨äîì, ìè áóäåìî ðîçóìiòè
íàïiâãðóïó Bω.

Ó ïðàöi [2] ââåäåíî àëãåáðà¨÷íi ðîçøèðåííÿ BF
ω áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà äëÿ äî-

âiëüíî¨ ω-çàìêíåíî¨ ñiì'¨ F ïiäìíîæèí â ω, ÿêi óçàãàëüíþþòü áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä,
çëi÷åííó íàïiâãðóïó ìàòðè÷íèõ îäèíèöü i äåÿêi iíøi êîìáiíàòîðíi iíâåðñíi íàïiâãðó-
ïè.

Íàãàäà¹ìî öþ êîíñòðóêöiþ. Íåõàé Bω � áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä i F � íåïîðîæíÿ
ω-çàìêíåíà ïiäñiì'ÿ â P(ω). Íà ìíîæèíi Bω × F îçíà÷èìî áiíàðíó îïåðàöiþ �·�
ôîðìóëîþ

(1) (i1, j1, F1) · (i2, j2, F2) =

 (i1 − j1 + i2, j2, (j1 − i2 + F1) ∩ F2), ÿêùî j1 < i2;
(i1, j2, F1 ∩ F2), ÿêùî j1 = i2;
(i1, j1 − i2 + j2, F1 ∩ (i2 − j1 + F2)), ÿêùî j1 > i2.

Ó [2] äîâåäåíî òàêå: ÿêùî ñiì'ÿ F ⊆P(ω) ¹ ω-çàìêíåíîþ, òî (Bω×F , ·) � íàïiâ-
ãðóïà. Ìè â [2] äîâîäèìî, ùî BF

ω ¹ êîìáiíàòîðíîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ, à òàêîæ
îïèñàíî âiäíîøåííÿ �ðiíà, ÷àñòêîâèé ïðèðîäíèé ïîðÿäîê íà íàïiâãðóïi BF

ω òà ¨¨
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ìíîæèíó iäåìïîòåíòiâ. Òàêîæ ó [2] äîâåäåíî êðèòåði¨ ïðîñòîòè, 0-ïðîñòîòè, áiïðî-
ñòîòè òà 0-áiïðîñòîòè íàïiâãðóïè BF

ω , i âêàçàíî óìîâè, êîëè BF
ω ìiñòèòü îäèíèöþ,

içîìîðôíà áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äó àáî çëi÷åííié íàïiâãðóïi ìàòðè÷íèõ îäèíèöü.
Çàóâàæèìî, ùî ó [4] îòðèìàíî ïîäiáíi ðåçóëüòàòè äî [2] ó âèïàäêó ðîçøèðåí-

íÿ BF
Z ðîçøèðåíî¨ áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè BZ äëÿ äîâiëüíî¨ ω-çàìêíåíî¨ ñiì'¨ F

ïiäìíîæèí â ω, à â [9] îïèñàíî ãðóïó àâòîìîðôiçìiâ íàïiâãðóïè BF
Z .

Ïðèïóñòèìî, ùî ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ F ⊆ P(ω) ìiñòèòü ïîðîæíþ ìíîæèíó
∅, òî ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ (Bω × F , ·) âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà
I = {(i, j,∅) : i, j ∈ ω} ¹ iäåàëîì íàïiâãðóïè (Bω ×F , ·).
Îçíà÷åííÿ 1 ([2]). Äëÿ äîâiëüíî¨ ω-çàìêíåíî¨ ñiì'¨ F ⊆P(ω) îçíà÷èìî

BF
ω =

{
(Bω ×F , ·)/I, ÿêùî ∅ ∈ F ;
(Bω ×F , ·), ÿêùî ∅ /∈ F .

Ó [8, 11] äîñëiäæåíî àëãåáðè÷íó ñòðóêòóðó íàïiâãðóïè BF
ω ó âèïàäêó, êîëè

ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ F ñêëàäà¹òüñÿ ç àòîìàðíèõ ïiäìíîæèí (îäíîòî÷êîâèõ ïiäìíî-
æèí i ïîðîæíüî¨ ìíîæèíè) â ω. Çîêðåìà äîâåäåíî, ùî çà âèêîíàííÿ òàêèõ óìîâ
íà ñiì'þ F íàïiâãðóïà BF

ω içîìîðôíà ïiäíàïiâãðóïi ω-ðîçøèðåííÿ Áðàíäòà íàïiâ-
ãðàòêè (ω,min). Òàêîæ ó [8, 11] äîñëiäæóâàëè òîïîëîãiçàöiþ íàïiâãðóïèBF

ω , áëèçüêi
äî êîìïàêòíèõ òðàíñëÿöiéíî íåïåðåðâíi òîïîëîãi¨ íà BF

ω òà çàìèêàííÿ íàïiâãðóïè
BF

ω ó íàïiâòîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóïàõ.
Iç çàóâàæåííÿ 1(3) âèïëèâà¹ òàêå: ÿêùî ñiì'ÿ F0 ñêëàäà¹òüñÿ ç iíäóêòèâíèõ â

ω ïiäìíîæèí i ìiñòèòü ïîðîæíþ ìíîæèíó ∅ ÿê åëåìåíò, òî äëÿ ñiì'¨ F = F0 \ {∅}
ìíîæèíà BF

ω ç iíäóêîâàíîþ íàïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ ç BF0
ω ¹ ïiäíàïiâãðóïîþ â

BF0
ω .

Ó ïðàöi [3] âèâ÷à¹ìî àëãåáðà¨÷íó ñòðóêòóðó íàïiâãðóïè BF
ω ó âèïàäêó, êîëè

ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ F ñêëàäà¹òüñÿ ç iíäóêòèâíèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí ó ω, à ñàìå
ãðóïîâi êîíãðóåíöi¨ íà íàïiâãðóïi BF

ω òà ¨¨ ãîìîìîðôíi ðåòðàêòè. Äîâåäåíî, ùî
êîíãðóåíöiÿ C íà BF

ω ¹ ãðóïîâîþ, òîäi i ëèøå òîäi, êîëè çâóæåííÿ êîíãðóåíöi¨ C
íà ïiäíàïiâãðóïó â BF

ω , ÿêà içîìîðôíà áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi, íå ¹ âiäíîøåííÿì
ðiâíîñòi. Òàêîæ, îïèñó¹ìî âñi íåòðèâiàëüíi ãîìîìîðôíi ðåòðàêòè òà içîìîðôiçìè
íàïiâãðóïè BF

ω .
Íàäàëi ñêðiçü â òåêñòi ââàæà¹ìî, ùî ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ F ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç

iíäóêòèâíèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí ó ω.
Î÷åâèäíî, ùî êîæíèé àâòîìîðôiçì ìîíî¨äà BF

ω ¹ òîòîæíèì ïåðåòâîðåííÿì.
Ìè äîâîäèìî, ùî ií'¹êòèâíèé åíäîìîðôiçì ε íàïiâãðóïè BF

ω ¹ òîòîæíèì âiäîáðà-
æåííÿì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ε ìà¹ òðè ðiçíi íåðóõîìi òî÷êè, ùî åêâiâàëåíòíî iñíó-
âàííþ íåiäåìïîòåíòíîãî åëåìåíòà (i, j, [p)) ∈ BF

ω òàêîãî, ùî (i, j, [p))ε = (i, j, [p)).
Íàäàëi ïðèïóñêàòèìåìî, ùî ñiì'ÿ F ìiñòèòü ùîíàéìåíøå äâi íåïîðîæíi iíäóê-

òèâíi ïiäìíîæèíè ó ω. Òàêîæ çà òâåðäæåííÿì 1 [3] äëÿ ñïðîùåííÿ âèêëàäåíü, íå
çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî [0) ∈ F .

Ëåìà 1. ßêùî ε � ií'¹êòèâíèé åíäîìîðôiçì ìîíî¨äà BF
ω òàêèé, ùî (1, 1, [0))ε =

(1, 1, [0)), òî ε � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî òâåðäæåííÿ ëåìè ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Ñïî÷àòêó
äîâåäåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ ïî÷àòêîâèé êðîê iíäóêöi¨: (m,n, [0))ε = (m,n, [0)) äëÿ
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äîâiëüíèõ m,n ∈ ω. Çà òâåðäæåííÿì 3 [2] äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè [n) ∈ F ïiäíà-
ïiâãðóïà B{[n)}ω â BF

ω içîìîðôíà áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi Bω ñòîñîâíî âiäîáðàæåííÿ
(i, j, [n)) 7→ (i, j). Îñêiëüêè (0, 0, [0)), (1, 1, [0)) ∈ B{[0)}ω , òî çà òâåðäæåííÿì 4 [3],
(i, j, [0)) ∈ B{[0)}ω ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü (i, j, [0))ε = (i, j, [0)) äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ ω.
Ïîçàÿê BF

ω � iíâåðñíà íàïiâãðóïà òà (0, 1, [0))−1 = (1, 0, [0)) â BF
ω , òî ç ðiâíîñòåé

(0, 1, [0)) · (1, 0, [0)) = (0, 0, [0)),

(1, 0, [0)) · (0, 1, [0)) = (1, 1, [0)),

(0, 0, [0))ε = (0, 0, [0)),

(1, 1, [0))ε = (1, 1, [0))

i òâåðäæåííÿ 1.4.21(1) [10] âèïëèâà¹, ÿêùî (0, 1, [0))ε = (i, j, [0)), òî

(1, 0, [0))ε =
(
(0, 1, [0))−1

)
ε

=
(
(0, 1, [0))ε

)−1
= (i, j, [0))−1 = (j, i, [0)),

à îòæå,

(0, 0, [0)) = (0, 0, [0))ε

=
(
(0, 1, [0))·(1, 0, [0))

)
ε

= (0, 1, [0))ε·(1, 0, [0))ε
= (i, j, [0))·(j, i, [0))
= (i, i, [0))

i

(1, 1, [0)) = (1, 1, [0))ε

=
(
(1, 0, [0))·(0, 1, [0))

)
ε

= (1, 0, [0))ε·(0, 1, [0))ε
= (j, i, [0))·(i, j, [0))
= (j, j, [0)),

çâiäêè âïëèâà¹, ùî (0, 1, [0))ε = (0, 1, [0)) i (1, 0, [0))ε = (1, 0, [0)). Ïîçàÿê äëÿ äî-
âiëüíèõ m,n ∈ ω â íàïiâãðóïi BF

ω ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü (m,n, [0)) = (1, 0, [0))m ·
(0, 1, [0))n, òî ç âèùå äîâåäåíîãî âèïëèâà¹, ùî (m,n, [0))ε = (m,n, [0)) äëÿ äîâiëüíèõ
m,n ∈ ω.

Äàëi äîâåäåìî êðîê iíäóêöi¨: (i, j, [k))ε = (i, j, [k)) äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ ω i [k) ∈
F . Ïðèïóñòèìî, ùî [k + 1) ∈ F äëÿ äåÿêîãî ÷èñëà k ∈ ω i äîâiëüíèõ m,n ∈ ω
òà íåâiä'¹ìíîãî öiëîãî ÷èñëà p 6 k âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (m,n, [p))ε = (m,n, [p)).
Äîâåäåìî, ùî ç öüîãî ïðèïóùåííÿ âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (m,n, [k+ 1))ε = (m,n, [k+ 1))
äîâiëüíèõ m,n ∈ ω. Ç îçíà÷åííÿ ïðèðîäíîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó íà íàïiâ ðàòöi
E(BF

ω ) (äèâ. òâåðäæåííÿ 2 [3]) âèïëèâà¹, ùî (0, 0, [k+1)) i (1, 1, [k−1)) � ¹äèíi òàêi
iäåìïîòåíòè e íàïiâãðóïè BF

ω , äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(1, 1, [k)) 4 e 4 (0, 0, [k)),
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ó âèïàäêó k > 0, à ó âèïàäêó k = 0 iäåìïîòåíò (0, 0, [k+1)) ¹äèíèé, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹
öþ óìîâó. Òîäi ç òâåðäæåííÿ 1.4.21(6) [10] òà ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ âèïëèâà¹, ùî

(1, 1, [k)) = (1, 1, [k))ε 4 (0, 0, [k + 1))ε 4 (0, 0, [k))ε = (0, 0, [k)),

à îòæå,

(0, 0, [k + 1))ε = (0, 0, [k + 1)).

Çíîâó, îñêiëüêè (1, 1, [k + 1)) i (2, 2, [k − 1)) � ¹äèíi òàêi iäåìïîòåíòè e íàïiâãðóïè
BF

ω , äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(2, 2, [k)) 4 e 4 (1, 1, [k)),

ó âèïàäêó k > 0, à ó âèïàäêó k = 0 iäåìïîòåíò (1, 1, [k+1)) ¹äèíèé, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹
öþ óìîâó, òî ç òâåðäæåííÿ 1.4.21(6) [10] òà ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ âèïëèâà¹, ùî

(2, 2, [k)) = (2, 2, [k))ε 4 (1, 1, [k + 1))ε 4 (1, 1, [k))ε = (1, 1, [k)),

à îòæå,

(1, 1, [k + 1))ε = (1, 1, [k + 1)).

Äàëi, àíàëîãi÷íî ÿê i ó âèïàäêó k = 0 äîâîäèòüñÿ, ùî (m,n, [k+1))ε = (m,n, [k+1))
äëÿ äîâiëüíèõ m,n ∈ ω. �

Ëåìà 2. Íåõàé ε � ií'¹êòèâíèé åíäîìîðôiçì ìîíî¨äà BF
ω . ßêùî (0, 0, [k))ε =

(0, 0, [k)) äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k > 2, òî ε � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî (0, 0, [k))ε = (0, 0, [k)) äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k > 2, òî
ç âèçíà÷åííÿ ïðèðîäíîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó íà E(BF

ω ) (äèâ. òâåðäæåííÿ 2 [3])
âèïëèâà¹, ùî

↑4(0, 0, [k)) = {(0, 0, [0)), (0, 0, [1)), . . . , (0, 0, [k))} ,
à îòæå, ìíîæèíà ↑4(0, 0, [k)) ¹ ìàêñèìàëüíèì (k + 1)-åëåìåíòíèì ëàíöþãîì, ÿêèé
ìiñòèòü iäåìïîòåíòè (0, 0, [0)) i (0, 0, [k)), ÿê íàéáiëüøèé i íàéìåíøèé åëåìåíòè, âiä-
ïîâiäíî. Òàêîæ ç âèçíà÷åííÿ ïðèðîäíîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó íà íàïiâ ðàòöi E(BF

ω )

âèïëèâà¹, ùî äëÿ iäåìïîòåíòà (j, j, [k)) ∈ BF
ω ìíîæèíà ↑4(j, j, [k)) ¹ ëàíöþãîì â

E(BF
ω ) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè j = 0. Îòæå, îòðèìó¹ìî, ùî (0, 0, [j))ε = (0, 0, [j)) äëÿ

âñiõ j = 1, . . . , k.
Äàëi äîâåäåìî, ùî (1, 1, [0))ε = (1, 1, [0)). Îñêiëüêè (0, 0, [0))ε = (0, 0, [0)), òî

çà òâåðäæåííÿì 3 ç [2] ïiäíàïiâãðóïà B{[0)}ω â BF
ω içîìîðôíà áiöèêëi÷íié íàïiâ-

ãðóïi Bω, i òîäi ç óìîâè (0, 0, [0)), (1, 1, [0)) ∈ B{[0)}ω , òâåðäæåííÿ 4 [3] òà òâåðäæåí-
íÿ 1.4.21(2) [10] âèïëèâà¹, ùî (1, 1, [0))ε� iäåìïîòåíò íàïiâãðóïèB{[0)}ω . Çà ëåìîþ 2 ç
[2], (1, 1, [0))ε = (i, i, [0)) äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i, îñêiëüêè ε � ií'¹êòèâíèé
åíäîìîðôiçì.

ßêùî i > 2, òî ç òâåðäæåííÿ 2 [3] âèïëèâà¹, ùî

(1, 1, [0))ε = (i, i, [0)) 4 (0, 0, [2)) = (0, 0, [2))ε,

òîáòî

(2) (1, 1, [0))ε · (0, 0, [2))ε = (1, 1, [0))ε.
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Îäíàê iäåìïîòåíòè (1, 1, [0)) i (0, 0, [2)) çà òâåðäæåííÿì 2 [3] íåïîðiâíÿëüíi â E(BF
ω ),

à îòæå

(3) (0, 0, [2)) 6= (1, 1, [0)) · (0, 0, [2)) 6= (1, 1, [0)).

Îòðèìàíi óìîâè (2) i (3) ñóïåðå÷àòü ií'¹êòèâíîñòi åíäîìîðôiçìó ε. Ç îòðèìàíîãî
ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹, ùî i = 1, à îòæå, (1, 1, [0))ε = (1, 1, [0)). Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ
ëåìîþ 1. �

Ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ íà BF
ω âèïëèâà¹, ùî ó âèïàäêó, êîëè F �

ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ ïiäìíîæèí ó ω òà F ∈ F � íåïîðîæíÿ iíäóêòèâíà ïiäìíîæèíà â
ω, òî ìíîæèíà

B{F}ω = {(i, j, F ) : i, j ∈ ω}
ç iíäóêîâàíîþ íàïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ ç BF

ω ¹ ïiäíàïiâãðóïîþ â BF
ω , ÿêà çà òâåðä-

æåííÿì 3 ç [2] içîìîðôíà áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi.

Ëåìà 3. Íåõàé ε � ií'¹êòèâíèé åíäîìîðôiçì ìîíî¨äà BF
ω . ßêùî iñíó¹ òàêèé iäåì-

ïîòåíò (i, i, [p)) ∈ BF
ω \ {(0, 0, [0)), (0, 0, [1))}, ùî (i, i, [p))ε = (i, i, [p)), òî ε � òî-

òîæíå âiäîáðàæåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ìîæëèâi âèïàäêè:

(i) i > 1 i p = 0;
(ii) i > 1 i p = 1;
(iii) p > 2.

(i) ßêùî i = 1 i p = 0, òî òâåðäæåííÿ ëåìè âèïëèâà¹ ç ëåìè 1. Òîìó íàäàëi
áóäåìî ââàæàòè, ùî i > 2.

Çà òâåðäæåííÿì 3 ç [2] ïiäíàïiâãðóïà B{[0)}ω ìîíî¨äà BF
ω içîìîðôíà áiöèêëi÷-

íié íàïiâãðóïi Bω, i îñêiëüêè (i, i, [0))ε = (i, i, [0)), òî çà íàñëiäêîì 1.32 [6] îáðàç
ïiäíàïiâãðóïè B{[0)}ω ñòîñîâíî åíäîìîðôiçìó ε içîìîðôíèé áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi,
à òîäi îáðàç (B{[0)}ω )ε ìiñòèòüñÿ â B{[0)}ω . Ç âèçíà÷åííÿ ïðèðîäíîãî ÷àñòêîâîãî ïî-
ðÿäêó íà B{[0)}ω , ðiâíîñòi (i, i, [0))ε = (i, i, [0)) òà ií'¹êòèâíîñòi åíäîìîðôiçìó ε çà
òâåðäæåííÿì 1.4.21(6) ç [10] ìà¹ìî, ùî (j, j, [0))ε = (j, j, [0)) äëÿ âñiõ j = 1, . . . , i.
Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ ëåìîþ 1.

(ii) Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê i > 1 i p = 1. Çà òâåðäæåííÿì 3 ç [2] ïiäíàïiâãðóïà
B{[1)}ω â BF

ω içîìîðôíà áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi Bω, i îñêiëüêè (i, i, [1))ε = (i, i, [1)),
òî çà íàñëiäêîì 1.32 ç [6] îáðàç ïiäíàïiâãðóïè B{[1)}ω ñòîñîâíî ií'¹êòèâíîãî åíäî-
ìîðôiçìó ε içîìîðôíèé áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi, à òîäi öåé îáðàç ìiñòèòüñÿ â B{[1)}ω .
Îñêiëüêè

↑4(i, i, [1)) ∩B{[1)}ω = {(0, 0, [1)), . . . , (i, i, [1))},

òî ç âèçíà÷åííÿ ïðèðîäíîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó íà B{[1)}ω , ðiâíîñòi (i, i, [1))ε =
(i, i, [1)) òà ií'¹êòèâíîñòi åíäîìîðôiçìó ε çà òâåðäæåííÿì 1.4.21(6) [10] ìà¹ìî, ùî
(j, j, [1))ε = (j, j, [1)) äëÿ âñiõ j = 0, . . . , i.

Ç âèçíà÷åííÿ ïðèðîäíîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó íà E(BF
ω ) âèïëèâà¹, ùî

↑4(1, 1, [1)) = {(0, 0, [0)), (1, 1, [0)), (0, 0, [1)), (1, 1, [1))}.
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Îñêiëüêè çà òâåðäæåííÿì 1.4.21(6) [10] ãîìîìîðôiçì iíâåðñíèõ íàïiâãðóï çáåðiãà¹
ïðèðîäíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê, à îòæå, i íà íàïiâ ðàòêàõ ¨õíiõ iäåìïîòåíòiâ, òî ç
ðiâíîñòåé

(0, 0, [0))ε = (0, 0, [0)),

(0, 0, [1))ε = (0, 0, [1)),

(1, 1, [1))ε = (1, 1, [1))

îòðèìó¹ìî, ùî

↑4
(
(1, 1, [1))ε

)
= {(0, 0, [0))ε, (1, 1, [0))ε, (0, 0, [1))ε, (1, 1, [1))ε} =
= {(0, 0, [0)), (1, 1, [0))ε, (0, 0, [1)), (1, 1, [1))},

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî (1, 1, [0))ε = (1, 1, [0)). Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ ëåìîþ 1.

(iii) ßêùî i = 0 i p > 2, òî òâåðäæåííÿ ëåìè âèïëèâà¹ ç ëåìè 2. Òîìó íàäàëi
áóäåìî ââàæàòè, ùî i > 1.

Çà òâåðäæåííÿì 3 ç [2] ïiäíàïiâãðóïà B{[p)}ω â BF
ω içîìîðôíà áiöèêëi÷íié íàïiâ-

ãðóïiBω, i îñêiëüêè (i, i, [p))ε = (i, i, [p)), òî çà íàñëiäêîì 1.32 [6] îáðàç ïiäíàïiâãðóïè
B{[p)}ω ñòîñîâíî ií'¹êòèâíîãî åíäîìîðôiçìó ε içîìîðôíèé áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi, à
òîäi öåé îáðàç ìiñòèòüñÿ â B{[p)}ω . Îñêiëüêè

↑4(i, i, [p)) ∩B{[p)}ω = {(0, 0, [p)), . . . , (i, i, [p))},

òî âèçíà÷åííÿ ïðèðîäíîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó íà B{[p)}ω , ðiâíîñòi (i, i, [p))ε =
(i, i, [p)) òà ií'¹êòèâíîñòi åíäîìîðôiçìó ε çà òâåðäæåííÿì 1.4.21(6) [10] ìà¹ìî, ùî
(j, j, [p))ε = (j, j, [p)) äëÿ âñiõ j = 0, . . . , i. Îòæå, (0, 0, [p))ε = (0, 0, [p)) i çàëèøèëîñÿ
ñêîðèñòàòèñÿ ëåìîþ 2. �

Òåîðåìà 1. Íåõàé F � ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ iíäóêòèâíèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí ó

ω. Òîäi ií'¹êòèâíèé åíäîìîðôiçì ε ìîíî¨äà BF
ω ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêèé åëåìåíò (i, j, [p)) ∈ BF
ω \ {(0, 0, [0)), (0, 0, [1))}, ùî

(i, j, [p))ε = (i, j, [p)).

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü î÷åâèäíà.
Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. ßêùî åëåìåíò (i, j, [p)) ∈ BF

ω \ {(0, 0, [0)), (0, 0, [1))} ¹
iäåìïîòåíòîì, òî òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç ëåìè 3. Ïðèïóñòèìî, ùî (i, j, [p))
íå ¹ iäåìïîòåíòîì. Òîäi ç ëåìè 2 [2] âèïëèâà¹, ùî i 6= j, à ç òâåðäæåííÿ 1.4.21(1) [10]
îòðèìó¹ìî, ùî

(j, i, [p))ε =
(
(i, j, [p))−1

)
ε

=
(
(i, j, [p))ε

)−1
= (i, j, [p))−1

= (j, i, [p)).
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Îòæå, ìà¹ìî, ùî

(j, j, [p))ε =
(
(j, i, [p)) · (i, j, [p))

)
ε

= (j, i, [p))ε · (i, j, [p))ε
= (j, i, [p)) · (i, j, [p))
= (j, j, [p))

i

(i, i, [p))ε =
(
(i, j, [p)) · (j, i, [p))

)
ε

= (i, j, [p))ε · (j, i, [p))ε
= (i, j, [p)) · (j, i, [p))
= (i, i, [p)),

i îñêiëüêè i 6=j, òî âèêîíó¹òüñÿ õî÷à á îäíà ç óìîâ (i, i, [p))∈BF
ω \{(0, 0, [0)), (0, 0, [1))},

àáî (j, j, [p)) ∈ BF
ω \ {(0, 0, [0)), (0, 0, [1))}. Çàëèøèëîñÿ ñêîðèñòàòèñÿ ëåìîþ 3. �

Òåîðåìà 2. Íåõàé F � ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ iíäóêòèâíèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí ó

ω, ÿêà ìiñòèòü õî÷à á äâi ìíîæèíè. Òîäi äëÿ ií'¹êòèâíîãî åíäîìîðôiçìó ε ìîíî¨äà
BF

ω òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(i) ε � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ;

(ii) iñíó¹ íåiäåìïîòåíòíèé åëåìåíò (i, j, [p)) ∈ BF
ω òàêèé, ùî (i, j, [p))ε =

(i, j, [p));
(iii) ε ìà¹ õî÷à á òðè íåðóõîìi åëåìåíòè.

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöi¨ (i) ⇒ (ii) òà (i) ⇒ (iii) î÷åâèäíi. Iìïëiêàöiÿ (ii) ⇒ (i) ç
òåîðåìè 1.

(iii)⇒ (i) Î÷åâèäíî, ùî (0, 0, [0))ε = (0, 0, [0)). ßêùî îäèí ç íåðóõîìèõ åëåìåí-
òiâ ε íåiäåìïîòåíòíèé, òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (ii). Òîìó ïðèïóñòèìî, ùî (i, i, [p))ε =
(i, i, [p)) òà (j, j, [q))ε = (j, j, [q)) äëÿ äâîõ ðiçíèõ íåîäèíè÷íèõ iäåìïîòåíòiâ (i, i, [p))

i (j, j, [q)) ìîíî¨äà BF
ω .

Òîäi îäèí ç iäåìïîòåíòiâ (i, i, [p)) àáî (j, j, [q)) âiäìiííèé âiä (0, 0, 1). Äàëi ñêî-
ðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ 1. �

Çàóâàæåííÿ 3. Çà òâåðäæåííÿì 3 ç [2] äëÿ ω-çàìêíåíî¨ ñiì'¨ F iíäóêòèâíèõ íåïî-
ðîæíiõ ïiäìíîæèí ó ω íàïiâãðóïàBF

ω içîìîðôíà áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äóBω òîäi i ëè-
øå òîäi, êîëè ñiì'ÿ F ñêëàäà¹òüñÿ ç ¹äèíî¨ íåïîðîæíüî¨ iíäóêòèâíî¨ ïiäìíîæèíè â ω.
Óñi àâòîìîðôiçìè áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà òðèâiàëüíi, à íàïiâãðóïà End(Bω) åíäîìîð-
ôiçìiâ áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè Bω içîìîðôíà íàïiâïðÿìîìó äîáóòêó (ω,+)oϕ (ω, ∗),
äå (ω,+) i (ω, ∗) � àäèòèâíà òà ìóëüòèïëiêàòèâíà íàïiâãðóïè íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷è-
ñåë, âiäïîâiäíî, (äèâ. [5]). Îñêiëüêè áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Bω ÿê iíâåðñíà íàïiâãðóïà
ïîðîäæó¹òüñÿ ¹äèíèì åëåìåíòîì (0, 1), òî î÷åâèäíî, ùî äëÿ éîãî ií'¹êòèâíîãî åíäî-
ìîðôiçìó ε òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(i) ε � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ;
(ii) iñíó¹ íåiäåìïîòåíòíèé åëåìåíò (i, j) ∈ Bω òàêèé, ùî (i, j)ε = (i, j);
(iii) ε ìà¹ õî÷à á äâà íåðóõîìi åëåìåíòè.
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Ó âèïàäêó åíäîìîðôiçìó áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè Bω óìîâó (ii) â çàóâàæåííi 3
ìîæíà çàìiíèòè òâåðäæåííÿì 1.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé ε � ií'¹êòèâíèé åíäîìîðôiçì áiöèêëiíî¨ íàïiâãðóïè Bω.

ßêùî (i, j)ε = (i, j) äëÿ äåÿêîãî íåîäèíè÷íîãî åëåìåíòà (i, j) ∈ Bω, òî ε � òî-

òîæíå ïåðåòâîðåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè (i, i)ε = (i, i) äëÿ äåÿêîãî íåîäèíè÷-
íîãî iäåìïîòåíòà (i, i) ∈ Bω. Ç ií'¹êòèâíîñòi åíäîìîðôiçìó ε òà ç òîãî, ùî ãîìîìîð-
ôiçì iíâåðñíèõ íàïiâãðóï çáåðiãà¹ ïðèðîäíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê i îáðàç iäåìïîòåíòà
ïðè ãîìîìîðôiçìi íàïiâãðóï ¹ çíîâó iäåìïîòåíò (äèâ. òâåðäæåííÿ 1.4.21 ç [10]) âè-
ïëèâà¹, ùî (k, k)ε = (k, k) äëÿ âñiõ k = 0, . . . , i− 1, îñêiëüêè

↑4(i, i) = {(k, k) : k = 0, . . . , i}.
Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ åêâiâàëåíòíiñòþ óìîâ (i) òà (iii) çàóâàæåííÿ 3.

Äàëi ïðèïóñòèìî, ùî (i, j) ∈ Bω íå ¹ iäåìïîòåíòîì. Çà òâåðäæåííÿì 1.4.21 ç [10]
ìàòèìåìî, ùî

(i, i)ε = ((i, j) · (j, i))ε
= ((i, j) · (i, j)−1)ε
= (i, j)ε · ((i, j)−1)ε
= (i, j)ε · ((i, j)ε)−1

= (i, j) · (i, j)−1

= (i, j) · (j, i)
= (i, i),

òà àíàëîãi÷íî, (j, j)ε = (j, j).
Îñêiëüêè (i, j) 6= (0, 0), òî (i, i) 6= (j, j). Îòæå, (i, i)ε = (i, i) äëÿ äåÿêîãî íåîäè-

íè÷íîãî iäåìïîòåíòà (i, i) ∈ Bω. Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïîïåðåäíüîþ ÷àñòèíîþ äîâå-
äåííÿ. �

Òîìó ïðèðîäíî âèíèêà¹ òàêå çàïèòàííÿ.

Ïèòàííÿ 1. ×è ìîæíà ïîñëàáèòè óìîâè òåîðåìè 2?

Ç ïðèêëàäó 1 âèïëèâà¹, ùî óìîâó ïðî ií'¹êòèâíiñòü åíäîìîðôiçìó ε ìîíî¨äà
BF

ω íå ìîæíà âèëó÷èòè â ïðèïóùåííÿõ òåîðåìè 2.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé F � äîâiëüíà ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ iíäóêòèâíèõ íåïîðîæíiõ ïiä-
ìíîæèí ó ω, ÿêà ìiñòèòü õî÷à á äâi ìíîæèíè. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî
ââàæàòè, ùî [0), [1) ∈ F . Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ µ0 : B

F
ω → BF

ω çà ôîðìóëîþ

(i, j, [p))µ0 = (i, j, [0)), äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ ω i [p) ∈ F .

Çà òâåðäæåííÿì 5 [3] âiäîáðàæåííÿ µ0 ¹ åíäîìîðôiçìîì íàïiâãðóïè BF
ω , ïðè÷îìó

ïiäíàïiâãðóïàB{[0)}ω ¹ ãîìîìîðôíèì ðåòðàêòîì ìîíî¨äàBF
ω ñòîñîâíî åíäîìîðôiçìó

µ0, à îòæå, âèêîíóþòüñÿ óìîâè (ii) i (iii) òåîðåìè 2, i íå âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (i).

Ç ïðèêëàäó 2 âèïëèâà¹, ùî óìîâó ïðî òå, ùî åíäîìîðôiçì ε ìîíî¨äà BF
ω ìà¹

õî÷à á òðè íåðóõîìi åëåìåíòè, íå ìîæíà ïîñëàáèòè â óìîâi (iii) òåîðåìè 2.
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Ïðèêëàä 2. Íåõàé F = {[0), [1)}. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî k > 2.
Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ µk : B

F
ω → BF

ω çà ôîðìóëîþ

(i, j, [p))µk = (ki, kj, [p)).

Î÷åâèäíî, ùî òàê îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ µk ií'¹êòèâíå. Äîâåäåìî, ùî
µk : B

F
ω → BF

ω � ãîìîìîðôiçì. Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî p ∈ {0.1}. Òîäi
ìà¹ìî, ùî

(
(i1, j1, [p)) · (i2, j2, [0))

)
µk =

 (i1 − j1 + i2, j2, (j1 − i2 + [p)) ∩ [0))µk, ÿêùî j1 < i2;
(i1, j2, [p) ∩ [0))µk, ÿêùî j1 = i2;
(i1, j1 − i2 + j2, [p) ∩ (i2 − j1 + [0)))µk, ÿêùî j1 > i2

=

 (i1 − j1 + i2, j2, [0))µk, ÿêùî j1 < i2;
(i1, j2, [p))µk, ÿêùî j1 = i2;
(i1, j1 − i2 + j2, [p))µk, ÿêùî j1 > i2

=

 (k(i1 − j1 + i2), kj2, [0)), ÿêùî j1 < i2;
(ki1, kj2, [p)), ÿêùî j1 = i2;
(ki1, k(j1 − i2 + j2), [p)), ÿêùî j1 > i2

(i1, j1, [p))µk · (i2, j2, [0))µk = (ki1, kj1, [p)) · (ki2, kj2, [0)) =

=

 (ki1 − kj1 + ki2, kj2, (kj1 − ki2 + [p)) ∩ [0)), ÿêùî kj1 < ki2;
(ki1, kj2, [p) ∩ [0)), ÿêùî kj1 = ki2;
(ki1, kj1 − ki2 + kj2, [p) ∩ (ki2 − kj1 + [0))), ÿêùî kj1 > ki2

=

 (k(i1 − j1 + i2), kj2, [0)), ÿêùî j1 < i2;
(ki1, kj2, [p)), ÿêùî j1 = i2;
(ki1, k(j1 − i2 + j2), [p)), ÿêùî j1 > i2

i(
(i1, j1, [p)) · (i2, j2, [1))

)
µk =

 (i1 − j1 + i2, j2, (j1 − i2 + [p)) ∩ [1))µk, ÿêùî j1 < i2;
(i1, j2, [p) ∩ [1))µk, ÿêùî j1 = i2;
(i1, j1 − i2 + j2, [p) ∩ (i2 − j1 + [1)))µk, ÿêùî j1 > i2

=

 (i1 − j1 + i2, j2, [1))µk, ÿêùî j1 < i2;
(i1, j2, [1))µk, ÿêùî j1 = i2;
(i1, j1 − i2 + j2, [p))µk, ÿêùî j1 > i2

=

 (k(i1 − j1 + i2), kj2, [1)), ÿêùî j1 < i2;
(ki1, kj2, [1)), ÿêùî j1 = i2;
(ki1, k(j1 − i2 + j2), [p)), ÿêùî j1 > i2,

(i1, j1, [p))µk · (i2, j2, [1))µk = (ki1, kj1, [p)) · (ki2, kj2, [1)) =

=

 (ki1 − kj1 + ki2, kj2, (kj1 − ki2 + [p)) ∩ [1)), ÿêùî kj1 < ki2;
(ki1, kj2, [p) ∩ [1)), ÿêùî kj1 = ki2;
(ki1, kj1 − ki2 + kj2, [p) ∩ (ki2 − kj1 + [1))), ÿêùî kj1 > ki2

=

 (k(i1 − j1 + i2), kj2, [1)), ÿêùî j1 < i2;
(ki1, kj2, [1)), ÿêùî j1 = i2;
(ki1, k(j1 − i2 + j2), [p)), ÿêùî j1 > i2,
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à îòæå, µk : B
F
ω → BF

ω � ií'¹êòèâíèé åíäîìîðôiçì.

Ïîäÿêà

Àâòîðè âèñëîâëþþòü ùèðó ïîäÿêó ðåöåíçåíòîâi çà öiííi ïîðàäè òà çàóâàæåííÿ.
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ON AUTOMORPHISMS OF THE SEMIGROUP BF
ω IN THE CASE

WHEN THE FAMILY F CONSISTS OF NONEMPTY INDUCTIVE
SUBSETS OF ω
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Let F be a family of nonempty inductive subsets of ω. It is proved that in
the case when |F | > 2 an injective endomorphism ε of the semigroupBF

ω is the
identity map if and only if ε has three distinct �xed points, which is equivalent
to existence non-idempotent element (i, j, [p)) ∈ BF

ω such that (i, j, [p))ε =
(i, j, [p)).

Key words: inverse semigroup, automorphism, endomorphism, bicyclic
monoid, extension of the bicyclic monoid, �xed point.


