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Íåõàé B+(G) � áiöèêëi÷íå ðîçøèðåííÿ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ ãðóïè
G, îçíà÷åíå â [22]. Ìè äîâîäèìî, ÿêùî G i H � àðõiìåäîâi ëiíiéíî âïî-
ðÿäêîâàíi ãðóïè, òî êîæíèé o-ãîìîìîðôiçì ϕ̂ : G → H ïîðîäæó¹ ãîìî-
ìîðôiçì ìîíî¨äiâ ϕ̃ : B+(G) → B+(H), i êîæíèé ãîìîìîðôiçì ìîíî¨äiâ
ϕ̃ : B+(G) → B+(H) ïîðîäæó¹ o-ãîìîìîðôiçì ϕ̂ : G → H.

Êëþ÷îâi ñëîâà: íàïiâãðóïà, áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä, áiöèêëi÷íå ðîçøèðåí-
íÿ, ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ãðóïà, ãîìîìîôiçì, o-ãîìîìîôiçì, içîìîðôiçì,
êàòåãîðiÿ, içîìîðôíi êàòåãîði¨.

1. Âñòóï, îçíà÷åííÿ òà ìîòèâàöiÿ äîñëiäæåíü

Ìè êîðèñòóâàòèìåìîñÿ òåðìiíîëîãi¹þ ç [11, 12, 13, 18, 26, 28]. Íàäàëi ó òåêñòi
ìíîæèíó íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç ω, à àäèòèâíó ãðóïó öiëèõ
÷èñåë çi çâè÷àéíèì íà íié ëiíiéíèì ïîðÿäêîì � ÷åðåç R. Òàêîæ, ÿêùî ≤ � ïåðåäïî-
ðÿäîê íà ìíîæèíi X, òî ÷åðåç ≤∗ áóäåìî ïîçíà÷àòè äóàëüíèé ïåðåäïîðÿäîê íà X,
òîáòî a ≤∗ b òîäi i ëèøå òîäi, êîëè b ≤ a, a, b ∈ X. Î÷åâèäíî, ùî äóàëüíèé ïîðÿäîê
äî ëiíiéíîãî ïîðÿäêó çíîâó ¹ ëiíiéíèì.

ßêùî S � íàïiâãðóïà, òî ¨¨ ïiäìíîæèíà iäåìïîòåíòiâ ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç E(S).
Íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ iíâåðñíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ¨¨ åëåìåíòà x iñíó¹ ¹äè-
íèé åëåìåíò x−1 ∈ S òàêèé, ùî xx−1x = x òà x−1xx−1 = x−1 [1, 28]. Â iíâåðñíié
íàïiâãðóïi S âèùå îçíà÷åíèé åëåìåíò x−1 íàçèâà¹òüñÿ iíâåðñíèì äî x. Â'ÿçêà � öå
íàïiâãðóïà iäåìïîòåíòiâ, à íàïiâ ðàòêà � öå êîìóòàòèâíà â'ÿçêà.
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ßêùî S � íàïiâãðóïà, òî ìè ïîçíà÷àòèìåìî âiäíîøåííÿ �ðiíà íà S ÷åðåç R,
L , D , H i J :

aRb òîäi i ëèøå òîäi, êîëè aS1 = bS1;

aL b òîäi i ëèøå òîäi, êîëè S1a = S1b;

aJ b òîäi i ëèøå òîäi, êîëè S1aS1 = S1bS1;

D = L ◦R = R ◦L ;

H = L ∩R.

(äèâ. îçíà÷åííÿ â [11, �2.1] àáî [19]). Íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîþ, ÿêùî S
íå ìiñòèòü âëàñíèõ äâîái÷íèõ iäåàëiâ, òîáòî S ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî J -êëàñó, i ái-
ïðîñòîþ, ÿêùî S ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî D-êëàñó. Ïåðåäïîðÿäêè �ðiíà ≤L i ≤R íà
íàïiâãðóïi S âèçíà÷àþòüñÿ òàê:

a ≤L b òîäi i ëèøå òîäi, êîëè S1a ⊆ S1b;

a ≤R b òîäi i ëèøå òîäi, êîëè aS1 ⊆ bS1,

äå a, b ∈ S [20].

Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi K íà íàïiâãðóïi S íàçèâà¹òüñÿ êîíãðóåíöi¹þ, ÿêùî
äëÿ åëåìåíòiâ a òà b íàïiâãðóïè S ç òîãî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (a, b) ∈ K âèïëèâà¹,
ùî (ca, cb), (ad, bd) ∈ K, äëÿ äîâiëüíèõ c, d ∈ S. Âiäíîøåííÿ (a, b) ∈ K ìè òàêîæ
áóäåìî çàïèñóâàòè aKb, i â öüîìó âèïàäêó ãîâîðèòèìåìî, ùî åëåìåíòè a i b ¹ K-åê-
âiâàëåíòíèìè.

ßêùî S � íàïiâãðóïà, òî íà E(S) âèçíà÷åíî ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê: e 4 f òîäi i
ëèøå òîäi, êîëè ef = fe = e. Òàê îçíà÷åíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà E(S) íàçèâà¹òüñÿ
ïðèðîäíèì.

Îçíà÷èìî âiäíîøåííÿ 4 íà iíâåðñíié íàïiâãðóïi S òàê: s 4 t òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè s = te, äëÿ äåÿêîãî iäåìïîòåíòà e ∈ S. Òàê îçíà÷åíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê
íàçèâà¹òüñÿ ïðèðîäíèì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì íà iíâåðñíié íàïiâãðóïi S [1]. Î÷åâèä-
íî, ùî çâóæåííÿ ïðèðîäíîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó 4 íà iíâåðñíié íàïiâãðóïi S íà ¨¨
â'ÿçêó E(S) ¹ ïðèðîäíèì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì íà E(S).

Íàãàäà¹ìî (äèâ. [11, �1.12], ùî áiöèêëi÷íîþ íàïiâãðóïîþ (àáî áiöèêëi÷íèì
ìîíî¨äîì) C (p, q) íàçèâà¹òüñÿ íàïiâãðóïà ç îäèíèöåþ, ïîðîäæåíà äâîåëåìåíòíîþ
ìíîæèíîþ {p, q} i âèçíà÷åíà îäíèì ñïiââiäíîøåííÿì pq = 1. Áiöèêëi÷íà íàïiâãðóïà
âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó òåîði¨ íàïiâãðóï. Çîêðåìà, êëàñè÷íà òåîðåìà Î. Àíäåðñåíà
[8] ñòâåðäæó¹, ùî (0-)ïðîñòà íàïiâãðóïà ç (íåíóëüîâèì) iäåìïîòåíòîì ¹ öiëêîì
(0-)ïðîñòîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà íå ìiñòèòü içîìîðôíó êîïiþ áiöèêëi÷íîãî
ìîíî¨äà. Ó [2] îïèñàíî ñòðóêòóðó íàïiâãðóïè åíäîìîðôiçìiâ áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðó-
ïè òà ðîçøèðåíî¨ áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè. Ðiçíi ðîçøèðåííÿ áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà
ââîäèëè ðàíiøå ðiçíi àâòîðè [15, 16, 17, 31]. Òàêèìè ¹, çîêðåìà, êîíñòðóêöi¨ Áðóêà
òà Áðóêà�Ðåéëi çàíóðåííÿ íàïiâãðóï ó ïðîñòi òà îïèñàííÿ iíâåðñíèõ áiïðîñòèõ i
0-áiïðîñòèõ ω-íàïiâãðóï [10, 29, 30, 21].
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Çàóâàæåííÿ 1. Ëåãêî áà÷èòè, ùî áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä C (p, q) içîìîðôíèé íàïiâãðóïi,
çàäàíié íà ìíîæèíi Bω = ω × ω ç íàïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ

(i1, j1) · (i2, j2) = (i1 + i2 −min{j1, i2}, j1 + j2 −min{j1, i2}) =

=

{
(i1 − j1 + i2, j2), ÿêùî j1 6 i2;
(i1, j1 − i2 + j2), ÿêùî j1 > i2.

Íàãàäà¹ìî [18], ùî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ãðóïà öå ãðóïà (G, ·) íà ÿêié âèçíà÷å-
íî ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê �6�, ùî ¹ iíâàðiàíòíèì ñòîñîâíî çñóâiâ, òîáòî �6� çàäîâîëüíÿ¹
òàêó âëàñòèâiñòü: äëÿ âñiõ a, b, g ∈ G ç a 6 b âèïëèâà¹, ùî a · g 6 b · g i g · a 6 g · b.

Äàëi â òåêñòi ÷åðåç e ìè ïîçíà÷àòèìåìî îäèíè÷íèé (íåéòðàëüíèé) åëåìåíò ãðó-
ïè G. Ïiäìíîæèíà G+ = {x ∈ G | e 6 x} ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ãðóïè G íàçèâà¹-
òüñÿ äîäàòíèì êîíóñîì â G i çàäîâîëüíÿ¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

(1) G+ ·G+ ⊆ G+;
(2) G+ ∩ (G+)−1 = {e};
(3) x−1 ·G+ · x ⊆ G+ äëÿ âñiõ x ∈ G.

Êîæíà ïiäìíîæèíà P ãðóïè G, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (1)�(3) iíäóêó¹ ÷àñòêîâèé
ïîðÿäîê íà G (x 6 y òîäi i ëèøå òîäi, êîëè x−1 · y ∈ P ), äëÿ ÿêî¨ P ¹ äîäàòíèì
êîíóñîì.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî àëãåáðè÷íèé ãîìîìîðôiçì h : G → H ÷àñòêîâî âïîðÿä-
êîâàíèõ ãðóï (íàïiâãðóï) G i H ¹ o-ãîìîìîðôiçìîì, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ h çáåðiãà¹
ïîðÿäîê (¹ içîòîííèì) [18]. Àëãåáðè÷íèé içîìîðôiçì h : G→ H ÷àñòêîâî âïîðÿäêî-
âàíèõ ãðóï G i H, ÿêèé ¹ ïîðÿäêîâèì içîìîðôiçìîì, íàçèâà¹òüñÿ o-içîìîðôiçìîì.
ßêùî iñíó¹ o-içîìîðôiçì h : G → H ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ãðóï (íàïiâãðóï) G i
H, òî ó öüîìó âèïàäêó áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíi ãðóïè G i H ¹
o-içîìîðôiíèìè. Òàêîæ o-ãîìîìîðôiçì (o-içîìîðôiçì) h : G → G äëÿ ÷àñòêîâî âïî-
ðÿäêîâàíî¨ ãðóïè G áóäåìî íàçèâàòè o-åíäîìîðôiçìîì (o-àâòîðôiçìîì).

Ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ãðóïà � öå ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ãðóïà G òàêà, ùî âiä-
íîøåííÿ ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó �6� íà G ¹ ëiíiéíèì [9]. ×àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ãðóïà
G íàçèâà¹òüñÿ  ðàòêîâî âïîðÿäêîâàíîþ àáî l-ãðóïîþ, ÿêùî ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê �6�
âèçíà÷à¹  ðàòêîâó ñòðóêòóðó íà G [13]. Î÷åâèäíî, ùî êîæíà ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà
ãðóïà ¹  ðàòêîâî âïîðÿäêîâàíîþ. Ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ àðõi-
ìåäîâîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ G+ \ {e} iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî n, ùî
a 6 bn [9]. Çà òåîðåìîþ Ãüîëüäåðà (äèâ. [13, Theorem 24.16] àáî [23]) êîæíà àðõi-
ìåäîâà ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ãðóïà o-içîìîðôíà ïiäãðóïi àäèòèâíî¨ ãðóïè äiéñíèõ
÷èñåë R iç çâè÷àéíèì ëiíiéíèì ïîðÿäêîì.

Íàäàëi â òåêñòi ââàæàòèìåìî, ùî G ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ãðóïà.

Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà g ∈ G ïîçíà÷èìî

G+(g) = {x ∈ G : g 6 x}.

Ìíîæèíà G+(g) íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíèì êîíóñîì íàä åëåìåíòîì g â ãðóïi G.

Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ g, h ∈ G ðîçãëÿíåìî ÷àñòêîâå ïåðåòâîðåííÿ
αg
h : G ⇀ G, îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

(x)αg
h = x · g−1 · h, äëÿ x ∈ G+(g).
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Çàóâàæèìî, ùî ç ëåìè XIII.1 ç [9] âèïëèâà¹, ùî äëÿ òàê âèçíà÷åíîãî ÷àñòêîâîãî âi-
äîáðàæåííÿ αg

h : G ⇀ G çâóæåííÿ αg
h : G+(g)→ G+(h) ¹ ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì.

Ïîçíà÷èìî

B(G) = {αg
h : G ⇀ G : g, h ∈ G} i B+(G) = {αg

h : G ⇀ G : g, h ∈ G+},

i íà ìíîæèíàõ B(G) i B+(G) âèçíà÷èìî îïåðàöiþ êîìïîçèöi¨ ÷àñòêîâèõ âiäîáðà-
æåíü. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

(1) αg
h · α

k
l = αa

b , äå a = (h ∨ k) · h−1 · g i b = (h ∨ k) · k−1 · l,

äëÿ g, h, k, l ∈ G. Îòæå, ç âëàñòèâîñòi (1) äîäàòíîãî êîíóñà òà óìîâè (1) âèïëèâà¹,
ùî B(G) i B+(G) ¹ ïiäíàïiâãðóïàìè ñèìåòðè÷íîãî iíâåðñíîãî ìîíî¨äà IG íàä ìíî-
æèíîþ G.

Çà òâåðäæåííÿì 1.2 ç [22] äëÿ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ ãðóïè G âèêîíóþòüñÿ òàêi
òâåðäæåííÿ:

(i) åëåìåíòè αg
h i αh

g ¹ âçà¹ìíî iíâåðñíèìè â B(G) äëÿ âñiõ g, h ∈ G (âiäï., â
B+(G) äëÿ âñiõ g, h ∈ G+);

(ii) åëåìåíò αg
h íàïiâãðóïè B(G) (âiäï., B+(G)) ¹ iäåìïîòåíòîì òîäi i ëèøå òîäi,

êîëè g = h;
(iii) B(G) i B+(G) iíâåðñíi ïiäíàïiâãðóïè â IG;
(iv) íàïiâãðóïà B(G) (âiäï., B+(G)) içîìîðôíà íàïiâãðóïi, âèçíà÷åíié íà ìíî-

æèíi SG = G×G (âiäï., S+
G = G+ ×G+), ç òàêîþ îïåðàöi¹þ:

(2) (a, b)(c, d) =

 (c · b−1 · a, d), ÿêùî b < c;
(a, d), ÿêùî b = c;
(a, b · c−1 · d), ÿêùî b > c,

äå a, b, c, d ∈ G (âiäï., a, b, c, d ∈ G+).

Î÷åâèäíî, ùî:

(1) ÿêùî ãðóïà G içîìîðôíà àäèòèâíié ãðóïi öiëèõ ÷èñåë (Z,+) çi çâè÷àéíèì
ëiíiéíèì ïîðÿäêîì 6, òî íàïiâãðóïà B+(G) içîìîðôíà áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äó
C (p, q), à íàïiâãðóïà B+(G) içîìîðôíà ðîçøèðåíié áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi
CZ (äèâ. [14]);

(2) ÿêùî ãðóïà G içîìîðôíà àäèòèâíié ãðóïi äiéñíèõ ÷èñåë (R,+) çi çâè÷àéíèì
ëiíiéíèì ïîðÿäêîì 6, òî íàïiâãðóïà B(G) içîìîðôíà íàïiâãðóïi B2

(−∞,∞)

(äèâ. [24, 25]), à íàïiâãðóïà B+(G) içîìîðôíà íàïiâãðóïi B1
[0,∞) (äèâ. [3, 4,

5, 6, 7]),
(3) íàïiâãðóïà B+(G) çîìîðôíà íàïiâãðóïi S(G), ÿêà âèçíà÷åíà â [16, 17].

Ó [16, 22] äîñëiäæó¹òüñÿ ñòðóêòóðà íàïiâãðóï B(G) i B+(G) äëÿ ëiíiéíî âïîðÿä-
êîâàíî¨ ãðóïè G. Çîêðåìà, îïèñàíi âiäíîøåííÿ �ðiíà íà B(G) i B+(G), ¨õíi â'ÿçêè
òà äîâåäåíî, ùî öi íàïiâãðóïè áiïðîñòi. Òàêîæ ó [22] äîâåäåíî, ùî äëÿ êîìóòàòèâíî¨
ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ ãðóïè G óñi íåòðèâiàëüíi êîíãðóåíöi¨ íà íàïiâãðóïàõ B(G) i
B+(G) ¹ ãðóïîâèìè òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ãðóïà G àðõiìåäîâà òà îïèñàíî ñòðóêòóðó
ãðóïîâèõ êîíãðóåíöié íà ãðóïàõ B(G) i B+(G).

Íàäàëi ìè îòîòîæíþâàòèìåìî íàïiâãðóïó B+(G) ç íàïiâãðóïîþ S+
G , âiäïîâiäíî,

ç íàïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ âèçíà÷åíîþ çà ôîðìóëîþ (2). Îñêiëüêè G � àðõiìåäîâà
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ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ãðóïà, òî âîíà çà òåîðåìîþ Ãüîëüäåðà (äèâ. [13, Theorem 24.16]
àáî [23]) êîìóòàòèâíà, à îòæå, íàïiâãðóïîâà îïåðàöiÿ íà B+(G) âèãëÿäà¹ òàê:

(3) (a, b)(c, d) =

 (a · b−1 · c, d), ÿêùî b < c;
(a, d), ÿêùî b = c;
(a, b · c−1 · d), ÿêùî b > c,

äå a, b, c, d ∈ G+.

Äîâîäèìî òàêå: ÿêùî G i H � àðõiìåäîâi ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíi ãðóïè, òî êîæíèé
o-ãîìîìîðôiçì ϕ̂ : G → H ïîðîäæó¹ ãîìîìîðôiçì ìîíî¨äiâ ϕ̃ : B+(G) → B+(H),
i êîæíèé ãîìîìîðôiçì ìîíî¨äiâ ϕ̃ : B+(G) → B+(H) ïîðîäæó¹ o-ãîìîìîðôiçì
ϕ̂ : G → H. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî íàïiâãðóïà o-åíäîìîðôiçìiâ àðõiìåäîâî¨ ëiíié-
íî âïîðÿäêîâàíî¨ ãðóïè G içîìîðôíà íàïiâãðóïi åíäîìîðôiçìiâ ¨¨ áiöèêëi÷íîãî
ðîçøèðåííÿ B+(G).

2. Ãîìîìîðôiçìè áiöèêëi÷íèõ ðîçøèðåíü

Ëåìà 1. Íåõàé G i H � ïiäãðóïè ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ àäèòèâíî¨ ãðóïè äiéñíèõ
÷èñåë R. Òîäi êîæíèé o-ãîìîìîðôiçì ϕ : G+ → H+ äîäàòíîãî êîíóñà G+ ãðóïè G â
äîäàòíèé êîíóñ H+ ãðóïè H âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

(x)ϕ = rϕ · x,

äëÿ äåÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà rϕ.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ÿêùî (x0)ϕ = 0 äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà a ∈ G+ \ {0}, òî
îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a > 0 ç G+ iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî n, ùî
na0 > a, ìàòèìåìî

0 = n(x0)ϕ = (nx0)ϕ > (a)ϕ > 0,

òîáòî (a)ϕ = 0. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî åíäîìîðôiçì ϕ : G+ → G+ àíóëþþ÷èé, òîáòî
(x)ϕ = 0 · x äëÿ âñiõ x ∈ G+.

Äàëi ââàæàòèìåìî, ùî åíäîìîðôiçì ϕ : G+ → G+ íåàíóëþþ÷èé. Ðîçãëÿíåìî â
äîäàòíîìó êîíóñi G+ äâà äîâiëüíi ðiçíi ÷èñëà a1 é a2. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi,
ìîæåìî ââàæàòè, ùî a1 < a2. Òîäi 0 < (a1)ϕ < (a2)ϕ. Äîâåäåìî, ùî

(a1)ϕ

(a2)ϕ
=
a1
a2
,

çâiäêè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü
(a1)ϕ

a1
=

(a2)ϕ

a2
,

ÿêó íàì i òðåáà áóëî äîâåñòè. Ïðèïóñòèìî, ùî, íàïðèêëàä,

(a1)ϕ

(a2)ϕ
<
a1
a2
.

Òîäi çà ïðèíöèïîì Àðõiìåäà iñíó¹ äîäàòíå òàêå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî
m

n
, ùî

(a1)ϕ

(a2)ϕ
<
m

n
<
a1
a2
,
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äå n,m ∈ N. Çâiäñè âïëèâà¹, ùî na1 > ma2 i n(a1)ϕ < m(a2)ϕ. Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ,
îñêiëüêè ç íåðiâíîñòi na1 > ma2 âèïëèâà¹, ùî

n(a1)ϕ = (na1)ϕ > (ma2)ϕ = m(a2)ϕ.

Ïðèïóñòèâøè, ùî
(a1)ϕ

(a2)ϕ
>
a1
a2
,

àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüî âèêëàäåíèì ìiðêóâàííÿì, îòðèìó¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ. Ç âèùå
äîâåäåíîãî âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêå äiéñíå ÷èñëî rϕ, ùî äëÿ âñiõ x ∈ G+ âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü (x)ϕ = rϕ · x. Çàóâàæèìî, ùî rϕ =
(a1)ϕ

a1
. �

Ëåìà 2. Íåõàé G i H � ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíi ãðóïè, ïðè÷îìó G � àðõiìåäîâà. Òîäi
äëÿ êîæíîãî o-ãîìîìîðôiçìó ϕ : G→ H âèêîíó¹òüñÿ ëèøå îäíà ç óìîâ:

(i) ϕ � ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ;
(ii) ϕ � àíóëþþ÷èé ãîìîìîðôiçì.

Äîâåäåííÿ. Ó âèïàäêó, êîëè G � òðèâiàëüíà (îäíîåëåìåíòíà) ãðóïà, òî óìîâè (i) òà
(ii) çáiãàþòüñÿ òà òâåðäæåííÿ ëåìè î÷åâèäíå. Òîìó íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî G �
íåñêií÷åííà ãðóïà.

Ïðèïóñòèìî, ùî ϕ : G → H � íåií'¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì. Òîäi iñíóþòü òàêi
x, y ∈ G, ùî x < y i (x)ϕ = (y)ϕ. Òîäi e = x · x−1 < y · x−1 i

(e)ϕ = (x · x−1)ϕ = (x)ϕ · (x−1)ϕ = (y)ϕ · (x−1)ϕ = (y · x−1)ϕ,

à îòæå, ç àðõiìåäîâîñòi ëiíiéíîãî ïîðÿäêó íà ãðóïi G âèïëèâà¹, ùî (e)ϕ = (g)ϕ äëÿ
äîâiëüíîãî g ∈ G+. Îñêiëüêè G � ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ãðóïà, òî äëÿ äîâiëüíîãî
åëåìåíòà g1 ∈∈ G+ iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî n òàêå, ùî g1 6 gn. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

(e)ϕ 6 (g1)ϕ 6 (gn)ϕ = ((g)ϕ)n = ((e)ϕ)n = (e)ϕ,

à îòæå, ϕ � àíóëþþ÷èé ãîìîìîðôiçì. �

Äëÿ äîâiëüíî¨ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ ãðóïè G îçíà÷èìî

B+
→(G) =

{
(e, g) : g ∈ G+

}
i B+

↓ (G) =
{

(g, e) : g ∈ G+
}
.

Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà g ∈ G+ ìà¹ìî, ùî

B+(G) · (e, g) =
{

(x, y) · (e, g) : x, y ∈ G+
}

=

=
{

(x, y · g) : x, y ∈ G+
}

=

= G+ × (G+ · g)

i

(g, e) ·B+(G) =
{

(g, e) · (x, y) : x, y ∈ G+
}

=

=
{

(g · x, y) : x, y ∈ G+
}

=

= (g ·G+)×G+.

Îñêiëüêè çà òåîðåìîþ Âàãíåðà�Ïðåñòîíà (äèâ. [11, Theorem 1.17]) êîæåí ãîëîâíèé
ëiâèé iäåàë i êîæåí ãîëîâíèé ïðàâèé iäåàë â iíâåðñíié íàïiâãðóïi ïîðîäæó¹òüñÿ ¹äè-
íèì iäåìïîòåíòîì, òî ç ëiíiéíîñòi ïðèðîäíîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó íà íàïiâ ðàòöi
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iäåìïîòåíòiâ íàïiâãðóïè B+(G) (äèâ. [22, Proposition 2.1(i)]) âèïëèâà¹ òàêå òâåðä-
æåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé G � ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ãðóïà. Äëÿ g1, g2 ∈ G+ òàêi
óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(i) (e, g1) ≤∗L (e, g2);
(ii) (g1, e) ≤∗R (g2, e);

(iii) (g2, g2) 4 (g1, g1);
(iv) g1 6 g2,

à îòæå, (B+
→(G),≤∗L ) i

(
B+
↓ (G),≤∗R

)
� ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíi ìíîæèíè.

Ëåìà 3. Íåõàé G � ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ãðóïà. Òîäi ïiäìíîæèíà B+
→(G) (B+

↓ (G))

ç iíäóêîâàíîþ íàïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ ç B+(G) i ëiíiéíèì ïîðÿäêîì ≤∗L (≤∗R)
o-içîìîðôíà äîäàòíîìó êîíóñó G+ ç iíäóêîâàíîþ íàïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ ç ãðóïè
G.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî âiäîáðàæåííÿ ι→ : G+ → B+
→(G) îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

(g)ι→ = (e, g) ¹ o-içîìîðôiçìîì. Ñïðàâäi, ëåãêî áà÷èòè, ùî ι→ � ái¹êòèâíå âiäîáðà-
æåííÿ, i äëÿ äîâiëüíèõ g1, g2 ∈ G+ ìà¹ìî, ùî

(g1)ι→ · (g2)ι→ = (e, g1) · (e, g2) =

= (e, g1 · e−1 · g2) =

= (e, g1 · g2) =

= (g1 · g2)ι→,

îñêiëüêè e 6 g1 ó G+. Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ òâåðäæåííÿì 1.
Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî âiäîáðàæåííÿ ι↓ : G+ → B+

↓ (G) îçíà÷åíå çà ôîðìó-
ëîþ (g)ι↓ = (g, e) ¹ o-içîìîðôiçìîì. �

Ëåìà 4. Íåõàé G i H � àðõiìåäîâi ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíi ãðóïè. Òîäi êîæíèé
o-ãîìîìîðôiçì ϕ : G → H ïîðîäæó¹ ãîìîìîðôiçì ìîíî¨äiâ ϕ̃ : B+(G) → B+(H),
ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

(x, y)ϕ̃ =
(
(x)ϕ, (y)ϕ

)
, äëÿ âñiõ x, y ∈ G+.

Äîâåäåííÿ. Ó âèïàäêó, ÿêùî ϕ : G→ H � àíóëþþ÷èé ãîìîìîðôiçì, òî òâåðäæåííÿ
ëåìè î÷åâèäíå.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi x1, x2, y1, y2 ∈ G+. Òîäi

(
(x1, y1) · (x2, y2)

)
ϕ̃ =


(
x1 · y−11 · x2, y2

)
ϕ̃, ÿêùî y1 < x2;(

x1, y2
)
ϕ̃, ÿêùî y1 = x2;(

x1, y1 · x−12 · y2
)
ϕ̃, ÿêùî y1 > x2

=


(
(x1 · y−11 · x2)ϕ, (y2)ϕ

)
, ÿêùî y1 < x2;(

(x1)ϕ, (y2)ϕ
)
, ÿêùî y1 = x2;(

(x1)ϕ, (y1 · x−12 · y2)ϕ
)
, ÿêùî y1 > x2
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i, îñêiëüêè ϕ : G → H � o-ãîìîìîðôiçì ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèõ ãðóï, òî çà ëåìîþ 2
ìà¹ìî, ùî

(x1, y1)ϕ̃ · (x2, y2)ϕ̃ =
(
(x1)ϕ, (y2)ϕ

)
·
(
(x1)ϕ, (y2)ϕ

)
=

=


(
(x1)ϕ · ((y1)ϕ)−1 · (x2)ϕ, (y2)ϕ

)
, ÿêùî (y1)ϕ < (x2)ϕ;(

(x1)ϕ, (y2)ϕ
)
, ÿêùî (y1)ϕ = (x2)ϕ;(

(x1)ϕ, (y1)ϕ · ((x2)ϕ)−1 · (y2)ϕ
)
, ÿêùî (y1)ϕ > (x2)ϕ

=


(
(x1)ϕ · ((y1)ϕ)−1 · (x2)ϕ, (y2)ϕ

)
, ÿêùî y1 < x2;(

(x1)ϕ, (y2)ϕ
)
, ÿêùî y1 = x2;(

(x1)ϕ, (y1)ϕ · ((x2)ϕ)−1 · (y2)ϕ
)
, ÿêùî y1 > x2

=


(
(x1)ϕ · (y−11 )ϕ · (x2)ϕ, (y2)ϕ

)
, ÿêùî y1 < x2;(

(x1)ϕ, (y2)ϕ
)
, ÿêùî y1 = x2;(

(x1)ϕ, (y1)ϕ · (x−12 ϕ) · (y2)ϕ
)
, ÿêùî y1 > x2

=


(
(x1 · y−11 · x2)ϕ, (y2)ϕ

)
, ÿêùî y1 < x2;(

(x1)ϕ, (y2)ϕ
)
, ÿêùî y1 = x2;(

(x1)ϕ, (y1 · x−12 · y2)ϕ
)
, ÿêùî y1 > x2.

Îòæå, òàê îçíà÷åíå ϕ̃ : B+(G)→ B+(H) ¹ o-ãîìîìîðôiçìîì ìîíî¨äiâ. �

Ëåìà 5. Íåõàé G i H � àðõiìåäîâi ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíi ãðóïè. Òîäi êîæíèé ãî-
ìîìîðôiçì ìîíî¨äiâ ϕ̃ : B+(G) → B+(H) ïîðîäæó¹ o-ãîìîìîðôiçì ϕ : G+ → H+

òàêèé, ùî

(4) (x, y)ϕ̃ =
(
(x)ϕ, (y)ϕ

)
, äëÿ âñiõ (x, y) ∈ B+(G).

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ Ãüîëüäåðà (äèâ. [13, Theorem 24.16] àáî [23]), íå çìåíøóþ÷è
çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî G i H � ïiäãðóïè àäèòèâíî¨ ãðóïè äiéñíèõ ÷èñåë
R iç çâè÷àéíèì ëiíiéíèì ïîðÿäêîì.

ßêùî ãîìîìîðôiçì ìîíî¨äiâ ϕ̃ : B+(G)→ B+(H) àíóëþþ÷èé, òî (x, y)ϕ̃ = (0, 0)
äëÿ âñiõ (x, y) ∈ B+(G). Îòæå, (g)ϕ = 0 äëÿ âñiõ g ∈ G+, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
(g)ϕ = 0 äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà g ∈ G.

Ïðèïóñòèìî, ùî ãîìîìîðôiçì ìîíî¨äiâ ϕ̃ : B+(G) → B+(H) íåàíóëþþ÷èé òà
íåií'¹êòèâíèé. Çà òåîðåìîþ 3.2 ç [22] êîæíà íåîäèíè÷íà êîíãðóåíöiÿ íà íàïiâãðóïi
B+(G) ¹ ãðóïîâîþ. Îòæå, îáðàç (B+(G))ϕ̃ ¹ ïiäãðóïîþ íàïiâãðóïè B+(H). Îñêiëü-
êè çà òâåðäæåííÿì 2.1(v) [22] óñi H -êëàñè â íàïiâãðóïi B+(H) îäíîåëåìåíòíi,
òî (B+(G))ϕ̃ � îäíîåëåìåíòíà ïiäìíîæèíà â B+(H), òîáòî ϕ̃ : B+(G) → B+(H)
� àíóëþþ÷èé ãîìîìîðôiçì, ïðîòèði÷÷ÿ. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹, ùî
ϕ̃ : B+(G)→ B+(H) � ií'¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì.

Îçíà÷èìî o-ãîìîìîðôiçì ϕ : G+ → H+.
Îñêiëüêè ϕ̃ : B+(G)→ B+(H) � ãîìîìîðôiçì ìîíî¨äiâ, òî

(0, 0)ϕ̃ = (0, 0) = ((0)ϕ, (0)ϕ),

à îòæå, (0)ϕ = 0.
Äëÿ äîâiëüíîãî g ∈ G+ ïðèéìåìî (0, g)ϕ̃ = (0, (g)ϕ). Äàëi äîâåäåìî, ùî òàê

âèçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ ϕ : G+ → H+ ¹ o-ãîìîìîðôiçìîì, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
(4). Îñêiëüêè (0, g)ϕ̃ ∈ B+(H), òî çà îçíà÷åííÿì íàïiâãðóïè B+(H) ìàòèìåìî, ùî
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(g)ϕ ∈ H+ äîâiëüíîãî g ∈ G+. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ g1, g2 ∈ G+ ç ðiâíîñòi

(0, g1) · (0, g1) = (0, g1 + g2)

âèïëèâà¹, ùî

((0, g1) · (0, g1))ϕ̃ = (0, g1 + g2)ϕ̃ =

= ((0)ϕ, (g1 + g2)ϕ) =

= (0, (g1 + g2)ϕ)

i

((0, g1) · (0, g1))ϕ̃ = (0, g1)ϕ̃ · (0, g1)ϕ̃ =

= ((0)ϕ, (g1)ϕ) · ((0)ϕ, (g2)ϕ) =

= (0, (g1)ϕ) · (0, (g2)ϕ) =

= (0, (g1)ϕ+ (g2)ϕ).

Îòæå, òàê îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ ϕ : G+ → H+ ¹ ãîìîìîðôiçìîì. Ç ëåìè 3 âèïëè-
âà¹, ùî ϕ � o-ãîìîìîðôiçì ç äîäàòíîãî êîíóñà G+ â äîäàòíèé êîíóñ H+.

Îñêiëüêè ϕ̃ : B+(G)→ B+(H) � ãîìîìîðôiçì iíâåðñíèõ íàïiâãðóï, òî ç òâåðä-
æåííÿ 1.4.21 ç [26] âèïëèâà¹, ùî

(g, 0)ϕ̃ = ((0, g)−1)ϕ̃ =

= ((0, g)ϕ̃)−1 =

= (0, (g)ϕ)−1 =

= ((g)ϕ, 0)

äîâiëüíîãî åëåìåíòà g ∈ G+. Îòæå,

(x, y)ϕ̃ = ((x, 0) · (0, y)ϕ̃ =

= (x, 0)ϕ̃ · (0, y)ϕ̃ =

= ((x)ϕ, 0) · (0, (x)ϕ) =

= ((x)ϕ, (x)ϕ)

äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ G+, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ôîðìóëà (4) êîðåêòíî âèçíà÷à¹ o-ãî-
ìîìîðôiçì ϕ : G+ → H+. �

Ïiäñóìó¹ìî îòðèìàíi ðåçóëüòàòè â òàêié òåîðåìi.

Òåîðåìà 1. Íåõàé G i H � àðõiìåäîâi ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíi ãðóïè. Êîæíèé
o-ãîìîìîðôiçì ϕ̂ : G → H ïîðîäæó¹ ãîìîìîðôiçì ìîíî¨äiâ ϕ̃ : B+(G) → B+(H),
i êîæíèé ãîìîìîðôiçì ìîíî¨äiâ ϕ̃ : B+(G) → B+(H) ïîðîäæó¹ o-ãîìîìîðôiçì
ϕ̂ : G→ H, ÿêi óçãîäæóþòüñÿ çà ôîðìóëîþ

(5) (x, y)ϕ̃ =
(
(x)ϕ̂, (y)ϕ̂

)
, x, y ∈ G+.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèëèâà¹ ç ëåìè 4.
Äîâåäåìî äðóãå òâåðäæåííÿ. Çà ëåìîþ 5 êîæíèé ãîìîìîðôiçì ìîíî¨äiâ

ϕ̃ : B+(G) → B+(H) ïîðîäæó¹ o-ãîìîìîðôiçì ϕ : G+ → H+, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó (4). Çà òâåðäæåííÿì 5.6 ç [13] o-ãîìîìîðôiçì ϕ ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ¹äèíîãî
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o-ãîìîìîðôiçìó ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèõ ãðóï ϕ̂ : G→ H òàêîãî, ùî (g)ϕ̂ = (g)ϕ äëÿ
âñiõ g ∈ G+. �

Ç òåîðåìè 1 âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 1. Àðõiìåäîâi ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíi ãðóïè G i H o-içîìîðôíi òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè ìîíî¨äè B+(G) i B+(H) içîìîðôíi. Áiëüøå òîãî, êîæíèé o-içîìîðôiçì
ϕ̂ : G → H ïîðîäæó¹ içîìîðôiçì ìîíî¨äiâ ϕ̃ : B+(G) → B+(H), i êîæíèé içîìîð-
ôiçì ìîíî¨äiâ ϕ̃ : B+(G)→ B+(H) ïîðîäæó¹ o-içîìîðôiçì ϕ̂ : G→ H, ÿêi óçãîäæó-
þòüñÿ çà ôîðìóëîþ (5).

Ç òåîðåìè 1 âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ ΦB ç íàïiâãðóïè Endo(G) o-åíäî-
ìîðôiçìiâ àðõiìåäîâî¨ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ ãðóïè G ó íàïiâãðóïó End(B+(G)) åí-
äîìîðôiçìiâ ¨¨ áiöèêëi÷íîãî ðîçøèðåííÿ B+(G), âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ (ϕ)ΦB = ϕ̃,
¹ içîìîðôiçìîì. Îòæå, âèêîíó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Íåõàé G àðõiìåäîâà ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ãðóïà. Òîäi íàïiâãðóïè
Endo(G) òà End(B+(G)) içîìîðôíi.

Íàñëiäîê 2. Íåõàé G àðõiìåäîâà ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ãðóïà. Òîäi ãðóïà o-àâòî-
ìîôiçìiâ ãðóïè G içîìîðôíà ãðóïi àâòîìîðôiçìiâ ìîíî¨äà B+(G).

3. Ïðî êàòåãîði¨ TOAG i BETOAG

Îçíà÷èìî êàòåãîðiþ TOAG òàê:
(1) Ob(TOAG) = {G : G − àðõiìåäîâà ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ãðóïà};
(2) Mor(TOAG) � o-ãîìîìîðôiçìè àðõiìåäîâèõ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèõ ãðóï,

à êàòåãîðiþ BETOAG òàê:
(1) Ob(BETOAG) áiöèêëi÷íi ðîçøèðåííÿ B+(G) àðõiìåäîâèõ ëiíiéíî âïîðÿä-

êîâàíèõ ãðóï G ∈ Ob(TOAG);
(2) Mor(BETOAG) ¹ ãîìîìîðôiçìè ìîíî¨äiâ B+(G).
Äëÿ êîæíîãî îá'¹êòà G ∈ Ob(TOAG) îçíà÷èìî B(G) = B+(G) � áiöèêëi÷íå

ðîçøèðåííÿ àðõiìåäîâî¨ ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ ãðóïè G. Äëÿ êîæíîãî ìîðôiçìó
ϕ : G→ H çMor(TOAG) îçíà÷èìî B(ϕ) = ϕ̃, äå ãîìîìîðôiçì ìîíî¨äiâ ϕ̃ : B+(G)→
B+(H), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

(6) (x, y)ϕ̃ =
(
(x)ϕ, (y)ϕ

)
, äëÿ âñiõ x, y ∈ G+.

Ç ëåìè 4 âèïëèâà¹, ùî B ¹ ôóíêòîðîì ç êàòåãîði¨ TOAG ó êàòåãîðiþ BETOAG.
Äëÿ êîæíîãî îá'¹êòà B+(G) ∈ Ob(BETOAG) îçíà÷èìî T((B+(G))) = G �

òàêà àðõiìåäîâà ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíà ãðóïà, ùî B+(G) ¹ áiöèêëi÷íèì ðîçøèðåí-
íÿì ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíî¨ ãðóïè G. Äëÿ êîæíîãî ìîðôiçìó ϕ̃ : B+(G) → B+(H)
ç Mor(BETOAG) îçíà÷èìî T(ϕ̃) = ϕ, äå ϕ : G → H o-ãîìîìîðôiçìè àðõiìåäîâèõ
ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèõ ãðóï G i H, ÿêèé çà òåîðåìîþ 1 âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ
(6).

Ôóíêòîð I ç êàòåãîði¨ C â êàòåãîðiþ K íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôiçìîì êàòåãîðié C i K,
ÿêùî iñíó¹ ôóíêòîð J : K→ C, äëÿ ÿêîãî îáèäâi êîìïîçèöi¨ I◦J : C→ C i J◦I : K→ K
òîòîæíi ôóíêòîðè [27].

Î÷åâèäíî, ùî ôóíêòîðè B : TOAG → BETOAG i I : BETOAG → TOAG âçà-
¹ìíî îáåðíåíi, à îòæå, ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 3. Êàòåãîði¨ TOAG i BETOAG içîìîðôíi.
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Let B+(G) be the bicyclic extension of a totally ordered group G which is
de�ned in [22]. We show that ifG andH are archimedean totally ordered groups
then every o-homomorphism ϕ̂ : G → H generates a monoid homomorphim
ϕ̃ : B+(G) → B+(H), and every monoid homomorphism ϕ̃ : B+(G) → B+(H)
generates o-homomorphism ϕ̂ : G → H.
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