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Âèâ÷à¹ìî ãðóïîâi êîíãðóåíöi¨ íà íàïiâãðóïi BF
ω òà ¨¨ ãîìîìîðôíi ðåò-

ðàêòè ó âèïàäêó, êîëè F � ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ ç iíäóêòèâíèõ íåïîðîæíiõ
ïiäìíîæèí â ω. Äîâåäåíî, ùî êîíãðóåíöiÿ C íàBF

ω ¹ ãðóïîâîþ, òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè çâóæåííÿ êîíãðóåíöi¨ C íà ïiäíàïiâãðóïó â BF

ω , ÿêà içîìîðôíà
áiöèêëi÷íié íàïiâãðóï, íå ¹ âiäíîøåííÿì ðiâíîñòi. Òàêîæ, îïèñó¹ìî âñi íå-
òðèâiàëüíi ãîìîìîðôíi ðåòðàêòè é içîìîðôiçìè íàïiâãðóïè BF

ω .

Êëþ÷îâi ñëîâà: iíâåðñíà íàïiâãðóïà, áiöèêëi÷íà íàïiâãðóïà, iíäóêòèâíà
ìíîæèíà, ãðóïîâà êîíãðóåíöiÿ, ãîìîìîðôíèé ðåòðàêò, içîìîðôiçì, àâòî-
ìîðôiçì.

1. Âñòóï

Ìè êîðèñòó¹ìîñÿ òåðìiíîëîãi¹þ ç ìîíîãðàôié [8, 9, 16, 18]. Íàäàëi ó òåêñòi
ìíîæèíó íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç ω. Äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà
k ∈ ω ïîçíà÷èìî [k) = {i ∈ ω : i > k}.

Íåõàé P(ω) � ñiì'ÿ óñiõ ïiäìíîæèí ó ω. Äëÿ äîâiëüíèõ F ∈ P(ω) i n,m ∈ ω
ïðèéìåìî

n−m+ F = {n−m+ k : k ∈ F}, ÿêùî F 6= ∅
i n−m+ F = ∅, ÿêùî F = ∅. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî íåïîðîæíÿ ïiäñiì'ÿ F ⊆P(ω)
¹ ω-çàìêíåíîþ, ÿêùî F1 ∩ (−n+ F2) ∈ F äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ ω òà F1, F2 ∈ F .

Ïiäìíîæèíà A â ω íàçèâà¹òüñÿ iíäóêòèâíîþ, ÿêùî ç i ∈ A âèïëèâà¹, ùî i+1 ∈
A. Î÷åâèäíî, ùî ∅ � iíäóêòèâíà ìíîæèíà â ω.
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Çàóâàæåííÿ 1. (1) Çà ëåìîþ 6 ç [2] íåïîðîæíÿ ìíîæèíà F ⊆ ω ¹ iíäóêòèâíîþ
â ω òîäi i ëèøå òîäi, êîëè (−1 + F ) ∩ F = F .

(2) Îñêiëüêè ìíîæèíà ω çi çâè÷àéíèì ïîðÿäêîì ¹ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ, òî
äëÿ êîæíî¨ íåïîðîæíüî¨ iíäóêòèâíî¨ ìíîæèíè F ó ω iñíó¹ íåâiä'¹ìíå öiëå
÷èñëî nF ∈ ω òàêå, ùî [nF ) = F .

(3) Ç (2) âèïëèâà¹, ùî ïåðåòèí äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi íåïîðîæíiõ iíäóê-
òèâíèõ ïiäìíîæèí ó ω ¹ íåïîðîæíüîþ iíäóêòèâíîþ ïiäìíîæèíîþ â ω.

ßêùî S � íàïiâãðóïà, òî ¨¨ ïiäìíîæèíà iäåìïîòåíòiâ ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç E(S).
Íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ iíâåðñíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ¨¨ åëåìåíòà x iñíó¹ ¹äè-
íèé åëåìåíò x−1 ∈ S òàêèé, ùî xx−1x = x òà x−1xx−1 = x−1 [18, 1]. Â iíâåðñíié
íàïiâãðóïi S âèùå îçíà÷åíèé åëåìåíò x−1 íàçèâà¹òüñÿ iíâåðñíèì äî x. Â'ÿçêà � öå
íàïiâãðóïà iäåìïîòåíòiâ, à íàïiâ ðàòêà � öå êîìóòàòèâíà â'ÿçêà.

Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi K íà íàïiâãðóïi S íàçèâà¹òüñÿ êîíãðóåíöi¹þ, ÿêùî
äëÿ åëåìåíòiâ a òà b íàïiâãðóïè S ç òîãî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (a, b) ∈ K âèïëè-
âà¹, ùî (ca, cb), (ad, bd) ∈ K, äëÿ äîâiëüíèõ c, d ∈ S. Âiäíîøåííÿ (a, b) ∈ K ìè òà-
êîæ çàïèñóâàòèìåìî aKb, i â öüîìó âèïàäêó ãîâîðèòèìåìî, ùî åëåìåíòè a i b ¹

K-åêâiâàëåíòíèìè.
Êîíãðóåíöiÿ K íà íàïiâãðóïi S íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîâîþ, ÿêùî ôàêòîð-íàïiâãðóïà

S/K içîìîðôíà äåÿêié ãðóïi G [8]. Íàãàäà¹ìî [16, 18], ùî íà êîæíié iíâåðñíié íà-
ïiâãðóïi S iñíó¹ íàéìåíøà (ìiíiìàëüíà) ãðóïîâà êîíãðóåíöiÿ σ i âîíà âèçíà÷à¹òüñÿ
òàê:

sσt ⇐⇒ es = et äëÿ äåÿêîãî e ∈ E(S).

ßêùî S � íàïiâãðóïà, òî íà ¨¨ ìíîæèíi iäåìïîòåíòiâ E(S) âèçíà÷åíî ÷àñòêîâèé
ïîðÿäîê

e 4 f òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ef = fe = e.

Òàê îçíà÷åíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà E(S) íàçèâà¹òüñÿ ïðèðîäíèì.
Îçíà÷èìî âiäíîøåííÿ 4 íà iíâåðñíié íàïiâãðóïi S òàê:

s 4 t òîäi i ëèøå òîäi, êîëè s = te, äëÿ äåÿêîãî iäåìïîòåíòà e ∈ S.

Òàê îçíà÷åíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íàçèâà¹òüñÿ ïðèðîäíèì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì íà
iíâåðñíié íàïiâãðóïi S [1]. Î÷åâèäíî, ùî çâóæåííÿ ïðèðîäíîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó
4 íà iíâåðñíié íàïiâãðóïi S íà ¨¨ â'ÿçêó E(S) ¹ ïðèðîäíèì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì íà
E(S).

Íàãàäà¹ìî (äèâ. [8, �1.12], ùî áiöèêëi÷íîþ íàïiâãðóïîþ (àáî áiöèêëi÷íèì ìî-

íî¨äîì) C (p, q) íàçèâà¹òüñÿ íàïiâãðóïà ç îäèíèöåþ, ïîðîäæåíà äâîåëåìåíòíîþ ìíî-
æèíîþ {p, q} i âèçíà÷åíà îäíèì ñïiââiäíîøåííÿì pq = 1. Áiöèêëi÷íà íàïiâãðóïà âi-
äiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó òåîði¨ íàïiâãðóï. Çîêðåìà, êëàñè÷íà òåîðåìà Î. Àíäåðñåíà [5]
ñòâåðäæó¹, ùî (0-)ïðîñòà íàïiâãðóïà ç (íåíóëüîâèì) iäåìïîòåíòîì ¹ öiëêîì (0-)ïðîñ-
òîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà íå ìiñòèòü içîìîðôíó êîïiþ áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà.
Ðiçíi ðîçøèðåííÿ òà óçàãàëüíåííÿ áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà ââîäèëèñÿ ðàíiøå ðiçíèìè
àâòîðàìè [10, 11, 12, 15, 21]. Òàêèìè, çîêðåìà, ¹ êîíñòðóêöi¨ Áðóêà òà Áðóêà�Ðåéëi
çàíóðåííÿ íàïiâãðóï ó ïðîñòi é îïèñàííÿ iíâåðñíèõ áiïðîñòèõ i 0-áiïðîñòèõ ω-íàïiâ-
ãðóï [7, 19, 20, 13].
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Ãîìîìîðôíîþ ðåòðàêöi¹þ íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ ç íàïiâãðóïè S â S, ÿêå ¹
îäíî÷àñíî ðåòðàêöi¹þ òà ãîìîìîðôiçìîì [8, 9]. Îáðàç íàïiâãðóïè S ïðè ¨¨ ãîìîìîðô-
íié ðåòðàêöi¨ íàçèâà¹òüñÿ ãîìîìîðôíèì ðåòðàêòîì. Òîáòî ãîìîìîðôíèé ðåòðàêò
íàïiâãðóïè S � öå òàêà ïiäíàïiâãðóïà T â S, ùî iñíó¹ ãîìîìîðôiçì ç S íà T , äëÿ
ÿêîãî ïiäíàïiâãðóïà T ¹ ìíîæèíîþ âñiõ éîãî íåðóõîìèõ òî÷îê. Òåðìiíè �ãîìîìîðôíi
ðåòðàêöi¨� òà �ãîìîìîðôíi ðåòðàêòè�, çäà¹òüñÿ, âïåðøå ç'ÿâèëèñü ó ïðàöi Áðàóíà [6],
ÿê îäèí ç ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ ñòðóêòóðè òîïîëîãi÷íèõ íàïiâ ðàòîê. Î÷åâèäíî, ùî
êîæíå òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ íàïiâãðóïè S ¹ ¨¨ ãîìîìîðôíîþ ðåòðàêöi¹þ, à òàêîæ,
ÿêùî e � iäåìïîòåíò â S, òî ñòàëå âiäîáðàæåííÿ h : S → S, x 7→ e � ãîìîìîðôíà
ðåòðàêöiÿ íàïiâãðóïè S. Òàêi ãîìîìîðôíi ðåòðàêöi¨ òà òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ íà-
ïiâãðóïè S áóäåìî íàçèâàòè òðèâiàëüíèìè, à îáðàçè íàïiâãðóïè S ñòîñîâíî íèõ �
òðèâiàëüíèìè ãîìîìîðôíèìè ðåòðàêòàìè.

Çàóâàæåííÿ 2. Ëåãêî áà÷èòè, ùî áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä C (p, q) içîìîðôíèé íàïiâãðóïi,
çàäàíié íà ìíîæèíi Bω = ω × ω ç íàïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ

(i1, j1) · (i2, j2) = (i1 + i2 −min{j1, i2}, j1 + j2 −min{j1, i2}) =

=

{
(i1 − j1 + i2, j2), ÿêùî j1 6 i2;
(i1, j1 − i2 + j2), ÿêùî j1 > i2.

Ó ïðàöi [2] ââåäåíî àëãåáðè÷íi ðîçøèðåííÿ BF
ω áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà äëÿ äî-

âiëüíî¨ ω-çàìêíåíî¨ ñiì'¨ F ïiäìíîæèí â ω, ÿêi óçàãàëüíþþòü áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä,
çëi÷åííó íàïiâãðóïó ìàòðè÷íèõ îäèíèöü i äåÿêi iíøi êîìáiíàòîðíi iíâåðñíi íàïiâãðó-
ïè.

Íàãàäà¹ìî öþ êîíñòðóêöiþ. Íåõàé Bω � áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä i F � íåïîðîæíÿ
ω-çàìêíåíà ïiäñiì'ÿ â P(ω). Íà ìíîæèíi Bω × F îçíà÷èìî áiíàðíó îïåðàöiþ �·�
ôîðìóëîþ

(1) (i1, j1, F1) · (i2, j2, F2) =

 (i1 − j1 + i2, j2, (j1 − i2 + F1) ∩ F2), ÿêùî j1 < i2;
(i1, j2, F1 ∩ F2), ÿêùî j1 = i2;
(i1, j1 − i2 + j2, F1 ∩ (i2 − j1 + F2)), ÿêùî j1 > i2.

Ó [2] äîâåäåíî òàêå òâåðäæåííÿ: ÿêùî ñiì'ÿ F ⊆ P(ω) ¹ ω-çàìêíåíîþ, òî
(Bω ×F , ·) � íàïiâãðóïà.

Ïðèïóñòèìî, ùî ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ F ⊆ P(ω) ìiñòèòü ïîðîæíþ ìíîæèíó
∅, òî ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ (Bω × F , ·) âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà
I = {(i, j,∅) : i, j ∈ ω} ¹ iäåàëîì íàïiâãðóïè (Bω ×F , ·).

Îçíà÷åííÿ 1 ([2]). Äëÿ äîâiëüíî¨ ω-çàìêíåíî¨ ñiì'¨ F ⊆P(ω) îçíà÷èìî

BF
ω =

{
(Bω ×F , ·)/I, ÿêùî ∅ ∈ F ;
(Bω ×F , ·), ÿêùî ∅ /∈ F .

Ó [2] äîâåäåíî, ùî BF
ω ¹ êîìáiíàòîðíîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ, à òàêîæ îïè-

ñàíî âiäíîøåííÿ �ðiíà, ÷àñòêîâèé ïðèðîäíèé ïîðÿäîê íà íàïiâãðóïi BF
ω òà ¨¨ ìíî-

æèíó iäåìïîòåíòiâ. Òàêîæ ó [2] äîâåäåíî êðèòåði¨ ïðîñòîòè, 0-ïðîñòîòè, áiïðîñòîòè
òà 0-áiïðîñòîòè íàïiâãðóïè BF

ω , i çàçíà÷åíî óìîâè, êîëè íàïiâãðóïà BF
ω ìiñòèòü

îäèíèöþ, içîìîðôíà áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äó àáî çëi÷åííié íàïiâãðóïi ìàòðè÷íèõ îäè-
íèöü.
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Çàóâàæèìî, ùî ó [3] îòðèìàíî ïîäiáíi ðåçóëüòàòè äî [2] ó âèïàäêó ðîçøèðåí-
íÿ BF

Z ðîçøèðåíî¨ áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè BZ äëÿ äîâiëüíî¨ ω-çàìêíåíî¨ ñiì'¨ F
ïiäìíîæèí â ω.

Ó [14, 17] äîñëiäæåíî àëãåáðè÷íó ñòðóêòóðó íàïiâãðóïè BF
ω ó âèïàäêó, êîëè

ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ F ñêëàäà¹òüñÿ ç àòîìàðíèõ ïiäìíîæèí (îäíîòî÷êîâèõ ïiäìíî-
æèí i ïîðîæíüî¨ ìíîæèíè) â ω. Çîêðåìà äîâåäåíî, ùî çà âèêîíàííÿ òàêèõ óìîâ íà
ñiì'þ F íàïiâãðóïà BF

ω içîìîðôíà ïiäíàïiâãðóïi ω-ðîçøèðåííÿ Áðàíäòà íàïiâ ðàò-
êè (ω,min). Òàêîæ ó [14, 17] äîñëiäæóâàëè òîïîëîãiçàöiþ íàïiâãðóïè BF

ω , áëèçüêi
äî êîìïàêòíèõ òðàíñëÿöiéíî íåïåðåðâíi òîïîëîãi¨ íà BF

ω òà çàìèêàííÿ íàïiâãðóïè
BF

ω ó íàïiâòîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóïàõ.
Iç çàóâàæåííÿ 1(3) âèïëèâà¹ òàêå: ÿêùî ñiì'ÿ F0 ñêëàäà¹òüñÿ ç iíäóêòèâíèõ â

ω ïiäìíîæèí i ìiñòèòü ïîðîæíþ ìíîæèíó ∅ ÿê åëåìåíò, òî äëÿ ñiì'¨ F = F0 \ {∅}
ìíîæèíà BF

ω ç iíäóêîâàíîþ íàïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ ç BF0
ω ¹ ïiäíàïiâãðóïîþ â

BF0
ω .

Ìè âèâ÷à¹ìî àëãåáðè÷íó ñòðóêòóðó íàïiâãðóïèBF
ω ó âèïàäêó, êîëè ω-çàìêíåíà

ñiì'ÿ F ñêëàäà¹òüñÿ ç iíäóêòèâíèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí ó ω, à ñàìå ãðóïîâi êîí-
ãðóåíöi¨ íà íàïiâãðóïi BF

ω òà ¨¨ ãîìîìîðôíi ðåòðàêòè. Äîâåäåíî, ùî êîíãðóåíöiÿ C

íà BF
ω ¹ ãðóïîâîþ, òîäi i ëèøå òîäi, êîëè çâóæåííÿ êîíãðóåíöi¨ C íà ïiäíàïiâãðó-

ïó â BF
ω , ÿêà içîìîðôíà áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi, íå ¹ âiäíîøåííÿì ðiâíîñòi. Òàêîæ

îïèñó¹ìî âñi íåòðèâiàëüíi ãîìîìîðôíi ðåòðàêòè òà içîìîðôiçìè íàïiâãðóïè BF
ω .

Íàäàëi ñêðiçü ó òåêñòi ìè ââàæà¹ìî, ùî ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ F ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå
ç iíäóêòèâíèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí ó ω.

2. Àëãåáðè÷íi âëàñòèâîñòi íàïiâãðóïè BF
ω

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé F � äîâiëüíà ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ ïiäìíîæèí ó ω i n0 =

min
{⋃

F
}
. Òîäi:

(1) F0 = {−n0 + F : F ∈ F} � ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ ïiäìíîæèí ó ω;

(2) íàïiâãðóïè BF
ω i BF0

ω içîìîðôíi.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, îñêiëüêè ìíîæèíà ω çi çâè÷àéíèì ïîðÿäêîì 6
öiëêîì âïîðÿäêîâàíà, òî íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî n0 âèçíà÷åíî êîðåêòíî.

Òâåðäæåííÿ (1) î÷åâèäíå.
(2) Î÷åâèäíî, ùî âiäîáðàæåííÿ h : (Bω × F , ·) → (Bω × F0, ·), îçíà÷åíå çà

ôîðìóëîþ

h(i, j, F ) = (i, j,−n0 + F ),

ái¹êòèâíå. Âðàõóâàâøè, ùî −n0 +∅ = ∅, îòðèìó¹ìî

h((i1, j1, F1) · (i2,j2, F2)) =

 h(i1 − j1 + i2, j2, (j1 − i2 + F1) ∩ F2), ÿêùî j1 < i2;
h(i1, j2, F1 ∩ F2), ÿêùî j1 = i2;
h(i1, j1 − i2 + j2, F1 ∩ (i2 − j1 + F2)), ÿêùî j1 > i2

=

=

 (i1 − j1 + i2, j2,−n0 + ((j1 − i2 + F1) ∩ F2)), ÿêùî j1 < i2;
(i1, j2,−n0 + (F1 ∩ F2)), ÿêùî j1 = i2;
(i1, j1 − i2 + j2,−n0 + (F1 ∩ (i2 − j1 + F2))), ÿêùî j1 > i2
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i

h(i1, j1,F1) · h(i2, j2, F2) = (i1, j1,−n0 + F1) · (i2, j2,−n0 + F2) =

=

 (i1 − j1 + i2, j2, (−n0 + j1 − i2 + F1) ∩ (−n0 + F2)), ÿêùî j1 < i2;
(i1, j2, (−n0 + F1) ∩ (−n0 + F2)), ÿêùî j1 = i2;
(i1, j1 − i2 + j2, (−n0 + F1) ∩ (−n0 + i2 − j1 + F2)), ÿêùî j1 > i2

=

=

 (i1 − j1 + i2, j2,−n0 + ((j1 − i2 + F1) ∩ F2)), ÿêùî j1 < i2;
(i1, j2,−n0 + (F1 ∩ F2)), ÿêùî j1 = i2;
(i1, j1 − i2 + j2,−n0 + (F1 ∩ (i2 − j1 + F2))), ÿêùî j1 > i2,

îòðèìó¹ìî, ùî òàê îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ h : (Bω × F , ·) → (Bω × F0, ·) � ãîìî-
ìîðôiçì, à îòæå, âîíî ¹ içîìîðôiçìîì. Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî íàïiâãðóïè BF

ω i BF0
ω

içîìîðôíi. �

Âðàõóâàâøè çàóâàæåííÿ 1(2) i 1(3), íàäàëi äëÿ êîæíî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè
F ∈ F ïðèéìåìî nF = minF .

Ëåìà 1. Íåõàé F � ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ iíäóêòèâíèõ ïiäìíîæèí ó ω òà F1 i F2 �

òàêi åëåìåíòè ñiì'¨ F , ùî nF1
< nF2

. Òîäi äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ∈
{nF1 + 1, . . . , nF2 − 1} iñíó¹ ìíîæèíà F ∈ F òàêà, ùî F = [k).

Äîâåäåííÿ. Ç ïðèïóùåííÿ ëåìè âèïëèâà¹, ùî F1 % F2. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà k ∈ {nF1 + 1, . . . , nF2 − 1} öiëå ÷èñëî i = nF1 + nF2 − k çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó

nF1 + 1 6 i 6 nF2 − 1,

à îòæå,
(i, i, F1) · (nF1

, nF1
, F2) = (i, i, F1 ∩ (nF1

− i+ F2)).

Ïîçàÿê F2 $ F1 i nF1
+ 1 6 i 6 nF2

− 1, òî

min{F1 ∩ (nF1
− i+ F2)} = min{nF1

− i+ F2} =
= nF1

− i+ nF2
=

= k.

Îòîæ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(i, i, F1) · (nF1
, nF1

, F2) = (i, i, [k)),

ç ÿêî¨ âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè. �

Çàóâàæåííÿ 3. Ç òâåðäæåííÿ 1 i ëåìè 1 âèïëèâà¹, ÿêùî F � ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ
iíäóêòèâíèõ ïiäìíîæèí ó ω, òî íàäàëi äëÿ ñïðîùåííÿ âèêëàäó áóäåìî ââàæàòè, ùî:

(1) F = {[k) : k ∈ ω}, ó âèïàäêó íåñêií÷åííî¨ ñiì'¨ F ;
(2) F = {[k) : k = 0, 1, . . . , n} äëÿ äåÿêîãî n ∈ ω, ó âèïàäêó ñêií÷åííî¨ ñiì'¨ F .

Ç ëåìè 5 [2], âðàõóâàâøè çàóâàæåííÿ 3(1), îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2. ßêùî F � íåñêií÷åííà ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ iíäóêòèâíèõ ïiäìíî-

æèí ó ω, òî äiàãðàìà
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(0, 0, [0))

(1, 1, [0))

(2, 2, [0))

(3, 3, [0))

(4, 4, [0))

· · ·

(0, 0, [1))

(1, 1, [1))

(2, 2, [1))

(3, 3, [1))

(4, 4, [1))

(0, 0, [2))

(1, 1, [2))

(2, 2, [2))

(3, 3, [2))

· · ·

(0, 0, [3))

(1, 1, [3))

(2, 2, [3))

(3, 3, [3))

(0, 0, [4))

(1, 1, [4))

(2, 2, [4))

· · ·

(0, 0, [5))

(1, 1, [5))

(2, 2, [5))

(0, 0, [6))

(1, 1, [6))

· · ·

(0, 0, [7))

(1, 1, [7))

(0, 0, [8))

· · ·

(0, 0, [9))

· · ·

îïèñó¹ ïðèðîäíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà â'ÿçöi íàïiâãðóïè BF
ω .

Ç ëåìè 5 [2], âðàõóâàâøè çàóâàæåííÿ 3(2), îòðèìó¹ìî

Òâåðäæåííÿ 3. ßêùî F = {[0), . . . [k)} � ñêií÷åííà ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ iíäóêòèâ-

íèõ ïiäìíîæèí ó ω, òî ÷àñòèíà äiàãðàìè ç òâåðäæåííÿ 2, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç iäåì-

ïîòåíòiâ

{(i, i, [n)) : i, j ∈ ω, n = 0, 1, . . . , k}
íàïiâãðóïè BF

ω òà âiäïîâiäíèõ ñòðiëîê, ùî ¨õ ç'¹äíóþòü, îïèñó¹ ïðèðîäíèé ÷àñò-

êîâèé ïîðÿäîê íà â'ÿçöi íàïiâãðóïè BF
ω .

Ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ íà BF
ω âèïëèâà¹, ùî ó âèïàäêó, êîëè F �

ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ ïiäìíîæèí ó ω òà F ∈ F � íåïîðîæíÿ iíäóêòèâíà ïiäìíîæèíà â
ω, òî ìíîæèíà

B{F}ω = {(i, j, F ) : i, j ∈ ω}
ç iíäóêîâàíîþ íàïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ ç BF

ω ¹ ïiäíàïiâãðóïîþ â BF
ω , ÿêà çà òâåðä-

æåííÿì 3 ç [2] içîìîðôíà áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi.

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé F � äîâiëüíà ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ iíäóêòèâíèõ ïiäìíîæèí

ó ω òà S � ïiäíàïiâãðóïà â BF
ω , ÿêà içîìîðôíà áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi Bω. Òîäi

iñíó¹ òàêà ïiäìíîæèíà F ∈ F , ùî S � ïiäíàïiâãðóïà â B{F}ω .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé h : Bω → BF
ω � içîìîðôiçì âêëàäåííÿ. Òîäi çà òâåðäæåí-

íÿì 1.4.21(2) [16], h(0, 0) i h(1, 1) � iäåìïîòåíòè íàïiâãðóïè BF
ω , à îòæå, çà ëåìîþ 2

[2], h(0, 0) = (i1, i1, F1) i h(1, 1) = (i2, i2, F2) äëÿ äåÿêèõ i1, i2 ∈ ω i F1, F2 ∈ F .
Òàêîæ ç íåðiâíîñòi (1, 1) 4 (0, 0) ó áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi Bω âèïëèâà¹, ùî
(i2, i2, F2) 4 (i1, i1, F1) ó íàïiâãðóïi BF

ω . Ç ëåìè 5 [2] âèïëèâà¹, ùî i1 6 i2 i
F2 ⊆ i2 − i1 + F1. Îñêiëüêè F � ñiì'ÿ iíäóêòèâíèõ ïiäìíîæèí ó ω, òî iñíóþòü òàêi
÷èñëà k1, k2 ∈ ω, ùî F1 = [k1) i F2 = [k2).

Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî, ùî h(0, 1) = (i, j, [a)) äëÿ äåÿêèõ i, j, a ∈ ω. Ïîçàÿê
(1, 0) � iíâåðñíèé åëåìåíò äî (0, 1) â íàïiâãðóïi Bω, òî çà òâåðäæåííÿì 1.4.21 [16] i
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ëåìîþ 4 [2] ìàòèìåìî

h(1, 0) = h
(
(0, 1)−1

)
=

= (h(0, 1))
−1

=

= ((i, j, [a)))
−1

=

= (j, i, [a)),

Òîäi

(i1, i1, [k1)) = h(0, 0) =

= h((0, 1) · (1, 0)) =
= h(0, 1) · h(1, 0) =
= (i, j, [a)) · (j, i, [a)) =
= (i, i, [a))

i àíàëîãi÷íî

(i2, i2, [k2)) = h(1, 1) =

= h((1, 0) · (0, 1)) =
= h(1, 0) · h(0, 1) =
= (j, i, [a)) · (i, j, [a)) =
= (j, j, [a)).

Ç îäíîçíà÷íîñòi çîáðàæåííÿ åëåìåíòiâ íàïiâãðóïè BF
ω âèïëèâà¹, ùî i = i1, j = i2

é a = k1 = k2, à îòæå, h(0, 1) = (i1, i2, [k1)) i h(1, 0) = (i2, i1, [k1)). Ç îçíà÷åííÿ íàïiâ-
ãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â BF

ω âèïëèâà¹, ùî ïiäíàïiâãðóïà S = 〈(i1, i2, [k1)), (i2, i1, [k1))〉 â
BF

ω , ïîðîäæåíà åëåìåíòàìè (i1, i2, [k1)) i (i2, i1, [k1)), ¹ iíâåðñíîþ ïiäíàïiâãðóïîþ â
B{[k1)}

ω . Íàïiâãðóïà B{[k1)}
ω øóêàíà. �

Òåîðåìà 1 îïèñó¹ ãðóïîâi êîíãðóåíöi¨ íà íàïiâãðóïi BF
ω .

Òåîðåìà 1. Íåõàé F � äîâiëüíà ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ iíäóêòèâíèõ íåïîðîæíiõ ïiä-

ìíîæèí ó ω òà C � êîíãðóåíöiÿ íà BF
ω . Òîäi òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) C � ãðóïîâà êîíãðóåíöiÿ íà BF
ω ;

(2) iñíó¹ ïiäíàïiâãðóïà S â BF
ω , ÿêà içîìîðôíà áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi òà äâà

ðiçíi åëåìåíòè íàïiâãðóïè S ¹ C-åêâiâàëåíòíèìè;
(3) äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäíàïiâãðóïè T â BF

ω , ÿêà içîìîðôíà áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi,

äâà ðiçíi åëåìåíòè íàïiâãðóïè T ¹ C-åêâiâàëåíòíèìè.

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöi¨ (1)⇒(3) i (3)⇒(2) î÷åâèäíi.
Äîâåäåìî iìïëiêàöiþ (2)⇒(1). Íåõàé S � ïiäíàïiâãðóïà â BF

ω , ÿêà içîìîðôíà
áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi òà äâà ðiçíi åëåìåíòè â S ¹ C-åêâiâàëåíòíèìè.

Ïðèïóñòèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ i : Bω → S âèçíà÷à¹ içîìîðôiçì áiöèêëi÷íî¨ íà-
ïiâãðóïè Bω íà íàïiâãðóïó S. Îñêiëüêè êîíãðóåíöiÿ C íà S íå ¹ ðiâíiñòþ, òî iñíóþòü
ðiçíi åëåìåíòè x, y ∈ S òàêi, ùî xCy. Ïðèïóñòèìî, ùî x = i(n1, n2) i y = i(m1,m2)
äëÿ äåÿêèõ n1, n2,m1,m2 ∈ ω. Òîäi n1 6= m1 àáî n1 6= m2.
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Ç içîìîðôíîñòi íàïiâãðóï Bω i S âèïëèâà¹, ùî S � iíâåðñíà íàïiâãðóïà. Òîäi
çà òâåðäæåííÿì 1.3.21 [16] îòðèìó¹ìî, ùî

xx−1 = i(n1, n2) · (i(n1, n2))
−1 =

= i(n1, n2) · (i(n1, n2)
−1) =

= i(n1, n2) · i(n2, n1) =

= i((n1, n2) · (n2, n1)) =

= i(n1, n1),

x−1x = (i(n1, n2))
−1 · i(n1, n1) =

= (i(n1, n2)
−1) · i(n1, n1) =

= i(n2, n1) · i(n1, n1) =

= i((n2, n1) · (n1, n2)) =

= i(n2, n2),

i àíàëîãi÷íî

yy−1 = i((m1,m1)),

y−1y = i((m2,m2)).

Ç òâåðäæåííÿ 2.3.4(1) [16] âèïëèâà¹, ùî xx−1Cyy−1 i x−1xCy−1y. ßêùî n1 6= m1,
òî ç içîìîðôíîñòi íàïiâãðóï Bω i S âèïëèâà¹, ùî xx−1 6= yy−1, i àíàëîãi÷íî, ÿêùî
n2 6= m2, òî x−1x 6= y−1y.

Çà òâåðäæåííÿì 4 iñíó¹ ìíîæèíà F0 ∈ F òàêà, ùî S � ïiäíàïiâãðóïà â B{F0}
ω .

Îñêiëüêè çà òâåðäæåííÿì 3 ç [2] íàïiâãðóïàB{F0}
ω içîìîðôíà áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi,

òî çà íàñëiäêîì 1.32 ç [8] óñi iäåìïîòåíòè íàïiâãðóïè B{F0}
ω C-åêâiâàëåíòíi. Òîäi ç

îïèñàííÿ ïðèðîäíîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó íà íàïiâ ðàòöi iäåìïîòåíòiâ íàïiâãðóïè
BF

ω â òâåðäæåííi 2 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè F ∈ F iñíóþòü ðiçíi
iäåìïîòåíòè (i, i, F ), (j, j, F ) ïiäíàïiâãðóïè B{F}ω íàïiâãðóïè BF

ω òàêi, ùî

(2) (i0, i0, F0) 4 (i, i, F ) 4 (j, j, F ) 4 (j0, j0, F0)

äëÿ äåÿêèõ i0, j0 ∈ ω.
Çíîâó, ñêîðèñòàâøèñü òèì, ùî çà òâåðäæåííÿì 3 [2] íàïiâãðóïàB{F}ω içîìîðôíà

áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi, îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè F1 ∈ F óñi iäåìïîòåí-
òè íàïiâãðóïè B{F1}

ω C-åêâiâàëåíòíi, à ç íåðiâíîñòi (2) âèïëèâà¹, ùî âñi iäåìïîòåíòè
íàïiâãðóïè BF

ω C-åêâiâàëåíòíi. �

Çàóâàæèìî, ùî àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ äî òåîðåìè 1 ñïðàâäæó¹òüñÿ i äëÿ íà-
ïiâãðóïè ÷àñòêîâèõ êîñêií÷åííèõ içîìåòðié íàòóðàëüíèõ ÷èñåë IN∞ (äèâ. [4, òåîðå-
ìà 9]).

Ç ïðèêëàäó 1 âèïëèâà¹, ùî íà íàïiâãðóïi BF
ω iñíóþòü íåãðóïîâi êîíãðóåíöi¨.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé F � äîâiëüíà ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ iíäóêòèâíèõ íåïîðîæíiõ ïiä-
ìíîæèí ó ω. Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ h : BF

ω → Bω çà ôîðìóëîþ

h(i, j, F ) = (i, j), i, j ∈ ω, F ∈ F .
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Ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïîâèõ îïåðàöié íà íàïiâãðóïàõ BF
ω i Bω âèïëèâà¹, ùî òàê

îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ h ¹ ñþð'¹êòèâíèì ãîìîìîðôiçìîì. Îòîæ êîíãðóåíöiÿ h] íà
íàïiâãðóïi BF

ω , ïîðîäæåíà ãîìîìîðôiçìîì h, íå ¹ ãðóïîâîþ.

3. Ãîìîìîðôíi ðåòðàêòè òà içîìîðôiçìè íàïiâãðóïè BF
ω

Ïðèêëàä 2. Íåõàé F � äîâiëüíà ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ iíäóêòèâíèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíî-
æèí ó ω. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó ìíîæèíó F ∈ F . Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ hF : Bω →
BF

ω çà ôîðìóëîþ

hF (i, j) = (i, j, F ), i, j ∈ ω.

Ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïîâèõ îïåðàöié íà íàïiâãðóïàõ BF
ω i Bω âèïëèâà¹, ùî òàê

îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ hF ¹ ãîìîìîðôiçìîì.

Îñêiëüêè êîìïîçèöiÿ ãîìîìîðôiçìiâ íàïiâãðóï ¹ ãîìîìîðôiçìîì, òî ç âèçíà÷åí-
íÿ ãîìîìîðôiçìiâ h : BF

ω → Bω i hF : Bω → BF
ω (äèâ. ïðèêëàäè 1 i 2, âiäïîâiäíî),

âèïëèâà¹, ùî ¨õíÿ êîìïîçèöiÿ hF ◦ h ¹ ãîìîìîðôíîþ ðåòðàêöi¹þ íàïiâãðóïè BF
ω ,

òîáòî âèêîíó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 5. Íåõàé F � äîâiëüíà ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ iíäóêòèâíèõ íåïîðîæíiõ

ïiäìíîæèí ó ω òà F ∈ F . Òîäi ïiäíàïiâãðóïà B{F}ω ¹ ãîìîìîðôíèì ðåòðàêòîì

íàïiâãðóïè BF
ω .

Ïðèêëàä 3. Íåõàé F � äîâiëüíà ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ iíäóêòèâíèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíî-
æèí ó ω. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó ìíîæèíó [k) ∈ F . Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ hk : B

F
ω →

BF
ω çà ôîðìóëîþ

hk(i, j, [a)) =

{
(i, j, [k)), ÿêùî a 6 k;
(i, j, [a)), ÿêùî a > k,

i, j ∈ ω, [a) ∈ F .

Ëåìà 2. ßêùî F � äîâiëüíà ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ iíäóêòèâíèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíî-

æèí ó ω òà [k) ∈ F , òî hk : B
F
ω → BF

ω � ãîìîìîðôiçì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (i1, j1, [a1)) i (i2, j2, [a2)) � äîâiëüíi åëåìåíòè íàïiâãðóïèBF
ω . Ðîç-

ãëÿíåìî ìîæëèâi âèïàäêè.

(1) Íåõàé a1, a2 6 k. Òîäi

hk((i1, j1, [a1)) · (i2, j2, [a2))) =

=

 hk(i1 − j1 + i2, j2, (j1 − i2 + [a1)) ∩ [a2)), ÿêùî j1 < i2;
hk(i1, j2, [a1) ∩ [a2)), ÿêùî j1 = i2;
hk(i1, j1 − i2 + j2, [a1) ∩ (i2 − j1 + [a2))), ÿêùî j1 > i2

=

 (i1 − j1 + i2, j2, [k)), ÿêùî j1 < i2;
(i1, j2, [k)), ÿêùî j1 = i2;
(i1, j1 − i2 + j2, [k)), ÿêùî j1 > i2

i



14
Îëåã ÃÓÒIÊ, Ìèêîëà ÌÈÕÀËÅÍÈ×

ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2021. Âèïóñê 91

hk(i1, j1, [a1)) · hk(i2, j2, [a2)) = (i1, j1, [k)) · (i2, j2, [k)) =

=

 (i1 − j1 + i2, j2, (j1 − i2 + [k)) ∩ [k)), ÿêùî j1 < i2;
(i1, j2, [k) ∩ [k)), ÿêùî j1 = i2;
(i1, j1 − i2 + j2, [k) ∩ (i2 − j1 + [k))), ÿêùî j1 > i2

=

=

 (i1 − j1 + i2, j2, [k)), ÿêùî j1 < i2;
(i1, j2, [k)), ÿêùî j1 = i2;
(i1, j1 − i2 + j2, [k))), ÿêùî j1 > i2

(2) Ïðèïóñòèìî, ùî a1 > k i a2 6 k. Òîäi ìà¹ìî, ùî

hk((i1, j1, [a1)) · (i2, j2, [a2))) =

=

 hk(i1 − j1 + i2, j2, (j1 − i2 + [a1)) ∩ [a2)), ÿêùî j1 < i2;
hk(i1, j2, [a1) ∩ [a2)), ÿêùî j1 = i2;
hk(i1, j1 − i2 + j2, [a1) ∩ (i2 − j1 + [a2))), ÿêùî j1 > i2

=

=


(i1 − j1 + i2, j2, [k)), ÿêùî j1 < i2 i j1 − i2 + a1 6 k;
(i1 − j1 + i2, j2, j1 − i2 + [a1)), ÿêùî j1 < i2 i j1 − i2 + a1 > k;
(i1, j2, [a1)), ÿêùî j1 = i2;
(i1, j1 − i2 + j2, [a1)), ÿêùî j1 > i2

i

hk(i1, j1, [a1)) · hk(i2, j2, [a2)) = (i1, j1, [a1)) · (i2, j2, [k)) =

=

 (i1 − j1 + i2, j2, (j1 − i2 + [a1)) ∩ [k)), ÿêùî j1 < i2;
(i1, j2, [a1) ∩ [k)), ÿêùî j1 = i2;
(i1, j1 − i2 + j2, [a1) ∩ (i2 − j1 + [k))), ÿêùî j1 > i2

=

=


(i1 − j1 + i2, j2, [k)), ÿêùî j1 < i2 i j1 − i2 + a1 6 k;
(i1 − j1 + i2, j2, j1 − i2 + [a1)), ÿêùî j1 < i2 i j1 − i2 + a1 > k;
(i1, j2, [a1)), ÿêùî j1 = i2;
(i1, j1 − i2 + j2, [a1)), ÿêùî j1 > i2.

(3) ßêùî a1 6 k i a2 > k, òî

hk((i1, j1, [a1)) · (i2, j2, [a2))) =

=

 hk(i1 − j1 + i2, j2, (j1 − i2 + [a1)) ∩ [a2)), ÿêùî j1 < i2;
hk(i1, j2, [a1) ∩ [a2)), ÿêùî j1 = i2;
hk(i1, j1 − i2 + j2, [a1) ∩ (i2 − j1 + [a2))), ÿêùî j1 > i2

=

=


(i1 − j1 + i2, j2, [a2)), ÿêùî j1 < i2;
(i1, j2, [a2)), ÿêùî j1 = i2;
(i1, j1 − i2 + j2, [k)), ÿêùî j1 > i2 i j1 − i2 + a1 6 k;
(i1, j1 − i2 + j2, i2 − j1 + [a2)), ÿêùî j1 > i2 i j1 − i2 + a1 > k

i
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hk(i1, j1, [a1)) · hk(i2, j2, [a2)) = (i1, j1, [k)) · (i2, j2, [a2)) =

=

 (i1 − j1 + i2, j2, (j1 − i2 + [k)) ∩ [a2)), ÿêùî j1 < i2;
(i1, j2, [k) ∩ [a2)), ÿêùî j1 = i2;
(i1, j1 − i2 + j2, [k) ∩ (i2 − j1 + [a2))), ÿêùî j1 > i2

=

=


(i1 − j1 + i2, j2, [a2)), ÿêùî j1 < i2;
(i1, j2, [a2)), ÿêùî j1 = i2;
(i1, j1 − i2 + j2, [k)), ÿêùî j1 > i2 i j1 − i2 + a1 6 k;
(i1, j1 − i2 + j2, i2 − j1 + [a2)), ÿêùî j1 > i2 i j1 − i2 + a1 > k.

(4) Ïðèïóñòèìî, ùî a1, a2 > k. Òîäi ìà¹ìî, ùî

hk((i1, j1, [a1)) · (i2, j2, [a2))) =

=

 hk(i1 − j1 + i2, j2, (j1 − i2 + [a1)) ∩ [a2)), ÿêùî j1 < i2;
hk(i1, j2, [a1) ∩ [a2)), ÿêùî j1 = i2;
hk(i1, j1 − i2 + j2, [a1) ∩ (i2 − j1 + [a2))), ÿêùî j1 > i2

=

=


(i1 − j1 + i2, j2, [a2)), ÿêùî j1 < i2 i j1 − i2 + a1 6 a2;
(i1 − j1 + i2, j2, j1 − i2 + [a1)), ÿêùî j1 < i2 i j1 − i2 + a1 > a2;
(i1, j2, [a2)), ÿêùî j1 = i2;
(i1, j1 − i2 + j2, i2 − j1 + [a2)), ÿêùî j1 > i2 i i2 − j1 + a2 > a1;
(i1, j1 − i2 + j2, [a1)), ÿêùî j1 > i2 i i2 − j1 + a2 < a1

i

hk(i1, j1, [a1)) · hk(i2, j2, [a2)) = (i1, j1, [a1)) · (i2, j2, [a2)) =

=

 (i1 − j1 + i2, j2, (j1 − i2 + [a1)) ∩ [a2)), ÿêùî j1 < i2;
(i1, j2, [a1) ∩ [a2)), ÿêùî j1 = i2;
(i1, j1 − i2 + j2, [a1) ∩ (i2 − j1 + [a2))), ÿêùî j1 > i2

=

=


(i1 − j1 + i2, j2, [a2)), ÿêùî j1 < i2 i j1 − i2 + a1 6 a2;
(i1 − j1 + i2, j2, j1 − i2 + [a1)), ÿêùî j1 < i2 i j1 − i2 + a1 > a2;
(i1, j2, [a2)), ÿêùî j1 = i2;
(i1, j1 − i2 + j2, i2 − j1 + [a2)), ÿêùî j1 > i2 i i2 − j1 + a2 > a1;
(i1, j1 − i2 + j2, [a1)), ÿêùî j1 > i2 i i2 − j1 + a2 < a1.

Îòîæ âiäîáðàæåííÿ hk : B
F
ω → BF

ω ¹ ãîìîìîðôiçìîì. �

Ïîçàÿê

hk(B
F
ω ) = B

F>k
ω =

{
(i, j, [a)) ∈ BF

ω : [a) ∈ F i a > k
}

� iíâåðñíà ïiäíàïiâãðóïà â BF
ω , ÿêà ¹ ìíîæèíîþ íåðóõîìèõ òî÷îê ãîìîìîðôiçìó

hk : B
F
ω → BF

ω , òî ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 6. Íåõàé F � äîâiëüíà ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ iíäóêòèâíèõ íåïîðîæíiõ

ïiäìíîæèí ó ω òà [k) ∈ F äëÿ äåÿêîãî ÷èñëà k ∈ ω. Òîäi ïiäíàïiâãðóïà B
F>k
ω ¹

ãîìîìîðôíèì ðåòðàêòîì íàïiâãðóïè BF
ω .
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Íåõàé F = {[0), [1), . . . , [k)} � ñiì'ÿ ïiäìíîæèí ó ω, äå k > 1. Äëÿ äîâiëüíîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n < k îçíà÷èìî

B
F6n
ω =

{
(i, j, [a)) ∈ BF

ω : [a) ∈ F i a 6 n
}
.

Î÷åâèäíî, ùî B
F6n
ω � iíâåðñíà ïiäíàïiâãðóïà â BF

ω .
Ç òâåðäæåííÿ 5 âèïëèâà¹, ùî äëÿ ñiì'¨ F = {[0), [1)} ïiäíàïiâãðóïà B{[0)}ω ¹

ãîìîìîðôíèì ðåòðàêòîì íàïiâãðóïè BF
ω . Îäíàê ç ïîäàëüøèõ òâåðäæåíü âèïëèâà¹,

ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k > 2 ïiäíàïiâãðóïàB
F6n
ω íå ¹ ãîìîìîðôíèì

ðåòðàêòîì íàïiâãðóïè BF
ω äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n < k.

Òåîðåìà 2. Íåõàé F � äîâiëüíà ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ iíäóêòèâíèõ íåïîðîæíiõ ïiä-

ìíîæèí ó ω òà ω ∈ F . Òîäi:

(1) ÿêùî ñiì'ÿ F � íåñêií÷åííà, òî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k íà-

ïiâãðóïà B
F6k
ω íå ¹ ãîìîìîðôíèì ðåòðàêòîì íàïiâãðóïè BF

ω ;

(2) ÿêùî ñiì'ÿ F � ñêií÷åííà òà
⋂

F = [t) äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

t > 2, òî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k < t íàïiâãðóïà B
F6k
ω íå ¹

ãîìîìîðôíèì ðåòðàêòîì íàïiâãðóïè BF
ω .

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: õî÷à á â îäíîìó ç âèïàäêiâ (1), ÷è (2) íàïiâ-
ãðóïà B

F6n
ω ¹ ãîìîìîðôíèì ðåòðàêòîì íàïiâãðóïè BF

ω .
Ïîçàÿê çâóæåííÿ íàïiâãðóïîâîãî ãîìîìîðôiçìó h : S → S íà ïiäíàïiâãðóïó

T ⊆ S ¹ çíîâó ãîìîìîðôiçìîì, òî, ïðèïóñòèâøè, ùî B
F6k
ω ¹ ãîìîìîðôíèì ðåò-

ðàêòîì íàïiâãðóïè BF
ω , ÿêèé ïîðîäæó¹òüñÿ äåÿêèì ãîìîìîðôiçìîì h : BF

ω → BF
ω ,

îòðèìó¹ìî, ùî ïiäíàïiâãðóïà B
F6k
ω ¹ ãîìîìîðôíèì ðåòðàêòîì íàïiâãðóïè B

F6k+1
ω ,

ÿêèé ïîðîäæó¹òüñÿ äåÿêîþ ãîìîìîðôíîþ ðåòðàêöi¹þ hk : B
F6k+1
ω → B

F6k
ω .

Ç âèçíà÷åííÿ ïðèðîäíîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó íà â'ÿçöi E(B
F6k+1
ω ) (äèâ. òâåð-

äæåííÿ 2 i 3) âèïëèâà¹, ùî

(1, 1, [k)) 4 (0, 0, [k + 1)) 4 (0, 0, [k)).

Ïîçàÿê ãîìîìîðôiçì iíâåðñíèõ íàïiâãðóï çáåðiãà¹ ïðèðîäíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà
¨õ â'ÿçêàõ ó áiê îáðàçó (äèâ. [16, òâåðäæåííÿ 1.4.21(6)]), òî

(3) (1, 1, [k)) 4 hk(0, 0, [k + 1)) 4 (0, 0, [k)).

Ç íåðiâíîñòåé (3) i âèçíà÷åííÿ ïðèðîäíîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó íà E(B
F6k+1
ω ) (äèâ.

òâåðäæåííÿ 2 i 3) âèïëèâà¹, ùî âèêîíó¹òüñÿ ëèøå îäèí ç âèïàäêiâ:

(1) hk(0, 0, [k + 1)) = (0, 0, [k));
(2) hk(0, 0, [k + 1)) = (1, 1, [k));
(3) hk(0, 0, [k + 1)) = (1, 1, [k − 1)).

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ âèïàäîê (1): hk(0, 0, [k + 1)) = (0, 0, [k)). Ç òâåðä-
æåííÿ 4 âèïëèâà¹, ùî hk(i, j, [k+1)) ∈ B{[k)}ω äëÿ âñiõ i, j ∈ ω, îñêiëüêè çà òâåðäæåí-
íÿì 3 ç [2] íàïiâãðóïàB{[k+1)}

ω içîìîðôíà áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi. Òàêîæ ç òâåðäæåíü
2 i 3 âèïëèâà¹, ùî hk(1, 1, [k + 1)) 4 (1, 1, [k)).
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Çà òâåðäæåííÿì 1.4.21(2) ç [16], hk(1, 1, [k + 1)) � iäåìïîòåíò íàïiâãðóïè BF
ω ,

ÿê ãîìîìîðôíèé îáðàç iäåìïîòåíòà (1, 1, [k + 1)). Ïîçàÿê

(0, 0, [k + 1)) = (0, 1, [k + 1)) · (1, 0, [k + 1)),

òî çà òâåðäæåííÿì 1.4.21(1) [16] ìà¹ìî, ùî

(0, 0, [k)) = hk(0, 0, [k + 1)) =

= hk((0, 1, [k + 1)) · (1, 0, [k + 1))) =

= hk(0, 1, [k + 1)) · hk(1, 0, [k + 1)) =

= hk(0, 1, [k + 1)) · hk((0, 1, [k + 1))−1) =

= hk(0, 1, [k + 1)) · (hk(0, 1, [k + 1)))−1,

i, ïðèéíÿâøè hk(0, 1, [k + 1)) = (m,n, [k)) äëÿ äåÿêèõ m,n ∈ ω, çà ëåìîþ 4 ç [2]
îòðèìó¹ìî, ùî

(m,n, [k)) · (m,n, [k))−1 = (m,n, [k)) · (n,m, [k)) =

= (m,m, [k)) =

= (0, 0, [k)),

à îòæå, hk(0, 1, [k + 1)) = (0, n, [k)) äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Àíàëîãi÷íî

hk(1, 1, [k + 1)) = hk((1, 0, [k + 1)) · (0, 1, [k + 1))) =

= hk(1, 0, [k + 1))) · hk(0, 1, [k + 1)) =

= hk((0, 1, [k + 1))−1) · hk(0, 1, [k + 1)) =

= (hk(0, 1, [k + 1)))−1 · hk(0, 1, [k + 1)) =

= (0, n, [k))−1 · (0, n, [k)) =
= (n, 0, [k)) · (0, n, [k)) =
= (n, n, [k)).

Ïðèïóñòèìî, ùî n > 2. Òîäi ç

(3, 3, [k)) 4 (2, 2, [k + 1)) =

= (2, 0, [k + 1)) · (0, 2, [k + 1)) =

= (1, 0, [k + 1))2 · (0, 1, [k + 1))2

âèïëèâà¹, ùî

(3, 3, [k)) = hk(3, 3, [k)) 4

4 hk(2, 2, [k + 1)) =

= hk((1, 0, [k + 1))2 · (0, 1, [k + 1))2) =

= (hk(1, 0, [k + 1)))2 · (hk(0, 1, [k + 1)))2 =
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= (n, 0, [k))2 · (0, n, [k))2 =

= (2n, 0, [k)) · (0, 2n, [k)) =
= (2n, 2n, [k)),

à öå ñóïåðå÷èòü âèçíà÷åííþ ïðèðîäíîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó íà íàïiâ ðàòöi
E(B

F6k+1
ω ) (äèâ. òâåðäæåííÿ 2 i 3). Îòîæ îòðèìó¹ìî, ùî hk(0, 1, [k+1)) = (0, 1, [k))

i çà òâåðäæåííÿì 1.4.21(1) ç [16], hk(1, 0, [k + 1)) = (1, 0, [k)). Òîäi ç îçíà÷åííÿ
íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ íà BF

ω âèïëèâà¹, ùî

hk(p, q, [k + 1)) = (p, q, [k)),

äëÿ âñiõ p, q ∈ ω.
Ïðèïóñòèìî, ùî i > j. Òîäi äëÿ a = 0, 1, . . . , k ìàòèìåìî

hk((i, i, [a))·(j, j, [k + 1))) = hk(i, i, [a) ∩ (j − i+ [k + 1))) =

=

{
hk(i, i, j − i+ [k + 1)), ÿêùî 0 6 a < j − i+ k + 1;
hk(i, i, [a)), ÿêùî a > j − i+ k + 1

=

=

{
(i, i, j − i+ [k + 1)), ÿêùî 0 6 a < j − i+ k + 1;
(i, i, [a)), ÿêùî a > j − i+ k + 1

i

hk(i, i, [a)) · hk(j, j, [k + 1)) = (i, i, [a)) · (j, j, [k)) =
= (i, i, [a) ∩ (j − i+ [k))) =

=

{
(i, i, j − i+ [k)), ÿêùî 0 6 a < j − i+ k;
(i, i, [a)), ÿêùî a > j − i+ k.

Îòîæ, ÿêùî a = j − i + k (à òàêèé âèïàäîê çàâæäè ìîæëèâèé, çîêðåìà êîëè a =
−1 + k, òîáòî i = j + 1), òî îòðèìó¹ìî, ùî

hk((i, i, [a)) · (j, j, [k + 1))) = (i, i, j − i+ [k + 1)) =

= (i, i, a− k + [k + 1)) =

= (i, i, [a+ 1))

i

hk(i, i, [a)) · hk(j, j, [k + 1)) = (i, i, [a)),

à öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî âiäîáðàæåííÿ hk : B
F6k+1
ω → B

F6k
ω ¹ ãîìîìîðôiçìîì. Ç

îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹, ùî óìîâà hk(0, 0, [k + 1)) = (0, 0, [k)) íå âèêîíó-
¹òüñÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ âèïàäîê (2)

hk(0, 0, [k + 1)) = (1, 1, [k)).

Ç òâåðäæåííÿ 4 âèïëèâà¹, ùî hk(i, j, [k + 1)) ∈ B{[k)}ω äëÿ âñiõ i, j ∈ ω, îñêiëüêè çà
òâåðäæåííÿì 3 ç [2] íàïiâãðóïà B{[k+1)}

ω içîìîðôíà áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi. Òàêîæ ç
òâåðäæåíü 2 i 3 âèïëèâà¹, ùî hk(1, 1, [k + 1)) 4 (2, 2, [k)).
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Çà òâåðäæåííÿì 1.4.21(2) ç [16] ìà¹ìî, ùî hk(1, 1, [k + 1)) � iäåìïîòåíò íàïiâ-
ãðóïè BF

ω , à îòæå, hk(1, 1, [k+1)) = (i, i, [k)) äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i > 2.
Ïîçàÿê

(0, 0, [k + 1)) = (0, 1, [k + 1)) · (1, 0, [k + 1)),

òî çà òâåðäæåííÿì 1.4.21(1) [16] îòðèìó¹ìî, ùî

(1, 1, [k)) = hk(0, 0, [k + 1)) =

= hk((0, 1, [k + 1)) · (1, 0, [k + 1))) =

= hk(0, 1, [k + 1)) · hk(1, 0, [k + 1)) =

= hk(0, 1, [k + 1)) · hk((0, 1, [k + 1))−1) =

= hk(0, 1, [k + 1)) · (hk(0, 1, [k + 1)))−1,

i, ïðèéíÿâøè hk(0, 1, [k + 1)) = (m,n, [k)), ç ëåìè 4 [2] âèïëèâà¹, ùî

(m,n, [k)) · (m,n, [k))−1 = (m,n, [k)) · (n,m, [k)) =

= (m,m, [k)) =

= (1, 1, [k)),

çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî

hk(0, 1, [k + 1)) = (1, n, [k)),

äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 2. Ñïðàâäi, n 6= 1, áî â öüîìó âèïàäêó çà òåî-
ðåìîþ 1 ãîìîìîðôiçì hk : B

F6k+1
ω → B

F6k
ω áóâ áè ãðóïîâèì. Òàêîæ ç íåðiâíîñòi

(1, 1, [k + 1)) 4 (0, 0, [k + 1)) â E(B
F6k+1
ω ) âèïëèâà¹, ùî íå iñíó¹ òàêîãî iäåìïîòåíòà

âèãëÿäó (p, p, [k + 1)), äå p > 2, ùî

hk(p, p, [k + 1)) = (0, 0, [k))),

à îòæå, çà òâåðäæåííÿì 1.4.21(3) ç [16] íå iñíó¹ åëåìåíòà (s, t, [k + 1)) íàïiâãðóïè
B

F6k+1
ω òàêîãî, ùî

hk(s, t, [k + 1)) = (0, 0, [k)).

Àíàëîãi÷íî, ç ðiâíîñòåé

hk(1, 1, [k + 1)) = hk((1, 0, [k + 1)) · (0, 1, [k + 1))) =

= hk(1, 0, [k + 1))) · hk(0, 1, [k + 1)) =

= hk((0, 1, [k + 1))−1) · hk(0, 1, [k + 1)) =

= (hk(0, 1, [k + 1)))−1 · hk(0, 1, [k + 1)) =

= (1, n, [k))−1 · (1, n, [k)) =
= (n, 1, [k)) · (1, n, [k)) =
= (n, n, [k))

îòðèìó¹ìî, ùî n > 2.
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Ïðèïóñòèìî, ùî n > 3. Òîäi ç

(3, 3, [k)) 4 (2, 2, [k + 1)) =

= (2, 0, [k + 1)) · (0, 2, [k + 1)) =

= (1, 0, [k + 1))2 · (0, 1, [k + 1))2

âèïëèâà¹, ùî

(3, 3, [k)) = hk(3, 3, [k)) 4

4 hk(2, 2, [k + 1)) =

= hk((1, 0, [k + 1))2 · (0, 1, [k + 1))2) =

= (hk(1, 0, [k + 1)))2 · (hk(0, 1, [k + 1)))2 =

= (n, 1, [k))2 · (1, n, [k))2 =

= (2n− 1, 1, [k)) · (1, 2n− 1, [k)) =

= (2n− 1, 2n− 1, [k)),

îäíàê öå ñóïåðå÷èòü òâåðäæåííÿì 2 i 3, îñêiëüêè (3, 3, [k)) 64 (2n − 1, 2n − 1, [k)) ó
âèïàäêó n > 3. Îòîæ n = 2, à îòæå, îòðèìó¹ìî, ùî hk(1, 0, [k + 1)) = (1, 2, [k)) i
hk(0, 1, [k + 1)) = (1, 2, [k)). Ïîçàÿê çà òâåðäæåííÿì 3 ç [2] íàïiâãðóïà B{[k+1)}

ω içî-
ìîðôíà áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi, òî ç òîãî, ùî çâóæåííÿ ãîìîìîðôiçìó hk : B

F6k+1
ω →

B
F6k
ω íà ïiäíàïiâãðóïó B{[k+1)}

ω ¹ ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì, ç îçíà÷åííÿ íàïiâ-
ãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â BF

ω i ç ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü âèïëèâà¹, ùî

hk(p, q, [k + 1)) = (p+ 1, q + 1, [k)),

äëÿ äîâiëüíèõ p, q ∈ ω.
Ïðèïóñòèìî, ùî i > j. Òîäi äëÿ a = 0, 1, . . . , k ìà¹ìî

hk((i, i, [a)) · (j, j, [k + 1))) = hk(i, i, [a) ∩ (j − i+ [k + 1))) =

=

{
hk(i, i, j − i+ [k + 1)), ÿêùî 0 6 a < j − i+ k + 1;
hk(i, i, [a)), ÿêùî a > j − i+ k + 1

=

=

{
(i+ 1, i+ 1, j − i+ [k + 1)), ÿêùî 0 6 a < j − i+ k + 1;
(i+ 1, i+ 1, [a)), ÿêùî a > j − i+ k + 1

i

hk(i, i, [a)) · hk(j, j, [k + 1)) = (i+ 1, i+ 1, [a)) · (j + 1, j + 1, [k)) =

= (i+ 1, i+ 1, [a) ∩ (j − i+ [k))) =

=

{
(i+ 1, i+ 1, j − i+ [k)), ÿêùî 0 6 a < j − i+ k;
(i+ 1, i+ 1, [a)), ÿêùî a > j − i+ k.

Îòîæ, ÿêùî a = j − i + k (à òàêèé âèïàäîê çàâæäè ìîæëèâèé, çîêðåìà, êîëè a =
−1 + k, òîáòî i = j + 1), òî îòðèìó¹ìî, ùî

hk((i, i, [a)) · (j, j, [k + 1))) = (i+ 1, i+ 1, j − i+ [k + 1)) =

= (i+ 1, i+ 1, a− k + [k + 1)) =

= (i+ 1, i+ 1, [a+ 1))
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i
hk(i, i, [a)) · hk(j, j, [k + 1)) = (i+ 1, i+ 1, [a)),

à öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî âiäîáðàæåííÿ hk : B
F6k+1
ω → B

F6k
ω ¹ ãîìîìîðôiçìîì.

Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹, ùî óìîâà hk(0, 0, [k + 1)) = (1, 1, [k)) íå ìîæå
âèêîíóâàòèñÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ âèïàäîê (3):

hk(0, 0, [k + 1)) = (1, 1, [k − 1)).

Ç òâåðäæåííÿ 4 âèïëèâà¹, ùî hk(i, j, [k+1)) ∈ B{[k−1)}ω äëÿ âñiõ i, j ∈ ω, îñêiëüêè çà
òâåðäæåííÿì 3 ç [2] íàïiâãðóïà B{[k+1)}

ω içîìîðôíà áiöèêëi÷íié íàïiâãðóïi. Òàêîæ ç
òâåðäæåíü 2 i 3 âèïëèâà¹, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü hk(1, 1, [k + 1)) 4 (2, 2, [k − 1)).

Çà òâåðäæåííÿì 1.4.21(2) ç [16] ìà¹ìî, ùî hk(1, 1, [k + 1)) � iäåìïîòåíò íàïiâ-
ãðóïè BF

ω , à îòæå, hk(1, 1, [k + 1)) = (i, i, [k − 1)) äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
i > 2. Ïîçàÿê

(0, 0, [k + 1)) = (0, 1, [k + 1)) · (1, 0, [k + 1)),

òî çà òâåðäæåííÿì 1.4.21(1) [16] îòðèìà¹ìî, ùî

(1, 1, [k − 1)) = hk(0, 0, [k + 1)) =

= hk((0, 1, [k + 1)) · (1, 0, [k + 1))) =

= hk(0, 1, [k + 1)) · hk(1, 0, [k + 1)) =

= hk(0, 1, [k + 1)) · hk((0, 1, [k + 1))−1) =

= hk(0, 1, [k + 1)) · (hk(0, 1, [k + 1)))−1,

i, ïðèéíÿâøè
hk(0, 1, [k + 1)) = (m,n, [k − 1)),

ç ëåìè 4 [2] âèïëèâà¹, ùî

(m,n, [k − 1)) · (m,n, [k − 1))−1 = (m,n, [k − 1)) · (n,m, [k − 1)) =

= (m,m, [k)) =

= (1, 1, [k − 1)),

à îòæå,
hk(0, 1, [k + 1)) = (1, n, [k − 1)),

äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 2. Ñïðàâäi, n 6= 1, îñêiëüêè â öüîìó âèïàäêó çà
òåîðåìîþ 1 ãîìîìîðôiçì hk : B

F6k+1
ω → B

F6k
ω áóâ áè ãðóïîâèì. Òàêîæ ç íåðiâíîñòi

(1, 1, [k + 1)) 4 (0, 0, [k + 1)) â E(B
F6k+1
ω ) âèïëèâà¹, ùî íå iñíó¹ òàêîãî iäåìïîòåíòà

âèãëÿäó (p, p, [k + 1)), äå p > 2, ùî

hk(p, p, [k + 1)) = (0, 0, [k − 1))),

à îòæå, çà òâåðäæåííÿì 1.4.21(3) ç [16] íå iñíó¹ åëåìåíòà (s, t, [k + 1)) íàïiâãðóïè
B

F6k+1
ω òàêîãî, ùî

hk(s, t, [k + 1)) = (0, 0, [k − 1)).
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Àíàëîãi÷íî, ç ðiâíîñòåé

hk(1, 1, [k + 1)) = hk((1, 0, [k + 1)) · (0, 1, [k + 1))) =

= hk(1, 0, [k + 1))) · hk(0, 1, [k + 1)) =

= hk((0, 1, [k + 1))−1) · hk(0, 1, [k + 1)) =

= (hk(0, 1, [k + 1)))−1 · hk(0, 1, [k + 1)) =

= (1, n, [k − 1))−1 · (1, n, [k − 1)) =

= (n, 1, [k − 1)) · (1, n, [k − 1)) =

= (n, n, [k − 1))

îòðèìó¹ìî, ùî n > 2.
Ïðèïóñòèìî, ùî n > 3. Òîäi ç

(6, 6, [k − 1)) 4 (4, 4, [k + 1)) =

= (4, 0, [k + 1)) · (0, 4, [k + 1)) =

= (1, 0, [k + 1))4 · (0, 1, [k + 1))4

âèïëèâà¹, ùî

(6, 6, [k − 1)) = hk(6, 6, [k − 1)) 4

4 hk(4, 4, [k + 1)) =

= hk((1, 0, [k + 1))4 · (0, 1, [k + 1))4) =

= (hk(1, 0, [k + 1)))4 · (hk(0, 1, [k + 1)))4 =

= (n, 1, [k − 1))4 · (1, n, [k − 1))4 =

= (4n− 3, 1, [k − 1)) · (1, 4n− 3, [k − 1)) =

= (4n− 3, 4n− 3, [k − 1)),

îäíàê öå ñóïåðå÷èòü òâåðäæåííÿì 2 i 3, îñêiëüêè

(6, 6, [k − 1)) 64 (4n− 3, 4n− 3, [k − 1))

ó âèïàäêó n > 3. Îòîæ i = 2, à îòæå, îòðèìó¹ìî, ùî

hk(1, 0, [k + 1)) = (1, 2, [k − 1)) i hk(0, 1, [k + 1)) = (2, 1, [k − 1)).

Ïîçàÿê çà òâåðäæåííÿì 3 ç [2] íàïiâãðóïà B{[k+1)}
ω içîìîðôíà áiöèêëi÷íié íàïiâãðó-

ïi, òî ç òîãî, ùî çâóæåííÿ ãîìîìîðôiçìó hk : B
F6k+1
ω → B

F6k
ω íà ïiäíàïiâãðóïó

B{[k+1)}
ω ¹ ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì, ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ â BF

ω i ç
ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü âèïëèâà¹, ùî

hk(p, q, [k + 1)) = (p+ 1, q + 1, [k − 1)),

äëÿ äîâiëüíèõ p, q ∈ ω.
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Ïðèïóñòèìî, ùî i > j. Òîäi äëÿ a = 0, 1, . . . , k ìà¹ìî

hk((i, i, [a)) · (j, j, [k + 1))) = hk(i, i, [a) ∩ (j − i+ [k + 1))) =

=

{
hk(i, i, j − i+ [k + 1)), ÿêùî 0 6 a < j − i+ k + 1;
hk(i, i, [a)), ÿêùî a > j − i+ k + 1

=

=

{
(i+ 1, i+ 1, j − i+ [k + 1)), ÿêùî 0 6 a < j − i+ k + 1;
(i+ 1, i+ 1, [a)), ÿêùî a > j − i+ k + 1

i

hk(i, i, [a)) · hk(j, j, [k + 1)) = (i+ 1, i+ 1, [a)) · (j + 1, j + 1, [k − 1)) =

= (i+ 1, i+ 1, [a) ∩ (j − i+ [k − 1))) =

=

{
(i+ 1, i+ 1, j − i+ [k − 1)), ÿêùî 0 6 a < j − i+ k − 1;
(i+ 1, i+ 1, [a)), ÿêùî a > j − i+ k − 1.

Îòîæ, ÿêùî a = j − i + k (à òàêèé âèïàäîê çàâæäè ìîæëèâèé, çîêðåìà, êîëè a =
−1 + k, òîáòî i = j + 1), òî îòðèìó¹ìî, ùî

hk((i, i, [a)) · (j, j, [k + 1))) = (i+ 1, i+ 1, j − i+ [k + 1)) =

= (i+ 1, i+ 1, a− k + [k + 1)) =

= (i+ 1, i+ 1, [a+ 1))

i
hk(i, i, [a)) · hk(j, j, [k + 1)) = (i+ 1, i+ 1, [a)),

à öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî âiäîáðàæåííÿ hk : B
F6k+1
ω → B

F6k
ω ¹ ãîìîìîðôiçìîì. Ç

îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹, ùî óìîâà hk(0, 0, [k + 1)) = (1, 1, [k − 1)) íå ìîæå
âèêîíóâàòèñÿ.

Òàêèì ÷èíîì, æîäåí ç âèïàäêiâ (1), (2), ÷è (3) íå âèêîíó¹òüñÿ, à îòæå íå iñíó¹
ãîìîìîðôíî¨ ðåòðàêöi¨ hk : B

F6k+1
ω → B

F6k
ω , çâiäêè i âèïëèâàþòü òâåðäæåííÿ òåî-

ðåìè. �

Ç òâåðäæåíü 5, 6 i òåîðåìè 2 âèïëèâà¹ òåîðåìà 3, ÿêà îïèñó¹ âñi íåòðèâiàëüíi
ãîìîìîðôíi ðåòðàêòè íàïiâãðóïè BF

ω .

Òåîðåìà 3. Íåõàé F � äîâiëüíà ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ iíäóêòèâíèõ íåïîðîæíiõ ïiä-

ìíîæèí ó ω. ßêùî ñiì'ÿ F � íåñêií÷åííà, òî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

i òà äëÿ äîâiëüíîãî j ∈ ω íàïiâãðóïè B
F>i
ω i B{[j)}ω i ëèøå âîíè ¹ íåòðèâiàëüíè-

ìè ãîìîìîðôíèìè ðåòðàêòàìè íàïiâãðóïè BF
ω . ßêùî æ ñiì'ÿ F � ñêií÷åííà òà⋂

F = [k) äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k > 2, òî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíî-

ãî ÷èñëà i 6 k òà äëÿ äîâiëüíîãî j = 0, 1, . . . , k íàïiâãðóïè B
F>i
ω i B{[j)}ω i ëèøå

âîíè ¹ íåòðèâiàëüíèìè ãîìîìîðôíèìè ðåòðàêòàìè íàïiâãðóïè BF
ω , à ó âèïàäêó⋂

F = [1) íàïiâãðóïè B{[0)}ω i B{[1)}ω i ëèøå âîíè ¹ íåòðèâiàëüíèìè ãîìîìîðôíèìè

ðåòðàêòàìè íàïiâãðóïè BF
ω .

Çàóâàæåííÿ 4. Çà òâåðäæåííÿì 1 äëÿ äîâiëüíî¨ ω-çàìêíåíî¨ ñiì'¨ F iíäóêòèâíèõ
íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí ó ω íàïiâãðóïà BF

ω içîìîðôíà íàïiâãðóïi BF0
ω , äå F0 � ω-

çàìêíåíà ñiì'ÿ iíäóêòèâíèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí ó ω òà ω ∈ F0. Îòîæ òåîðåìà 3



24
Îëåã ÃÓÒIÊ, Ìèêîëà ÌÈÕÀËÅÍÈ×

ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2021. Âèïóñê 91

îïèñó¹ âñi íåòðèâiàëüíi ãîìîìîðôíi ðåòðàêòè íàïiâãðóïè BF
ω çà ìîäóëåì içîìîðôiç-

ìó íàïiâãðóï BF
ω i BF0

ω , ÿêèé îïèñàíèé ó äîâåäåííi òâåðäæåííÿ 1.

Çàâåðøèìî öþ ïðàöþ òâåðäæåííÿìè, ÿêi îïèñóþòü içîìîðôiçì ìiæ íàïiâãðóïà-
ìè BF1

ω i BF2
ω ó âèïàäêó, êîëè F1 i F2 � ω-çàìêíåíi ñiì'¨ iíäóêòèâíèõ íåïîðîæíiõ

ïiäìíîæèí ó ω.

Òåîðåìà 4. Íåõàé F1 i F2 � ω-çàìêíåíi ñiì'¨ iíäóêòèâíèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíî-

æèí ó ω. Òîäi òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) íàïiâãðóïè BF1
ω i BF2

ω içîìîðôíi;

(2) ñiì'¨ F1 i F2 ðiâíîïîòóæíi;

(3) iñíó¹ öiëå ÷èñëî n òàêå, ùî F1 = {n+ F : F ∈ F2}.

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöiÿ (3)⇒(2) î÷åâèäíà, à iìïëiêàöiÿ (3)⇒(1) âèïëèâà¹ ç òâåðäæåí-
íÿ 1.

(2)⇒(3). Ïðèïóñòèìî, ùî ñiì'¨ F1 i F2 ðiâíîïîòóæíi. Ïðèéìåìî n1 = min
⋃

F1

i n2 = min
⋃

F2. Òîäi [n1) ∈ F1 i [n2) ∈ F2. ßêùî ñiì'¨ F1 i F2 � ñêií÷åííi, òî

iñíóþòü ìàêñèìàëüíi öiëi ÷èñëà n0
1 i n

0
2 òàêi, ùî [n

0
1) ∈ F1 i [n0

2) ∈ F2, àëå [n0
1+1) /∈ F1

i [n0
2 +1) /∈ F2. Ç ëåìè 1 âèïëèâà¹, ùî [i) ∈ F1 i [j) ∈ F2 äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ ÷èñåë

i = n1, . . . , n
0
1 i j = n2, . . . , n

0
2. Òîäi ç ðiâíîïîòóæíîñòi ñiìåé F1 i F2 îòðèìó¹ìî, ùî

|F1| = n0
1 − n1 + 1 = n0

2 − n2 + 1 = |F2| ,

i ïðèéíÿâøè n = n1 − n2 = n0
1 − n0

2, îòðèìó¹ìî, ùî F1 = {n+ F : F ∈ F2}.
ßêùî ñiì'¨ F1 i F2 � íåñêií÷åííi, òî ç ëåìè 1 âèïëèâà¹, ùî [i) ∈ F1 i [j) ∈ F2

äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ ÷èñåë i > n1 i j > n2, à îòæå, F1 = {n+ F : F ∈ F2} äëÿ
n = n1 − n2.

(1)⇒(2). Ïðèïóñòèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ h : BF1
ω → BF2

ω ¹ içîìîðôiçìîì.
Ïðèéìåìî n1 = min

⋃
F1 i n2 = min

⋃
F2. Çà òåîðåìîþ 4 ç [2] åëåìåíòè (0, 0, [n1))

i (0, 0, [n2)) ¹ îäèíèöÿìè íàïiâãðóï BF1
ω i BF2

ω , âiäïîâiäíî. Ç òâåðäæåííÿ 4 âèïëè-
âà¹, ùî ãîìîìîðôíèé îáðàç h(B{[n1)}

ω ) ìiñòèòüñÿ â ïiäíàïiâãðóïi B{[n2)}
ω íàïiâãðóïè

BF2
ω . Àíàëîãi÷íî, ãîìîìîðôíèé îáðàç h−1(B{[n2)}

ω ) ñòîñîâíî îáåðíåíîãî âiäîáðàæåí-
íÿ h−1 äî içîìîðôiçìó h : BF1

ω → BF2
ω , ìiñòèòüñÿ â ïiäíàïiâãðóïi B{[n1)}

ω íàïiâãðóïè
BF1

ω . Îñêiëüêè êîìïîçèöi¨ h−1 ◦ h i h ◦ h−1 ¹ òîòîæíèìè âiäîáðàæåííÿìè íàïiâ-
ãðóï BF1

ω i BF2
ω , âiäïîâiäíî, òî ¨õíi çâóæåííÿ

(
h−1 ◦ h

)
|
B

{[n1)}
ω

i
(
h ◦ h−1

)
|
B

{[n2)}
ω

òîòîæíi âiäîáðàæåííÿ íàïiâãðóï B{[n1)}
ω i B{[n2)}

ω , âiäïîâiäíî, à îòæå, çâóæåííÿ
h|

B
{[n1)}
ω

: B{[n1)}
ω → B{[n2)}

ω i h−1|
B

{[n2)}
ω

: B{[n1)}
ω → B{[n1)}

ω içîìîðôiçìó h i äî íüîãî

îáåðíåíîãî h−1 íà íàïiâãðóïè B{[n1)}
ω i B{[n2)}

ω , âiäïîâiäíî, ¹ içîìîðôiçìàìè öèõ
íàïiâãðóï.

Î÷åâèäíî, ùî ïðè içîìîðôiçìi h : S → T íàïiâãðóï S i T òâiðíi åëåìåíòè íà-
ïiâãðóïè S âiäîáðàæàþòüñÿ ó òâiðíi åëåìåíòè íàïiâãðóïè T . Òîäi ç òîãî, ùî (0, 1) i
(1, 0) � òâiðíi åëåìåíòè áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà Bω i (0, 1) · (1, 0) = (0, 0) � îäèíèöÿ â
Bω òà (1, 0) · (0, 1) = (1, 1) � iäåìïîòåíò áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà, ÿêèé âiäìiííèé âiä
îäèíèöi, âèïëèâà¹, ùî òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà òà ëèøå âîíî ¹
içîìîðôiçìîì ç Bω íà Bω. Ç àíàëîãi÷íèõ ìiðêóâàíü i òåîðåìè 4 [2] âèïëèâà¹, ùî
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äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà n ∈ ω ¹äèíèé içîìîðôiçì f : Bω → B{[n)}ω âèçíà÷à¹òüñÿ çà
ôîðìóëîþ

f(i, j) = (i, j, [n)), i, j ∈ ω,

à îòæå, çâóæåííÿ h|
B

{[n1)}
ω

: B{[n1)}
ω → B{[n2)}

ω içîìîðôiçìó h : BF1
ω → BF2

ω âèçíà÷à-
¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

h|
B

{[n1)}
ω

(i, j, [n1)) = (i, j, [n2)), i, j ∈ ω.

Ïîçàÿê âiäîáðàæåííÿ h : BF1
ω → BF2

ω ¹ içîìîðôiçìîì, òî ç âèùå ñêàçàíîãî âè-

ïëèâà¹, ùî éîãî çâóæåííÿ h : B
F1>n1+1
ω → B

F2>n2+1
ω ¹ içîìîðôiçìîì. Äàëi àíàëîãi÷-

íî, ÿê âèêëàäåíî âèùå, iíäóêöi¹þ äîâîäèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
k òàêîãî, ùî [n1 + k) ∈ F1 çâóæåííÿ h|

B
{[n1+k)}
ω

: B{[n1+k)}
ω → B{[n2+k)}

ω içîìîðôiçìó

h : BF1
ω → BF2

ω âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

h|
B

{[n1+k)}
ω

(i, j, [n1 + k)) = (i, j, [n2 + k)), i, j ∈ ω.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ñiì'¨ F1 i F2 ðiâíîïîòóæíi. �

Ç äîâåäåííÿ iìïëiêàöi¨ (1)⇒(2) òåîðåìè 4 âèïëèâà¹ íàñëiäîê 1, ÿêèé îïèñó¹
ñòðóêòóðó içîìîðôiçìiâ ç íàïiâãðóïè BF1

ω ó íàïiâãðóïó BF2
ω .

Íàñëiäîê 1. Íåõàé F1 i F2 � ω-çàìêíåíi ñiì'¨ iíäóêòèâíèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíî-

æèí ó ω, n1 = min
⋃

F1 i n2 = min
⋃

F2. ßêùî íàïiâãðóïè B
F1
ω i BF2

ω içîìîðôíi,

òî içîìîðôiçì h : BF1
ω → BF2

ω âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

h|
B

{[n1+k)}
ω

(i, j, [n1 + k)) = (i, j, [n2 + k)), i, j ∈ ω,

äëÿ êîæíîãî öiëîãî ÷èñëà k òàêîãî, ùî [n1 + k) ∈ F1.

Íàãàäà¹ìî [8], ùî àâòîìîðôiçìîì íàïiâãðóïè S íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíèé içîìîð-
ôiçì ç S íà S.

Îñêiëüêè àâòîìîðôiçìè òðèâiàëüíî¨ íàïiâãðóïè òðèâiàëüíi, òîáòî ¹ òîòîæíèìè
âiäîáðàæåííÿìè, òî ç íàñëiäêó 1 âèïëèâà¹ íàñëiäîê 2.

Íàñëiäîê 2. Äëÿ äîâiëüíî¨ ω-çàìêíåíî¨ ñiì'¨ F iíäóêòèâíèõ ïiäìíîæèí ó ω êî-

æåí àâòîìîðôiçì íàïiâãðóïè BF
ω ¹ òðèâiàëüíèì âiäîáðàæåííÿì, à îòæå, ãðóïà

àâòîðìîðôiçìiâ íàïiâãðóïè BF
ω òðèâiàëüíà.
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ON GROUP CONGRUENCES ON THE SEMIGROUP BF
ω

AND ITS HOMOMORPHIC RETRACTS IN THE CASE WHEN
THE FAMILY F CONSISTS OF INDUCTIVE NON-EMPTY

SUBSETS OF ω
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We study group congruences on the semigroup BF
ω and its homomorphic

retracts in the case when an ω-closed family F consists of inductive non-empty
subsets of ω. It is proven that a congruence C on BF

ω is a group congruence
if and only if its restriction on a subsemigroup of BF

ω , which is isomorphic
to the bicyclic semigroup, is not the identity relation. Also, all non-trivial
homomorphic retracts and isomorphisms of the semigroup BF

ω are described.

Key words: inverse semigroup, bicyclic monoid, inductive set, group
congruence, homomorphic retract, isomorphism, automorphism.


