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Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä çâåäåííÿ içîìîðôíî¨ êëàñèôiêàöi¨ âiëüíèõ òîïî-
ëîãi÷íèõ ãðóï íàä öiëêîì ðåãóëÿðíèìè ïðîñòîðàìè òà ïiäãðóï, ïîðîäæå-
íèõ ¨õíiìè ïiäïðîñòîðàìè, äî àíàëîãi÷íî¨ êëàñèôiêàöi¨ íàä òèõîíîâñüêèìè
ïðîñòîðàìè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: âiëüíà òîïîëîãi÷íà ãðóïà, Ì-åêâiâàëåíòíiñòü, óçàãàëü-
íåíèé ðåòðàêò, âiäíîñíà òîïîëîãi÷íà âëàñòèâiñòü.

1. Âñòóï

Ñòàòòÿ ¹ ïðîäîâæåííÿì [5], óñi ïîçíà÷åííÿ òà îçíà÷åííÿ âçÿòî ç öi¹¨ ðîáîòè.
Êîíöåïöiþ âiëüíèõ òîïîëîãi÷íèõ ãðóï íàä ïðîñòîðàìè ç ðiçíèìè àêñiîìàìè âiä-
îêðåìëåíîñòi âçÿòî ç [8] i [11]. Çîêðåìà, áóäåìî ðîçãëÿäàòè òàêîæ íåãàóñäîðôî-
âi òîïîëîãi÷íi ãðóïè. Öiëêîì ðåãóëÿðíèì áóäåìî íàçèâàòè ïðîñòið, ó ÿêîìó êîæ-
íà çàìêíåíà ìíîæèíà F i êîæíà òî÷êà a /∈ F âiäîêðåìëþþòüñÿ íåïåðåðâíèìè
äiéñíîçíà÷íèìè ôóíêöiÿìè. Öiëêîì ðåãóëÿðíèé T0-ïðîñòið áóäåìî íàçèâàòè òèõî-

íîâñüêèì.

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Âiëüíîþ òîïîëîãi÷íîþ ãðóïîþ (â
ñåíñi Ìàðêîâà) ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ ïàðà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òîïîëîãi÷íî¨ ãðó-
ïè F (X) òà íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ ηX : X → F (X) òàêîãî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî
íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : X → G ç òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó òîïîëîãi÷íó
ãðóïó G iñíó¹ íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì f∗ : F (X)→ G òàêèé, ùî f = f∗ ◦ ηX .

Âiäîáðàæåííÿ ηX ¹ âêëàäåííÿì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïðîñòið X öiëêîì ðå-
ãóëÿðíèé [8]. Âiäîáðàæåííÿ ηX ¹ çàìêíåíèì âêëàäåííÿì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
ïðîñòið X ¹ òèõîíîâñüêèì [8].
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ßê i ó âèïàäêó M -êëàñèôiêàöi¨ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ, M -êëàñèôiêàöiÿ ïàð
(X,A) òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ òà ¨õíiõ ïiäïðîñòîðiâ çâîäèòüñÿ äî ïðîáëåìè içîìîðô-
íî¨ êëàñèôiêàöi¨ ïàð öiëêîì ðåãóëÿðíèõ ïðîñòîðiâ (ηX(X), ηX(A)). Ìè ïðîïîíó¹ìî
ìåòîäè, ÿêi ó ïåâíèõ âèïàäêàõ äàþòü çìîãó çâåñòè öþ ïðîáëåìó äî àíàëîãi÷íî¨ çàäà÷i
òèõîíîâñüêèõ ïðîñòîðiâ, ùî äîïîìîæå çàñòîñóâàòè ìåòîäè òà ðåçóëüòàòè ç ïðàöü
[2] òà [3]. Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè ¹ òåîðåìè 3, 4 i 6. Ó ìîíîãðàôi¨ [7] ìiñòèòüñÿ
íàéäåòàëüíiøå âèêëàäåííÿ òåîði¨ âiëüíèõ òîïîëîãi÷íèõ ãðóï.

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ç âiäìi÷åíîþ òî÷êîþ p. Âiëüíîþ
òîïîëîãi÷íîþ ãðóïîþ (â ñåíñi Ãðà¹âà) ïðîñòîðóX íàçèâà¹òüñÿ ïàðà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ
ç òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè FG(X, p) òà íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ µX : X → FG(X, p) òà-
êîãî, ùî µX(p) = e, äå eG � îäèíèöÿ ãðóïè FG(X, p), i äëÿ äîâiëüíîãî íåïåðåðâíîãî
âiäîáðàæåííÿ f : X → G ç òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó òîïîëîãi÷íó ãðóïó G òà-
êîãî, ùî µX(p) = eG, äå eG � îäèíèöÿ ãðóïè G, iñíó¹ íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì
f∗ : FG(X, p)→ G òàêèé, ùî f = f∗ ◦ µX .

Ìiíÿþ÷è â öèõ îçíà÷åííÿõ ñëîâîñïîëó÷åííÿ �òîïîëîãi÷íà ãðóïà� íà ñëîâîñïî-
ëó÷åííÿ �àáåëåâà òîïîëîãi÷íà ãðóïà� îòðèìà¹ìî îçíà÷åííÿ âiëüíî¨ àáåëåâî¨ òîïîëî-
ãi÷íî¨ ãðóïè. Îñêiëüêè âiëüíà òîïîëîãi÷íà ãðóïà FG(X, p) ç òî÷íiñòþ äî òîïîëîãi-
÷íîãî içîìîðôiçìó íå çàëåæèòü âiä òî÷êè p ∈ X [8], iíîäi âæèâàòèìåìî ñêîðî÷åíå
ïîçíà÷åííÿ FG(X). Äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ÷åðåç X+ ïîçíà÷èìî ïðîñòið,
îòðèìàíèé ç ïðîñòîðó X äîäàâàííÿì îäíi¹¨ içîëüîâàíî¨ òî÷êè. Äëÿ òîïîëîãi÷íèõ
ãðóï G1 òà G2 áóäåìî âæèâàòè ïîçíà÷åííÿ G1 ' G2 äëÿ îçíà÷åííÿ ôàêòó içîìîð-
ôíîñòi öèõ ãðóï. Äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òà éîãî ïiäïðîñòîðó Y ïîçíà÷àòè-
ìåìî ÷åðåç G(Y ) ïiäãðóïó âiëüíî¨ ãðóïè ïðîñòîðó X, ïîðîäæåíó ìíîæèíîþ òâiðíèõ
ηX(Y ) àáî, âiäïîâiäíî, µX(Y ). Äëÿ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè G ÷åðåç eG ïîçíà÷àòèìåìî
îäèíèöþ ãðóïè G. Äëÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ (X,x0) òà (Y, y0) ç âiäìi÷åíèìè òî÷-
êàìè ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç (X,x0)∨ (Y, y0) áóêåò öèõ ïðîñòîðiâ. Îñêiëüêè öåé áóêåò
ç òî÷íiñòþ äî M -åêâiâàëåíòíîñòi íå çàëåæèòü âiä âiäìi÷åíèõ òî÷îê, òî iíîäi âæèâà-
òèìåìî ñêîðî÷åíå ïîçíà÷åííÿ X ∨ Y [5]. Äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ÷åðåç T0X
áóäå ïîçíà÷àòè T0-ðåôëåêñiþ ïðîñòîðó X [5].

2. Óçàãàëüíåíi ðåòðàêòè òà âiëüíi ãðóïè â ñåíñi Ãðà¹âà

Ïiäïðîñòið Y òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ G-ðåòðàêòîì (GA-
ðåòðàêòîì) ïðîñòîðó X, ÿêùî äîâiëüíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ç ïðîñòîðó Y ó
òîïîëîãi÷íó ãðóïó (àáåëåâó òîïîëîãi÷íó ãðóïó)H äîïóñêà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ
íà X.

Òåîðåìà 1. Íåõàé Y � ïiäïðîñòið òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, a ∈ Y . Òîäi òàêi
óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) Y ¹ G-ðåòðàêòîì ïðîñòîðó X;

(2) äëÿ äîâiëüíîãî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : Y → H ç ïðîñòîðó Y ó äî-

âiëüíó òîïîëîãi÷íó ãðóïó H òàêîãî, ùî f(a) = eH , äå eH � îäèíèöÿ ãðóïè

H, iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ h : X → H òàêå, ùî h|Y = f .

Äîâåäåííÿ. (1)⇒ (2) Î÷åâèäíî.
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(2)⇒ (1) Íåõàé s : Y → H � äîâiëüíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ç òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó Y ó òîïîëîãi÷íó ãðóïó H, s(a) = b. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ s1 : Y → H
îçíà÷åíå ÿê s1(x) = s(x) · b−1. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ s1 ¹ íåïåðåðâíèì, òî iñíó¹
íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ S1 : X → H òàêå, ùî S1|Y = s1. Òîäi âiäîáðàæåííÿ S(x) =
S1(x) · b ¹ íåïåðåðâíèì i S|Y = s. �

Íàñëiäîê 1. Íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òà éîãî

íåïîðîæíüîãî öiëêîì ðåãóëÿðíîãî ïiäïðîñòîðó Y :

(1) ïiäïðîñòið Y ¹ G-ðåòðàêòîì ïðîñòîðó X;

(2) äëÿ äîâiëüíîãî p ∈ Y iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ h : X → FG(Y, p) òàêå,
ùî h(y) = µY (y) äëÿ âñiõ y ∈ Y ;

(3) äëÿ äåÿêîãî p ∈ Y iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ h : X → FG(Y, p) òàêå, ùî
h(y) = µY (y) äëÿ âñiõ y ∈ Y .

Äîâåäåííÿ. (1) ⇒ (2) Íåõàé f : Y → FG(Y, p) � âêëàäåííÿ öiëêîì ðåãóëÿðíîãî
ïðîñòîðó Y ó âiëüíó ãðóïó FG(Y, p). Çà îçíà÷åííÿì G-ðåòðàêòó iñíó¹ íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ h : X → FG(Y, p) òàêå, ùî h(y) = µY (y) äëÿ âñiõ y ∈ Y .

(2)⇒ (3) Î÷åâèäíî.
(3) ⇒ (1) Íåõàé f : Y → H � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, òàêå, ùî f(p) = eH ,

f∗ : FG(Y, p) → H � ãîìîìîðôíå ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåííÿ f . Ðîçãëÿíåìî âiäîá-
ðàæåííÿ f1 = f ◦ h : X → H. ßêùî y ∈ Y , òî f1(y) = f ◦ h(y) = f(y) = µY (y). �

Íàñëiäîê 2. Íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi äëÿ öiëêîì ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîðó X
òà éîãî íåïîðîæíüîãî ïiäïðîñòîðó Y :

(1) ïiäïðîñòið Y ¹ G-ðåòðàêòîì ïðîñòîðó X;

(2) äëÿ äîâiëüíîãî p ∈ Y iñíó¹ íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì g : FG(X, p) →
FG(Y, p) òàêèé, ùî g(y) = µY (y) äëÿ âñiõ y ∈ Y ;

(3) äëÿ äåÿêîãî p ∈ Y iñíó¹ íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì g : FG(X, p) → FG(Y, p)
òàêèé, ùî g(y) = µY (y) äëÿ âñiõ y ∈ Y .

Äîâåäåííÿ. Âñòàíîâèìî åêâiâàëåíòíiñòü ïóíêòó (2) ç óüîãî íàñëiäêó òà ïóíêòó (2) ç
íàñëiäêó 1. Ñïðàâäi, ãîìîìîðôiçì g ìîæíà îòðèìàòè ÿê ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåííÿ
h âiäïîâiäíî äî îçíà÷åííÿ âiëüíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè ó ñåíñi Ãðà¹âà. Ç iíøîãî áîêó,
âiäîáðàæåííÿ h îòðèìó¹ìî ÿê çâóæåííÿ g|X . Àíàëîãi÷íî âñòàíîâëþ¹òüñÿ åêâiâà-
ëåíòíiñòü ïóíêòó (3) ç öüîãî íàñëiäêó òà ïóíêòó (3) ç íàñëiäêó 1. �

Íàñëiäîê 3. Äëÿ äîâiëüíîãî öiëêîì ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîðó X, äëÿ äîâiëüíîãî p ∈ X
ïiäïðîñòið X ¹ G -ðåòðàêòîì â FG(X, p).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè êîæíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ç òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X
ó òîïîëîãi÷íó ãðóïó H òàêå, ùî f(p) = eH íåïåðåðâíî ïðîäîâæó¹òüñÿ íà FG(X, p),
òî âiäïîâiäíî äî òåîðåìè 1 ïiäïðîñòið X ¹ G -ðåòðàêòîì â FG(X, p). �

Íàãàäà¹ìî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ ðåòðàëüíèì, ÿêùî X ¹
ðåòðàêòîì äåÿêî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè.

Òâåðäæåííÿ 1. Íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi äëÿ íåïîðîæíüîãî òîïîëîãi÷íîãî

ïðîñòîðó X:

(1) ïðîñòið X ¹ ðåòðàëüíèì;
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(2) ïðîñòið X ¹ ðåòðàêòîì ïðîñòîðó FG(X, p) äëÿ äîâiëüíîãî p ∈ X;

(3) ïðîñòið X ¹ ðåòðàêòîì ïðîñòîðó FG(X, p) äëÿ äåÿêîãî p ∈ X.

Äîâåäåííÿ. (1)⇒ (2) Ç íàñëiäêó 3 âèïëèâà¹, ùî ïiäïðîñòið X ¹ G-ðåòðàêòîì ïðîñòî-
ðó FG(X, p). Äîâåäåìî, ùî ç óìîâè ðåòðàëüíîñòi ïðîñòîðó X i òîãî ôàêòó, ùî X ¹
G-ðåòðàêòîì öiëêîì ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîðó Y âèïëèâà¹ òîé ôàêò, ùî X ¹ ðåòðàêòîì
â Y .

ßê áóëî äîâåäåíî ó [9], ç ðåòðàëüíîñòi ïðîñòîðó X âèïëèâà¹ òå, ùî X ¹ ðåò-
ðàêòîì ïðîñòîðó F (X). Íåõàé r : F (X) → X � âiäïîâiäíà ðåòðàêöiÿ. Òîäi iñíó¹
ãîìîìîðôiçì h : F (Y )→ F (X) òàêèé, ùî h(x) = x äëÿ âñiõ x ∈ X. Êîìïîçèöiÿ r ◦ h
áóäå ðåòðàêöi¹þ ç F (Y ) íà X, à ¨¨ çâóæåííÿ íà Y áóäå ðåòðàêöi¹þ ç Y íà X.

(2)⇒ (3) Î÷åâèäíî.
(3)⇒ (1) Çà îçíà÷åííÿì. �

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé ïiäïðîñòið Y ¹ G-ðåòðàêòîì öiëêîì ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîðó

X, p ∈ Y . Òîäi ïiäãðóïà â FG(X, p), ïîðîäæåíà ìíîæèíîþ µX(Y ), ¹ òîïîëîãi÷íî

içîìîðôíîþ FG(Y, p).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f : Y → H íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ç òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
Y ó òîïîëîãi÷íó ãðóïó H òàêå, ùî f(p) = eH . Òîäi iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ
h : X → H òàêå, ùî h|Y = f . Íåõàé h∗ : FG(X, p)→ H ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåííÿ h
äî íåïåðåðâíîãî ãîìîìîðôiçìó. ÏÐèéìåìî f∗ = h∗|G(µX(Y )). Äëÿ ïiäãðóïèG(µX(Y ))
âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè âiëüíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè FG(Y, p). Çà ¹äèíiñòþ âiëüíî¨
òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè îòðèìà¹ìî, ùî G(µX(Y )) ¹ âiëüíîþ òîïîëîãi÷íîþ ãðóïîþ â ñåíñi
Ãðà¹âà íàä ïðîñòîðîì Y . �

Òåîðåìà 2. Íåõàé Y � ïiäïðîñòið öiëêîì ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîðó X, a ∈ Y . Òîäi
òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) Y ¹ G-ðåòðàêòîì ïðîñòîðó X;

(2) äëÿ äîâiëüíîãî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : Y → H, ç òîïîëîãi÷íîãî ïðîñ-

òîðó Y ó òîïîëîãi÷íó ãðóïó H iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ h : X → H
òàêå, ùî f · h|Y = const.

Äîâåäåííÿ. ßêùî f : Y → H íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, ç òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y
ó òîïîëîãi÷íó ãðóïó H, òîäi âiäîáðàæåííÿ f−1 : Y → H îçíà÷åíå ÿê f−1(y) = f(y)−1

¹ íåïåðåðâíèì. Òîäi iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ h : X → H òàêå, ùî h|Y = f−1.
Îòæå, f · h|Y = f · f−1|Y = eH = const. �

3. T0-ðåôëåêñiÿ òà M-åêâiâàëåíòíiñòü ïàð

Ïiä ïàðîþ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ (X,Y ) ðîçóìiòèìåìî òîïîëîãi÷íèé ïðîñ-
òið X i éîãî ïiäïðîñòið Y . Ïàðó òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ (X,X1) íàçâåìî M -

åêâiâàëåíòíîþ ïàði òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ (Y, Y1), ÿêùî iñíó¹ òîïîëîãi÷íèé içî-
ìîðôiçì j : F (X) → F (Y ) òàêèé, ùî f(G(ηX(X1))) = G(ηY (Y1)). Äëÿ öiëêîì
ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîðó X âiäîáðàæåííÿ ηX ¹ âêëàäåííÿì, òîìó äëÿ ïiäïðîñòîðó
Y ⊆ X áóäåìî iíêîëè ïèñàòè Y çàìiñòü ηX(Y ).

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé X, Y , X1, Y1 � öiëêîì ðåãóëÿðíi ïðîñòîðè, (X,A)
M∼ (Y,B)

i íåõàé i : F (X) → F (Y ) � òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì òàêèé, ùî i(G(A)) = G(B).
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Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ f : X → X1, g : Y → Y1 i òîïî-

ëîãi÷íèé içîìîðôiçì j : F (X1) → F (Y1) òàêèé, ùî j ◦ f∗ = f∗ ◦ i, äå f∗ : F (X) →
F (X1) i g

∗ : F (Y )→ F (Y1) � ãîìîìîðôiçìè, ùî ïðîäîâæóþòü âiäîáðàæåííÿ f i g.

Òîäi (X1, A1)
M∼ (Y1, B1), äå A1 = f(A) i B1 = g(B).

Äîâåäåííÿ. Ùîá äîâåñòè ëåìó, äîñòàòíüî äîâåñòèòè, ùî j(A1) ⊆ G(B1). Íåõàé x ∈
A1, v ∈ f−1(x). Òîäi j(x) = g∗ ◦ i(v). Îñêiëüêè v ∈ A, òî i(v) ∈ G(B), a îòæå,
j(x) = g∗ ◦ i(v) ∈ G(B1). Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî j−1(B1) ∈ G(A1). �

Òåîðåìà 3. Íåõàé ïiäïðîñòið A ¹ G-ðåòðàêòîì öiëêîì ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîðó X,

ïiäïðîñòið B ¹ G-ðåòðàêòîì öiëêîì ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîðó Y , ïðè÷îìó FG(X/A) '
FG(Y/B). Òîäi äîâiëüíèé òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì i : F (A) → F (B) ìîæå áóòè

ïðîäîâæåíèé äî òîïîëîãi÷íîãî içîìîðôiçìó j : F (X)→ F (Y ).

Äîâåäåííÿ. Â öié òåîðåìi i íàäàëi íà ìíîæèíi X/A áóäåìî ðîçãëÿäàòè R-ôàêòîðíó
òîïîëîãiþ [10]. Äëÿ òîïîëîãi÷íèõ ãðóï G òà H ïîçíà÷èìî ÷åðåç G ∗ H âiëüíèé
òîïîëîãi÷íèé äîáóòîê ãðóï G òà H. Äîâåäåìî, ùî iñíó¹ òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì
iX : F (X)→ F (A) ∗ FG(X/A) òàêèé, ùî iX(G(A)) = F (A). Íåõàé p ∈ A, h : A→ A1

� äåÿêèé ãîìåîìîðôiçì, h1 : A1 → A � âiäîáðàæåííÿ, îáåðåíå äî h. Ðîçãëÿíå-
ìî ïðîñòið Z = (X, p) ∨ (A1, h(p)). Çà íàñëiäêîì 2 iñíó¹ ãîìîìîðôíà ðåòðàêöiÿ
r : FG(X, p) → FG(A, p). Çà òâåðäæåííÿì 2 ïiäãðóïà G(A) ⊆ FG(X, p) ¹ òîïîëî-
ãi÷íî içîìîðôíîþ âiëüíié òîïîëîãi÷íié ãðóïi FG(A, p). Îñêiëüêè ïðîñòið Z öiëêîì
ðåãóëÿðíèé, òî âiäîáðàæåííÿ µZ ¹ âêëàäåííÿì, îòæå, áóäåìî ïèñàòè Z, A òà A1

çàìiñòü µZ(Z), µZ(A) òà µZ(A1), âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè ïiäïðîñòîðè A òà A1 ¹ G-
ðåòðàêòàìè â Z, òî ïiäãðóïà G(A) ⊆ FG(Z) òîïîëîãi÷íî içîìîðôíà FG(A), ïiä-
ãðóïà G(A1) ⊆ FG(Z) ¹ òîïîëîãi÷íî içîìîðôíîþ FG(A1). Ãîìîìîðôíå ïðîäîâæå-
ííÿ h∗ : FG(A) → FG(A1) ãîìåîìîðôiçìó h ¹ òîïîëîãi÷íèì içîìîðôiçìîì. Éîãî
ìîæåìî ðîçãëÿäàòè ÿê ãîìîìîðôiçì ç G(A) ⊆ FG(Z) ó G(A1) ⊆ FG(Z). Îçíà-
÷èìî âiäîáðàæåííÿ r1 : Z → FG(A, p), ïðèéíÿâøè r1(x) = r(x), ÿêùî x ∈ X i
r1(x) = h1(x), ÿêùî x ∈ A1. Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ r2 : Z → FG(A1, h(p)), ïðèéíÿâ-
øè r2(x) = h◦r1(X). Ïðîäîâæèìî âiäîáðàæåííÿ r1(x) òà r2(x) äî íåïåðåðâíèõ ãîìî-
ìîðôiçìiâ R1 : FG(Z, p) → FG(A, p), R2 : FG(Z, p) → FG(A1, h(p)). Çà ïîáóäîâîþ,
ÿêùî x ∈ A, òî R1(x) = x, à ÿêùî x ∈ A1, òî R2(x) = x. ßêùî æ x ∈ Z, òî âè-
êîíóþòüñÿ ðiâíîñòi R1 ◦ R2 = R1, R2 ◦ R1 = R2. Íåõàé f1 : Z → Z/A1, f2 : Z →
Z/A �- R-ôàêòîðíi âiäîáðàæåííÿ, f∗1 : FG(Z, p)→ FG(Z/A1, f1(p)), f∗2 : FG(Z, p)→
FG(Z/A, f2(p)) � ¨õíi ãîìîìîðôíi ïðîäîâæåííÿ. Âiäîáðàæåííÿ i : Z → F (Z) îçíà-
÷åíå ÿê i(x) = R1(x)

−1 ·x ·R2(x)
−1 ¹ íåïåðåðâíèì. Íåõàé I : FG(Z, p)→ FG(Z, h(p))

� ãîìîìîðôíå ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåííÿ i. Äîâåäåìî, ùî I ◦ I = 1FG(Z,p), òîá-
òî ãîìîìîðôiçì I ¹ òîïîëîãi÷íèì içîìîðôiçìîì. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî
I ◦ i(x) = x äëÿ âñiõ x ∈ Z. Ñïðàâäi,

I◦i(x) = R1(R1(x)
−1 ·x·R2(x)

−1)−1 ·(R1(x)
−1 ·x·R2(x)

−1)·R2(R1(x)
−1 ·x·R2(x)

−1)−1 =

= R1◦R2(x)·R1(x)
−1·R1◦R1(x)·R1(x)

−1·x·R2(x)
−1·R2◦R2(x)·R2(x)

−1·R2◦R1(x) = x.

Çà ïîáóäîâîþ I(A) ⊆ G(A1), I(A1) ⊆ G(A).
Äîâåäåìî, ùî iñíó¹ òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì

u : FG(Z/A1, f1(p))→ FG(Z/A, f2(p)),
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ÿêèé ðîáèòü äiàãðàìó

FG(Z, p)
i //

f∗
1

��

FG(Z, p)

f∗
2

��
FG(Z/A1, f1(p)) u

// FG(Z/A, f2(p))

êîìóòàòèâíîþ.
Íåõàé x ∈ Z/A1, y ∈ f−1

1 (x). Ïðèéìåìî u1(x) = f∗2 ◦ i(x). Äîâåäåìî, ùî âiä-
îáðàæåííÿ u1 îçíà÷åíå êîðåêòíî. Ñïðàâäi, íåõàé y1, y2 ∈ Z òàêi, ùî f(y1) = f(y2) i
y1 6= y2. Òîäi y1, y2 ∈ A1, à òîìó i(y1), i(y2) ∈ A i f2(y1) = f2(y2), u1(y1) = u1(y2). Ïðî-
äîâæèìî âiäîáðàæåííÿ u1 äî ãîìîìîðôiçìó u : FG(Z/A1, f1(p)) → FG(Z/A, f2(p)).
Ç òîãî, ùî âiäîáðàæåííÿ f1 òà f2 ¹ R-ôàêòîðíèìè, âèïëèâà¹, ùî ãîìîìîðôiçìè f∗1 òà
f∗2 âiäêðèòi âiäîáðàæåííÿ [10] (ðåçóëüòàò Îêóí¹âà i éîãî äîâåäåííÿ, äîâåäåíi äëÿ òè-
õîíîâñüêèõ ïðîñòîðiâ, áåç æîäíèõ ìîäèôiêàöié ïåðåíîñÿòüñÿ íà âèïàäîê öiëêîì ðå-
ãóëÿðíèõ ïðîñòîðiâ), à òîìó içîìîðôiçì u ¹ òîïîëîãi÷íèì. Îñêiëüêè I(A) ⊆ G(A1), òî
u(f1(A)) ⊆ G(f2(A))). Îòæå, iñíó¹ òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì u : FG(X)→ FG(X/A∨
A), òàêèé, ùî u(G(A)) = G(A). Ç îçíà÷åííÿ âiëüíî¨ ãðóïè òà âiëüíîãî äîáóòêó òîïî-
ëîãi÷íèõ ãðóï âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâX òà Y iñíó¹ òîïî-
ëîãi÷íèé içîìîðôiçì w : FG(X∨Y )→ FG(X)∗FG(Y ) òàêèé, ùî w(G(X)) = FG(X).
Çîêðåìà, iñíó¹ òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì w1 : FG(X/A ∨A)→ FG(X/A) ∗ FG(A) òà-
êèé, ùî w1(G(A)) = FG(A). Òîäi êîìïîçèöiÿ u1 = w1 ◦ w : FG(X) → FG(X/A) ∗
FG(A) ìà¹ òó âëàñòèâiñòü, ùî u1(G(A)) = FG(A). Íåõàé w2 : Z → Z � òîòîæíèé
àâòîìîðôiçì äèñêðåòíî¨ ãðóïè öiëèõ ÷èñåë Z. Ðîçãëÿíåìî âiëüíèé äîáóòîê içîìîð-
ôiçìiâ u1 òà w2: w3 = u1 ∗ w2 : FG(X) ∗ Z → FG(X/A) ∗ FG(A) ∗ Z . Îñêiëüêè
F (X) ' FG(X) ∗Z, òî içîìîðôiçì w3 ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê içîìîðôiçì w3 : F (X) '
FG(X/A) ∗ F (A). Çà ïîáóäîâîþ w3(G(A)) = G(A). Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî iñíó¹
òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì iY : F (Y )→ F (B) ∗FG(Y/B) òàêèé, ùî iY (G(B)) = F (B).
Íåõàé òåïåð s1 : F (A) → F (B), s2 : FG(X/A) → FG(Y/B) � òîïîëîãi÷íi içîìîðôi-
çìè, òîäi ãîìîìîðôiçì s1 ∗ s2 : F (A) ∗ FG(X/A)→ F (B) ∗ FG(Y/B) ¹ òîïîëîãi÷íèì
içîìîðôiçìîì. Ãîìîìîðôiçì j = i−1

Y ◦ (s1 ∗ s2) ◦ iX ¹ êîìïîçèöi¹þ òîïîëîãi÷íèõ içî-
ìîðôiçìiâ, à îòæå, ¹ òîïîëîãi÷íèì içîìîðôiçìîì. Iíøèìè ñëîâàìè, içîìîðôiçì j
îòðèìà¹ìî, ÿê êîìïîçèöiþ ïîñëiäîâíîñòi içîìîðôiçìiâ

F (X)
iX−→ F (A) ∗ FG(X/A) s1∗s2−→ F (Y ) ∗ FG(Y/B)

i−1
Y−→ F (Y ).

Êðiì òîãî,

j(G(A)) = i−1
Y ◦ (s1 ∗ s2) ◦ iX(G(A)) = i−1

Y ◦ (s1 ∗ s2)(F (A)) = i−1
Y (F (B)) = G(B).

�

Òåîðåìà 4 äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî òåîðåìè 3, ÿêùî âðàõóâàòè, ùî äëÿ âiëüíèõ
àáåëåâèõ ãðóï óìîâè A(X) ' A(Y ) i AG(X) ' AG(Y ) çáiãàþòüñÿ [4].

Òåîðåìà 4. Íåõàé ïiäïðîñòið A ¹ GA-ðåòðàêòîì öiëêîì ðåãóëÿðíîãî ïðîñòî-

ðó X, ïiäïðîñòið B ¹ GA-ðåòðàêòîì öiëêîì ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîðó Y , ïðè÷îìó

(X/A)
A∼ (Y/B). Òîäi äîâiëüíèé òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì i : A(A) → A(B) ìîæå

áóòè ïðîäîâæåíèé äî òîïîëîãi÷íîãî içîìîðôiçìó j : A(X)→ A(Y ).
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Òåîðåìà 5. Äëÿ ïðîñòîðiâ X i Y òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê a ∈ X, b ∈ Y iñíó¹ òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì

h : F (X)→ F (Y ) òàêèé, ùî h(a) = b;
(2) âiëüíi òîïîëîãi÷íi ãðóïè â ñåíñi Ãðà¹âà ïðîñòîðiâ FG(X, a) òà FG(Y, b)

òîïîëîãi÷íî içîìîðôíi.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî iìïëiêàöiþ (1) ⇒ (2). Íåõàé i : F (X) → F (Y ) � òîïîëîãi÷-
íèé içîìîðôiçì òàêèé, ùî i(a) = b. Òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ X → X ïðîäîâæó-
¹òüñÿ äî íåïåðåðâíîãî ãîìîìîðôiçìó fx : F (X) → FG(X, a) ó âiëüíó àáåëåâó ãðà-
¹âñüêó òîïîëîãi÷íó ãðóïó ïðîñòîðó X ç îäèíèöåþ â òî÷öi a. Òàê ñàìî, òîòîæíå
âiäîáðàæåííÿ fy : F (Y ) → FG(Y, b) ïðîäîâæó¹òüñÿ äî íåïåðåðâíîãî ãîìîìîðôiçìó
ó âiëüíó àáåëåâó ãðà¹âñüêó òîïîëîãi÷íó ãðóïó ïðîñòîðó Y ç îäèíèöåþ â òî÷öi b.
Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ sx : X → FG(Y, b), îçíà÷åíå ÿê sx = fy ◦ i|X , ìà¹ òà-
êó âëàñòèâiñòü, ùî sx(a) = b, îòæå, ïðîäîâæó¹òüñÿ äî íåïåðåðâíîãî ãîìîìîðôiçìó
ix : FG(X, a) → FG(Y, b). Òàê ñàìî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ sy : Y → FG(X, b),
îçíà÷åíå ÿê sy = fx ◦ i−1

Y , ìà¹ òàêó âëàñòèâiñòü, ùî sy(b) = a, îòæå, ïðîäîâæó¹òüñÿ
äî íåïåðåðâíîãî ãîìîìîðôiçìó iy : FG(Y, b)→ FG(X, a). Ìà¹ìî, ùî

jy ◦ jx = fx ◦ i ◦ i−1(x) = x

äëÿ âñiõ x ∈ X. Àíàëîãi÷íî

jx ◦ jy = fy ◦ i−1 ◦ i(y) = y

äëÿ âñiõ y ∈ Y . Îòæå, j � òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì âiëüíèõ ãðà¹âñüêèõ ãðóï
FG(X, a) i FG(Y, b).

Äîâåäåííÿ iìïëiêàöi¨ (2) ⇒ (1) ìîæíà îòðèìàòè, çàñòîñóâàâøè òåîðåìó 3 äëÿ
ïiäïðîñòîðiâ A = {a} ⊆ X òà B = {b} ⊆ Y . �

Òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè ïðîñòîðè X òà Y , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè 5
áóäåìî íàçèâàòè M∗-åêâiâàëåíòíèìè.

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé X1, X2 � öiëêîì ðåãóëÿðíi ïðîñòîðè, K1 ⊆ X1, K2 ⊆ X2

� ¨õíi G-ðåòðàêòè. Òîäi òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) ïàðè (X1,K1) i (X2,K2) ¹ M -åêâiâàëåíòíèìè;

(2) K1
M∼ K2 i FG(X1/K1) ' FG(X2/K2).

Äîâåäåííÿ. (1)⇒ (2). Âðàõîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 2, ìàòèìåìî

F (K1) ' G(K1) ' G(K2) ' F (K2).

ßêùî (X1/K1)
M∼ (X2/K2), òî R-ôàêòîðíi âiäîáðàæåííÿ p1 : X1 → X1/K1,

p2 : X2 → X2/K2, ¹ M -åêâiâàëåíòíèìè, à òîìó çà òâåðäæåííÿì 3 ïàðè
((X1/K1), p1(K1)) òà ((X2/K2), p2(K2)) ¹ M -åêâiâàëåíòíèìè, çâiäêè çà òåîðåìîþ 5
îòðèìà¹ìî, ùî FG(X1/K1) ' FG(X2/K2).

(2)⇒ (1). Âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3. �

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 5. Íåõàé X1, X2 � öiëêîì ðåãóëÿðíi ïðîñòîðè, K1 ⊆ X1, K2 ⊆ X2

� ¨õíi G-ðåòðàêòè. Òîäi òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:
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(1) ïàðè (X1,K1) i (X2,K2) ¹ A-åêâiâàëåíòíèìè;

(2) K1
A∼ K2 i (X1/K1)

A∼ (X2/K2).

Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Îçíà÷èìî íà X âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi,
ïðèéíÿâøè, a ∼ b, ÿêùî a i b íå âiäîêðåìëþþòüñÿ âiäêðèòèìè â X ìíîæèíàìè.
Ôàêòîð-ïðîñòið X/ ∼ ïîçíà÷èìî ÷åðåç T0X. ×åðåç TX : X → T0X ïîçíà÷èìî âiäïî-
âiäíå ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ. Âiäîáðàæåííÿ TX ìà¹ ïðàâå îáåðíåíå, à ïðîñòið T0X
âêëàäà¹òüñÿ â X ÿê ðåòðàêò. Âèáðàâøè â êîæíîìó êëàñi åêâiâàëåíòíîñòi ïî îäíié
òî÷öi, îòðèìà¹ìî ïiäïðîñòið Y â X, ÿêèé ¹ ãîìåîìîðôíèì T0X. Ôàêòîð-ïðîñòið
X/Y àíòèäèñêðåòíèé, éîãî ïîòóæíiñòü íå çàëåæèòü âiä âèáðàíèõ òî÷îê. Öþ ïîòóæ-
íiñòü ïîçíà÷àòèìåìî |X/T0X|. Äëÿ öiëêîì ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîðó X ïðîäîâæåííÿ
T ∗
X : F (X)→ F (T0X) âiäîáðàæåííÿ TX äî ãîìîìîðôiçìó âiëüíèõ òîïîëîãi÷íèõ ãðóï

¹ âiäêðèòèì ãîìîìîðôiçìîì, à éîãî ÿäðî çáiãà¹òüñÿ ç íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ, ÿêà ¹
ñóêóïíiñòþ âñiõ òî÷îê, êîòði íå âiäîêðåìëþþòüñÿ âiä îäèíèöi ãðóïè F (X) âiäêðè-
òèìè ìíîæèíàìè.

Òâåðäæåííÿ 6. ßêùî i : F (T0X) → F (T0Y ) � içîìîðôiçì âiëüíèõ òîïîëîãi÷íèõ

ãðóï, |X/T0X| = |Y/T0Y |. Òîäi iñíó¹ òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì i : F (X) → F (Y )
òàêèé, ùî j|F (T0(X) = i.

Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3, ÿêùî âðàõóâàòè, ùî ïðîñòîðè X/T0X òà Y/T0Y ¹
àíòèäèñêðåòíèìè ïðîñòîðàìè îäíàêîâî¨ ïîòóæíîñòi, òîáòî ãîìåîìîðôíèìè, à îòæå,
M∗-åêâiâàëåíòíèìè. �

Òâåðäæåííÿ 7 äîâåäåíå äëÿ òèõîíîâñüêèõ ïðîñòîðiâ ó [2] ëåãêî ïåðåíîñèòüñÿ íà
âèïàäîê öiëêîì ðåãóëÿðíèõ ïðîñòîðiâ.

Òâåðäæåííÿ 7. Ç òîãî, ùî (X,A)
M∼ (Y,B) âèïëèâà¹ (X,A)

A∼ (Y,B).

4. Ïðîñòîðè ç òîïîëîãi¹þ ðîçáèòòÿ òà åêâiâàëåíòíiñòü íàáîðiâ

Íàãàäà¹ìî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ìà¹ òîïîëîãiþ ðîçáèòòÿ, ÿêùî X ¹
ïðÿìîþ (äèñêðåòíîþ) ñóìîþ ñâî¨õ àíòèäèñêðåòíèõ ïðîñòîðiâ. Íà ïiäñòàâi òîãî, ùî
äëÿ ïðîñòîðiâ ç òîïîëîãi¹þ ðîçáèòòÿ òà ïàð ïðîñòîðiâ ç òîïîëîãiÿìè ðîçáèòòÿ âiä-
íîøåííÿ M -åêâiâàëåíòíîñòi òà A-åêâiâàëåíòíîñòi çáiãàþòüñÿ, òî áóäåìî ñêîðî÷åíî

ïîçíà÷àòè åêâiâàëåíòíi ïðîñòîðè X
f∼ Y , à åêâiâàëåíòíi ïàðè (X,A)

f∼ (Y,B).

Òåîðåìà 6. Íåõàé X òà Y � ïðîñòîðè ç òîïîëîãi¹þ ðîçáèòòÿ, A ⊆ X, B ⊆ Y .
Òîäi òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) (X,A)
M∼ (Y,B);

(2) (X,A)
A∼ (Y,B);

(3) (X/A)
f∼ (Y/B) i A

f∼ B.

Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ ç òâåðäæåíü 4 i 5 òà içîìîðôíî¨ êëàñèôiêàöi¨ òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ ç òîïîëîãi¹þ ðîçáèòòÿ, ÿêà âèçíà÷åíà ó [5], ÿêùî âðàõóâàòè, ùî êîæåí
ïiäïðîñòið òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó ç òîïîëîãi¹þ ðîçáèòòÿ ¹ éîãî ðåòðàêòîì. �
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Íàñëiäîê 4. Íåõàé X òà Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè ç òîïîëîãiÿìè ðîçáèòòÿ,

X1 ⊆ X, Y1 ⊆ Y � ¨õíi ñêií÷åííi ïiäïðîñòîðè òàêi, ùî ïðîñòîðè X/X1 òà Y/Y1 ¹

ñêií÷åííèìè. Òîäi òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) (X,X1)
f∼ (Y, Y1);

(2) X
f∼ Y i X1

f∼ Y1.

Äîâåäåííÿ. (1)⇒ (2) Î÷åâèäíî.

(2)⇒ (1) Îñêiëüêè X
f∼ X1 ∨ (X/X1), Y

f∼ Y1 ∨ (Y/Y1), òî

X1 ∨ (X/X1)
f∼ Y1 ∨ (Y/Y1).

Çà íàñëiäêîì 7 ç [5] îòðèìà¹ìî, ùî (X/X1)
f∼ (Y/Y1). Çâiäñè çà òåîðåìîþ 6 âèïëèâà¹,

ùî (X,X1)
f∼ (Y, Y1). �

Íàñëiäîê 5. Íåõàé X òà Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè ç òîïîëîãiÿìè ðîçáèòòÿ,

X1 ⊆ X, Y1 ⊆ Y � ¨õíi ïiäïðîñòîðè òàêi, ùî ïðîñòîðè X/X1 i Y/Y1 ¹ ñêií÷åííèìè.
Òîäi ìàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) (X,X1)
f∼ (Y, Y1);

(2) X
f∼ Y i (X/X1)

f∼ (Y/Y1).

Äîâåäåííÿ. (1)⇒ (2) Î÷åâèäíî.

(2)⇒ (1) Îñêiëüêè X
f∼ X1 ∨ (X/X1), Y

f∼ Y1 ∨ (Y/Y1), òî

X1 ∨ (X/X1)
f∼ Y1 ∨ (Y/Y1).

Çà íàñëiäêîì 7 ç [5] îòðèìà¹ìî, ùî (X/X1)
f∼ (Y/Y1). Çâiäñè çà òåîðåìîþ 6 âèïëèâà¹,

ùî (X,X1)
f∼ (Y, Y1). �

Ç íàñëiäêiâ 4 i 5 âèïëèâà¹ íàñëiäîê 6.

Íàñëiäîê 6. Íåõàé X òà Y � ñêií÷åííi òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè ç òîïîëîãiÿìè

ðîçáèòòÿ, X1 ⊆ X, Y1 ⊆ Y . Òîäi òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) (X,X1)
f∼ (Y, Y1);

(2) X
f∼ Y i (X/X1)

f∼ (Y/Y1);

(3) X
f∼ Y i X1

f∼ Y1;
(4) X1

f∼ Y1 i (X/X1)
f∼ (Y/Y1).

5. Ïðî äåÿêi ôóíêòîðè òà åêâiâàëåíòíiñòü íàáîðiâ

Òâåðäæåííÿ 8. Íåõàé A ⊆ X, B ⊆ Y � ïàðè öiëêîì ðåãóëÿðíèõ ïðîñòîðiâ, ïðè-

÷îìó (X,A)
M∼ (Y,B). Òîäi (T0X,T0A)

M∼ (T0Y, T0B).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ M -åêâiâàëåíòíèõ ïðîñòîðiâ ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ fX : X → T0X i
fY : Y → T0Y M -åêâiâàëåíòíi, à òîìó çàëèøà¹òüñÿ çàñòîñóâàòè òâåðäæåííÿ 3. �
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Ïiä âiäíîñíîþ òîïîëîãi÷íîþ âëàñòèâiñòþ áóäåìî ðîçóìiòè âëàñòèâiñòü, ÿêà õà-
ðàêòåðèçó¹ ðîçìiùåííÿ ïiäïðîñòîðó Y òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó öüîìó ïðîñòîði.

Ç òâåðäæåííÿ 8 âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 9. Íåõàé P � âiäíîñíà òîïîëîãi÷íà âëàñòèâiñòü òàêà, ùî ïiäïðîñ-

òið A öiëêîì ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîðó X âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ P â X òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè ïiäïðîñòið T0A âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ P â T0X. ßêùî âëàñòèâiñòü P çáå-

ðiãà¹òüñÿ âiäíîøåííÿì M -åêâiâàëåíòíîñòi ïàð ó êëàñi òèõîíîâñüêèõ ïðîñòîðiâ,

òî P çáåðiãà¹òüñÿ âiäíîøåííÿì M -åêâiâàëåíòíîñòi ïàð ó êëàñi öiëêîì ðåãóëÿðíèõ

ïðîñòîðiâ.

Òâåðäæåííÿ 10. Íåõàé X � öiëêîì ðåãóëÿðíèé ïðîñòið. Ïiäïðîñòið A ¹ âñþäè

ùiëüíèì â X òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïiäïðîñòið T0A ¹ âñþäè ùiëüíèì ó T0X.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ïiäïðîñòið A ¹ âñþäè ùiëüíèì â X. Çà íåïåðåðâ-
íiñòþ ôàêòîðíîãî âiäîáðàæåííÿ f : X → T0X ïiäïðîñòið T0A = f(A) ¹ âñþäè ùiëü-
íèì â T0X.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé ïiäïðîñòið T0A ¹ âñþäè ùiëüíèì ó T0X. Çà íàñëiäêîì
2.4.10 ç [6] ôàêòîðíå âiäîáðàæåííÿ f : X → T0X áóäå çàìêíåíèì. Äëÿ êîæíîãî
çàìêíåíîãî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y i äîâiëüíîãî A ⊆ X âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü f(A) =
f(A). Îòæå, f(A) = T0X. Íà ïiäñòàâi òîãî, ùî âñi êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi ôàêòîðíîãî
âiäîáðàæåííÿ f : X → T0X ñêëàäàþòüñÿ ëèøå ç òî÷îê, ÿêi íå âiäîêðåìëþþòüñÿ
âiäêðèòèìè òà çàìêíåíèìè ìíîæèíàìè, òî öÿÿ ðiâíiñòü ìîæëèâà ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè A = X. �

ßê äîâåäåíî ó [2], âëàñòèâiñòü áóòè âñþäè ùiëüíèì ïiäïðîñòîðîì çáåðiãà¹òüñÿ
âiäíîøåííÿì M -åêâiâàëåíòíîñòi ïàð ó êëàñi òèõîíîâñüêèõ ïðîñòîðiâ.

Íàñëiäîê 7. Âëàñòèâiñòü áóòè âñþäè ùiëüíèì ïðîñòîðîì çáåðiãà¹òüñÿ âiäíî-

øåííÿì M -åêâiâàëåíòíîñòi ïàð ó êëàñi öiëêîì ðåãóëÿðíèõ ïðîñòîðiâ.

Òâåðäæåííÿ 11. Íåõàé X � öiëêîì ðåãóëÿðíèé ïðîñòið. Ïiäïðîñòið A ôóíêöiî-

íàëüíî îáìåæåíèé â X òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïiäïðîñòið T0A ¹ ôóíêöiîíàëüíî

îáìåæåíèì ó T0X.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé q : X → T0X � ôàêòîðíå âiäîáðàæåííÿ. Îñêiëü-
êè ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë ç òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ åâêëiäîâîþ ìåòðèêîþ ¹ T0-
ïðîñòîðîì, òî äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : X → R iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîá-
ðàæåííÿ f1 : T0X → R òàêå, ùî f = f1 ◦ q. Íåõàé A � ôóíêöiîíàëüíî îáìåæåíà â X.
Îñêiëüêè ìíîæèíà T0(A) = q(A) ¹ ôóíêöiîíàëüíî îáìåæåíîþ â T0X, òî ìíîæèíà
f(a) = f1(T0A) ¹ îáìåæåíîþ.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé ìíîæèíà A ôóíêöiîíàëüíî îáìåæåíà â X. Òîäi äëÿ äî-
âiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ äiéñíîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨ f1 : T0X → R ìíîæèíà f1(T0A) = f(A) ¹
îáìåæåíîþ. �

Íàñëiäîê 8. Âëàñòèâiñòü áóòè ôóíêöiîíàëüíî îáìåæåíèì ïiäïðîñòîðîì çáåðiãà-

¹òüñÿ âiäíîøåííÿì M -åêâiâàëåíòíîñòi ïàð ó êëàñi öiëêîì ðåãóëÿðíèõ ïðîñòîðiâ.
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Äîâåäåííÿ. Ó [3] äîâåäåíî, ùî âëàñòèâiñòü áóòè ôóíêöiîíàëüíî îáìåæåíèì ïðîñòî-
ðîì çáåðiãà¹òüñÿ âiäíîøåííÿì M -åêâiâàëåíòíîñòi ïàð ó êëàñi òèõîíîâñüêèõ ïðîñòî-
ðiâ, òîìó ç òâåðäæåíü 8 i 11 âèïëèâà¹, ùî âëàñòèâiñòü áóòè ôóíêöiîíàëüíî îáìå-
æåíèì ïðîñòîðîì çáåðiãà¹òüñÿ âiäíîøåííÿì M -åêâiâàëåíòíîñòi ïàð ó êëàñi öiëêîì
ðåãóëÿðíèõ ïðîñòîðiâ. �

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X âiëüíà òîïîëîãi÷íà ãðóïà
F (X) ïðèðîäíî içîìîðôíà âiëüíié ãðóïi F (ηX(X)) öiëêîì ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîðó
ηX(X), òî ðåçóëüòàòè öi¹¨ ïðàöi äàþòü çìîãó çâåñòè êëàñèôiêàöiþ ïàð òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ (X,Y ) äî êëàñèôiêàöi¨ ïàð (ηX(X), ηX(Y )) öiëêîì ðåãóëÿðíèõ ïðîñòîðiâ,
à ïîòiì i ïàð (T0(ηX(X)), T0(ηX(Y ))) òèõîíîâñüêèõ ïðîñòîðiâ.

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ùèðó ïîäÿêó ðåöåíçåíòó çà öiííi ïîðàäè.
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In the paper we proposed the method for reducing the problem of
isomorphic classi�cation free topological groups on completely regular spaces
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