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Ââîäèìî àëãåáðè÷íå ðîçøèðåííÿ BF
ω áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà äëÿ äîâiëü-

íî¨ ω-çàìêíåíî¨ ñiì'¨ F ïiäìíîæèí â ω, ÿêi óçàãàëüíþþòü áiöèêëi÷íèé
ìîíî¨ä, çëi÷åííó íàïiâãðóïó ìàòðè÷íèõ îäèíèöü i äåÿêi iíøi êîìáiíàòîðíi
iíâåðñíi íàïiâãðóïè. Äîâåäåíî, ùî BF

ω ¹ êîìáiíàòîðíîþ iíâåðñíîþ íàïiâ-
ãðóïîþ, à òàêîæ îïèñàíî âiäíîøåííÿ �ðiíà, ÷àñòêîâèé ïðèðîäíèé ïîðÿäîê
íà íàïiâãðóïi BF

ω òà ¨¨ ìíîæèíó iäåìïîòåíòiâ. Òàêîæ äîâåäåíî êðèòåði¨
ïðîñòîòè, 0-ïðîñòîòè, áiïðîñòîòè òà 0-áiïðîñòîòè íàïiâãðóïè BF

ω , à òàêîæ
êîëè BF

ω ìiñòèòü îäèíèöþ, içîìîðôíà áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äó àáî çëi÷åííié
íàïiâãðóïi ìàòðè÷íèõ îäèíèöü.

Êëþ÷îâi ñëîâà: íàïiâãðóïà, áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä, ðîçøèðåííÿ.

1. Âñòóï

Ìè êîðèñòóâàòèìåìîñü òåðìiíîëîãi¹þ ç [5, 6, 12, 14]. Íàäàëi ó òåêñòi ìíîæèíó
íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç ω. Äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ ω ïîçíà÷èìî
[k) = {i ∈ ω : i > k}.

Ïiäìíîæèíà A â ω íàçèâà¹òüñÿ iíäóêòèâíîþ, ÿêùî ç òîãî, ùî i ∈ A âèïëèâà¹,
ùî i+1 ∈ A. Î÷åâèäíî, ùî ∅ � iíäóêòèâíà ìíîæèíà â ω, i íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà
A ⊆ ω ¹ iíäóêòèâíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè A = [k) äëÿ äåÿêîãî k ∈ ω.

ßêùî S � íàïiâãðóïà, òî ¨¨ ïiäìíîæèíà iäåìïîòåíòiâ ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç E(S).
Íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ iíâåðñíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ¨¨ åëåìåíòà x iñíó¹ ¹äè-
íèé åëåìåíò x−1 ∈ S òàêèé, ùî xx−1x = x òà x−1xx−1 = x−1 [1, 14]. Â iíâåðñíié
íàïiâãðóïi S âèùå îçíà÷åíèé åëåìåíò x−1 íàçèâà¹òüñÿ iíâåðñíèì äî x. Â'ÿçêà � öå
íàïiâãðóïà iäåìïîòåíòiâ, à íàïiâ ðàòêà � öå êîìóòàòèâíà â'ÿçêà.

ßêùî S � íàïiâãðóïà, òî ìè ïîçíà÷àòèìåìî âiäíîøåííÿ �ðiíà íà S ÷åðåç R, L ,
D , H i J (äèâ. îçíà÷åííÿ â [5, �2.1] àáî [10]). Íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîþ,
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ÿêùî S íå ìiñòèòü âëàñíèõ äâîái÷íèõ iäåàëiâ, òîáòî S ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî J -êëàñó,
i áiïðîñòîþ, ÿêùî S ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî D-êëàñó.

Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi K íà íàïiâãðóïi S íàçèâà¹òüñÿ êîíãðóåíöi¹þ, ÿêùî
äëÿ åëåìåíòiâ a òà b íàïiâãðóïè S ç òîãî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (a, b) ∈ K âèïëè-
âà¹, ùî (ca, cb), (ad, bd) ∈ K, äëÿ äîâiëüíèõ c, d ∈ S. Âiäíîøåííÿ (a, b) ∈ K òàêîæ
áóäåìî çàïèñóâàòè aKb, i â öüîìó âèïàäêó áóäåìî ãîâîðèòè, ùî åëåìåíòè a i b K-
åêâiâàëåíòíi.

ßêùî S � íàïiâãðóïà, òî íà E(S) âèçíà÷åíî ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê: e 4 f òîäi i
ëèøå òîäi, êîëè ef = fe = e. Òàê îçíà÷åíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà E(S) íàçèâà¹òüñÿ
ïðèðîäíèì.

Îçíà÷èìî âiäíîøåííÿ 4 íà iíâåðñíié íàïiâãðóïi S òàê: s 4 t òîäi i ëèøå òî-
äi, êîëè s = te. äëÿ äåÿêîãî iäåìïîòåíòà e ∈ S. Òàê îçíà÷åíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê
íàçèâà¹òüñÿ ïðèðîäíèì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì íà iíâåðñíié íàïiâãðóïi S [1]. Î÷åâè-
äíî, ùî çâóæåííÿ ïðèðîäíîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó 4 íà iíâåðñíié íàïiâãðóïi S íà ¨¨
â'ÿçêó E(S) ¹ ïðèðîäíèì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì íà E(S).

Íàãàäà¹ìî (äèâ. [5, �1.12], ùî áiöèêëi÷íîþ íàïiâãðóïîþ (àáî áiöèêëi÷íèì ìî-

íî¨äîì) C (p, q) íàçèâà¹òüñÿ íàïiâãðóïà ç îäèíèöåþ, ïîðîäæåíà äâîåëåìåíòíîþ ìíî-
æèíîþ {p, q} i âèçíà÷åíà îäíèì ñïiââiäíîøåííÿì pq = 1. Áiöèêëi÷íà íàïiâãðóïà
âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó òåîði¨ íàïiâãðóï. Çîêðåìà, êëàñè÷íà òåîðåìà Î. Àíäåðñåíà
[2] ñòâåðäæó¹, ùî (0-)ïðîñòà íàïiâãðóïà ç (íåíóëüîâèì) iäåìïîòåíòîì ¹ öiëêîì (0-
)ïðîñòîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà íå ìiñòèòü içîìîðôíó êîïiþ áiöèêëi÷íîãî ìîíî-
¨äà. Ðiçíi ðîçøèðåííÿ áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà ââîäèëè ðàíiøå ðiçíi àâòîðè [7, 8, 9, 18].
Òàêèìè ¹, çîêðåìà, êîíñòðóêöi¨ Áðóêà òà Áðóêà�Ðåéëi çàíóðåííÿ íàïiâãðóï ó ïðîñòi
òà îïèñàííÿ iíâåðñíèõ áiïðîñòèõ i 0-áiïðîñòèõ ω-íàïiâãðóï [4, 15, 17, 11].

Çàóâàæåííÿ 1. Ëåãêî áà÷èòè, ùî áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä C (p, q) içîìîðôíèé íàïiâãðóïi,
çàäàíié íà ìíîæèíi Bω = ω × ω ç íàïiâãðóïîâîþ îïåðàöi¹þ

(i1, j1) · (i2, j2) = (i1 + i2 −min{j1, i2}, j1 + j2 −min{j1, i2}) =

=

{
(i1 − j1 + i2, j2), ÿêùî j1 6 i2;
(i1, j1 − i2 + j2), ÿêùî j1 > i2.

Ìè ââîäèìî àëãåáðè÷íi ðîçøèðåííÿ BF
ω áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà äëÿ äîâiëüíî¨

ω-çàìêíåíî¨ ñiì'¨ F ïiäìíîæèí â ω, ÿêi óçàãàëüíþþòü áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä, çëi÷åííó
íàïiâãðóïó ìàòðè÷íèõ îäèíèöü i äåÿêi iíøi êîìáiíàòîðíi iíâåðñíi íàïiâãðóïè. Äîâå-
äåíî, ùî BF

ω ¹ êîìáiíàòîðíîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ, à òàêîæ îïèñàíî âiäíîøåííÿ
�ðiíà, ÷àñòêîâèé ïðèðîäíèé ïîðÿäîê íà íàïiâãðóïi BF

ω òà ¨¨ ìíîæèíó iäåìïîòåíòiâ.
Òàêîæ äîâåäåíî êðèòåði¨ ïðîñòîòè, 0-ïðîñòîòè, áiïðîñòîòè òà 0-áiïðîñòîòè íàïiâãðó-
ïè BF

ω , à òàêîæ êîëè BF
ω ìiñòèòü îäèíèöþ, içîìîðôíà áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äó àáî

çëi÷åííié íàïiâãðóïi ìàòðè÷íèõ îäèíèöü.

2. Êîíñòðóêöiÿ ðîçøèðåííÿ BF
ω

Íåõàé P(ω) � ñiì'ÿ óñiõ ïiäìíîæèí îðäèíàëó ω. Äëÿ äîâiëüíèõ F ∈ P(ω) i
n,m ∈ ω ïðèéìåìî

n−m+ F = {n−m+ k : k ∈ F}, ÿêùî F 6= ∅
i n−m+ F = ∅, ÿêùî F = ∅.
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Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïiäñiì'ÿ F ⊆P(ω) ¹ ω-çàìêíåíîþ, ÿêùî F1∩ (−n+F2) ∈
F äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ ω i F1, F2 ∈ F .

ÍåõàéBω � áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä i F � ω-çàìêíåíà ïiäñiì'ÿ â P(ω). Íà ìíîæèíi
Bω ×F îçíà÷èìî áiíàðíó îïåðàöiþ �·� ôîðìóëîþ

(i1, j1, F1) · (i2, j2, F2) =

{
(i1 − j1 + i2, j2, (j1 − i2 + F1) ∩ F2), ÿêùî j1 6 i2;
(i1, j1 − i2 + j2, F1 ∩ (i2 − j1 + F2)), ÿêùî j1 > i2.

Òîäi îòðèìó¹ìî, ùî

((i1, j1, F1) · (i2, j2, F2)) · (i3, j3, F3) =

=

{
(i1−j1+i2, j2, (j1−i2+F1) ∩ F2)·(i3, j3, F3), ÿêùî j1 6 i2;
(i1, j1−i2+j2, F1 ∩ (i2−j1+F2))·(i3, j3, F3), ÿêùî j1 > i2

=

=



(i1−j1+i2−j2+i3, j3, (j2−i3+((j1−i2+F1) ∩ F2)) ∩ F3),
ÿêùî j1 6 i2 i j2 6 i3;

(i1−j1+i2, j2−i3+j3, (j1−i2+F1) ∩ F2 ∩ (i3−j2+F3)),
ÿêùî j1 6 i2 i j2 > i3;

(i1−j1+i2−j2+i3, j3, j1−i2+j2−i3+(F1 ∩ (i2−j1+F2)) ∩ F3),
ÿêùî j1 > i2 i j1−i2+j2 6 i3;

(i1, j1−i2+j2−i3+j3, (F1 ∩ (i2−j1+F2)) ∩ (j3−j1+i2−j2+F3)),
ÿêùî j1 > i2 i j1−i2+j2 > i3

=

=



(i1−j1+i2−j2+i3, j3, (j2−i3+j1−i2+F1) ∩ (j2−i3+F2) ∩ F3),
ÿêùî j1 6 i2 i j2 6 i3; (11)

(i1−j1+i2, j2−i3+j3, (j1−i2+F1) ∩ F2 ∩ (i3−j2+F3)),
ÿêùî j1 6 i2 i j2 > i3; (21)

(i1−j1+i2−j2+i3, j3, (j1−i2+j2−i3+F1) ∩ (j2−i3+F2) ∩ F3),
ÿêùî j1 > i2 i j1−i2+j2 6 i3; (31)

(i1, j1−i2+j2−i3+j3, F1 ∩ (i2−j1+F2) ∩ (j3−j1+i2−j2+F3)),
ÿêùî j1 > i2 i j1−i2+j2 > i3 (41)

i

(i1, j1, F1) · ((i2, j2, F2) · (i3, j3, F3)) =

=

{
(i1, j1, F1)·(i2−j2+i3, j3, (j2−i3+F2) ∩ F3), ÿêùî j2 6 i3;
(i1, j1, F1)·(i2, j2−i3+j3, F2 ∩ (i3−j2+F3)), ÿêùî j2 > i3

=

=



(i1−j1+i2−j2+i3, j3, (j1−i2+j2−i3+F1) ∩ (j2−i3+F2) ∩ F3),
ÿêùî j2 6 i3 i j1 6 i2−j2+i3;

(i1, j1−i2+j2−i3+j3, F1 ∩ (i2−j2+i3−j1+((j2−i3+F2) ∩ F3))),
ÿêùî j2 6 i3 i j1 > i2−j2+i3;

(i1−j1+i2, j2−i3+j3, (j1−j2+i3−j3+F1) ∩ F2 ∩ (i3−j2+F3)),
ÿêùî j2 > i3 i j1 6 i2;

(i1, j1−i2+j2−i3+j3, F1 ∩ (i2−j1+(F2 ∩ (i3−j2+F3)))),
ÿêùî j2 > i3 i j1 > i2;

=
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=



(i1−j1+i2−j2+i3, j3, (j1−i2+j2−i3+F1) ∩ (j2−i3+F2) ∩ F3),
ÿêùî j2 6 i3 i j1 6 i2−j2+i3; (12)

(i1, j1−i2+j2−i3+j3, F1 ∩ (i2−j1+F2) ∩ (i2−j2+i3−j1+F3)),
ÿêùî j2 6 i3 i j1 > i2−j2+i3; (22)

(i1−j1+i2, j2−i3+j3, (j1−j2+i3−j3+F1) ∩ F2 ∩ (i3−j2+F3)),
ÿêùî j2 > i3 i j1 6 i2; (32)

(i1, j1−i2+j2−i3+j3, F1 ∩ (i2−j1+F2) ∩ (i2−j1+i3−j2+F3)),
ÿêùî j2 > i3 i j1 > i2. (42)

Àíàëîãi÷íî, ÿê i ó âèïàäêó äîâåäåííÿ àñîöiàòèâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ äëÿ
áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà, ìà¹ìî òàêi åêâiâàëåíòíîñòi óìîâ:

(11) ∨ (31)⇐⇒ (12), (21)⇐⇒ (32), (41)⇐⇒ (22) ∨ (42).

Îòæå, ìè äîâåëè òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1. ßêùî ñiì'ÿ F ⊆P(ω) ¹ ω-çàìêíåíîþ, òî (Bω×F , ·) ¹ íàïiâãðó-
ïîþ.

Ïðèïóñòèìî, ùî ω-çàìêíåíà ñiì'ÿ F ⊆ P(ω) ìiñòèòü ïîðîæíþ ìíîæèíó
∅, òî ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ (Bω × F , ·) âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà
I = {(i, j,∅) : i, j ∈ ω} ¹ iäåàëîì íàïiâãðóïè (Bω ×F , ·).

Îçíà÷åííÿ 1. Äëÿ äîâiëüíî¨ ω-çàìêíåíî¨ ñiì'¨ F ⊆P(ω) îçíà÷èìî

BF
ω =

{
(Bω ×F , ·)/I, ÿêùî ∅ ∈ F ;
(Bω ×F , ·), ÿêùî ∅ /∈ F .

3. Àëãåáðè÷íi âëàñòèâîñòi íàïiâãðóïè BF
ω

Íàäàëi ìè ââàæàòèìåìî, ùî F � ω-çàìêíåíà ïiäñiì'ÿ â P(ω).
Òâåðäæåííÿ ëåìè 1 î÷åâèäíå.

Ëåìà 1. Íàïiâãðóïà BF
ω ìiñòèòü íóëü 0 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ∅ ∈ F , ïðè÷îìó

íóëü 0 ¹ îáðàçîì iäåàëà I ïðè ïðèðîäíîìó ãîìîìîðôiçìi, ïîðîäæåíîìó êîíãðóåíöi¹þ

Ðiñà

CI = {(x, x) : x ∈ Bω ×F} ∪ (I × I)
íà íàïiâãðóïi (Bω ×F , ·).

Ëåìà 2. Íåíóëüîâèé åëåìåíò (i, j, F ) íàïiâãðóïè BF
ω ¹ iäåìïîòåíòîì òîäi i ëèøå

òîäi, êîëè i = j.

Äîâåäåííÿ. (⇐=) ßêùî i = j, òî ìà¹ìî, øî

(i, i, F ) · (i, i, F ) = (i, i, F ∩ F ) = (i, i, F ),

à îòæå, (i, i, F ) ∈ E(BF
ω ).

(=⇒) Ïðèïóñòèìî, ùî (i, j, F ) ∈ E(BF
ω ) òà i > j. Òîäi

(i, j, F ) · (i, j, F ) = (i− j + i, j, (j − i+ F ) ∩ F ) = (i, j, F ),

à îòæå, i−j+i = i, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî i = j. Ó âèïàäêó i 6 j àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî,
ùî i = j. �
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Ëåìà 3. Iäåìïîòåíòè íàïiâãðóïè BF
ω êîìóòóþòü.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ÿêùî íàïiâãðóïà BF
ω ìiñòèòü íóëü 0, òî åëåìåíò 0 êîìóòó¹ ç

êîæíèì åëåìåíòîì íàïiâãðóïè BF
ω .

Çàôiêñó¹ìî äâà äîâiëüíi íåíóëüîâi iäåìïîòåíòè íàïiâãðóïè BF
ω , ÿêi çà ëåìàìè

1 i 2 ìàþòü çîáðàæåííÿ (i, i, Fi) i (j, j, Fj), äå i, j ∈ ω i F1, F2 ∈ F � íåïîðîæíi
ïiäìíîæèíè â ω. Òîäi

(i, i, Fi) · (j, j, Fj) =
{

(i− i+ j, j, (i− j + Fi) ∩ Fj), ÿêùî i 6 j;
(i, i− j + j, Fi ∩ (j − i+ Fj)), ÿêùî i > j

=

=

{
(j, j, (i− j + Fi) ∩ Fj), ÿêùî i 6 j;
(i, i, Fi ∩ (j − i+ Fj)), ÿêùî i > j

i

(j, j, Fi) · (i, i, Fj) =
{

(j, j − i+ i, Fj ∩ (i− j + Fi)), ÿêùî i 6 j;
(i− i+ j, j, (j − i+ Fj) ∩ Fi), ÿêùî i > j

=

=

{
(j, j, (i− j + Fi) ∩ Fj), ÿêùî i 6 j;
(i, i, Fi ∩ (j − i+ Fj)), ÿêùî i > j,

çâiäêè

(i, i, Fi) · (j, j, Fj) = (j, j, Fi) · (i, i, Fj),
à îòæå, ñïðàâäæó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ ëåìè. �

Ëåìà 4. Åëåìåíòè (i, j, F ) i (j, i, F ) ¹ iíâåðñíèìè â íàïiâãðóïi BF
ω .

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ìà¹ìî

(i, j, F ) · (j, i, F ) · (i, j, F ) = (i, i, F ) · (i, j, F ) = (i, j, F )

i

(j, i, F ) · (i, j, F ) · (j, i, F ) = (j, j, F ) · (j, i, F ) = (j, i, F ),

çâiäêè é âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè. �

Çà òåîðåìîþ Âàãíåðà�Ïðåñòîíà (äèâ. [5, òåîðåìà 1.17]) ðåãóëÿðíà íàïiâãðóïà ¹
iíâåðñíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iäåìïîòåíòè â íié êîìóòóþòü, à îòæå, ç ëåì 3 i 4
âèïëèâà¹ òåîðåìà 1.

Òåîðåìà 1. ßêùî F � ω-çàìêíåíà ïiäñiì'ÿ â P(ω), òî BF
ω � iíâåðñíà íàïiâãðóïà.

Ëåìà 5 îïèñó¹ ïðèðîäíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà ìíîæèíi iäåìïîòåíòiâ íàïiâ-
ãðóïè BF

ω .

Ëåìà 5. (i, i, Fi) 4 (j, j, Fj) â E(BF
ω ) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

i > j i Fi ⊆ j − i+ Fj .

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî (i, i, Fi) 4 (j, j, Fj) â E(BF
ω ). Òîäi

(i, i, Fi) · (j, j, Fj) = (i, i, Fi),
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i îñêiëüêè

(i, i, Fi) · (j, j, Fj) =
{

(i− i+ j, j, (i− j + Fi) ∩ Fj), ÿêùî i 6 j;
(i, i− j + j, Fi ∩ (j − i+ Fj)), ÿêùî i > j

=

=

{
(j, j, (i− j + Fi) ∩ Fj), ÿêùî i 6 j;
(i, i, Fi ∩ (j − i+ Fj)), ÿêùî i > j,

òî ç ëåìè 3 âèïëèâà¹, ùî i > j i Fi ⊆ j − i+ Fj .
Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî i > j i Fi ⊆ j − i+ Fj . Òîäi

(i, i, Fi) · (j, j, Fj) = (i, i− j + j, Fi ∩ (j − i+ Fj)) =

= (i, i, Fi ∩ (j − i+ Fj)) =

= (i, i, Fi),

à îòæå, (i, i, Fi) 4 (j, j, Fj) â E(BF
ω ). �

Òâåðäæåííÿ 2 îïèñó¹ ïðèðîäíèé ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà íàïiâãðóïi BF
ω .

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé (i1, j1, F1) i (i2, j2, F2) � íåíóëüîâi åëåìåíòè íàïiâãðóïè

BF
ω . Òîäi (i1, j1, F1) 4 (i2, j2, F2) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè F1 ⊆ −k + F2 é i1 − i2 =

j1 − j2 = k äëÿ äåÿêîãî k ∈ ω.

Äîâåäåííÿ. (⇐=) ßêùî F1 ⊆ −k + F2, i1 − i2 = k i j1 − j2 = k äëÿ äåÿêîãî k ∈ ω, òî

(i1, j1, F1) · (i1, j1, F1)
−1 · (i2, j2, F2) = (i1, j1, F1) · (j1, i1, F1) · (i2, j2, F2) =

= (i1, i1, F1) · (i2, j2, F2) =

= (i1, i1 − i2 + j2, F1 ∩ (i2 − i1 + F2)) =

= (i1, j1 − j2 + j2, F1 ∩ (−k + F2)) =

= (i1, j1, F1 ∩ (−k + F2)) =

= (i1, j1, F1),

i çà ëåìîþ 1.4.6 [12] îòðèìó¹ìî, ùî (i1, j1, F1) 4 (i2, j2, F2).

(=⇒) Ïðèïóñòèìî, ùî (i1, j1, F1) 4 (i2, j2, F2). Òîäi çà ëåìîþ 1.4.6 [12],

(i1, j1, F1) = (i1, j1, F1) · (i1, j1, F1)
−1 · (i2, j2, F2) =

= (i1, j1, F1) · (j1, i1, F1) · (i2, j2, F2) =

= (i1, i1, F1) · (i2, j2, F2) =

=

{
(i1 − i1 + i2, j2, (i1 − i2 + F1) ∩ F2), ÿêùî i1 6 i2;
(i1, i1 − i2 + j2, F1 ∩ (i2 − i1 + F2)), ÿêùî i1 > i2

=

=

{
(i2, j2, (i1 − i2 + F1) ∩ F2), ÿêùî i1 6 i2; (13)
(i1, i1 − i2 + j2, F1 ∩ (i2 − i1 + F2)), ÿêùî i1 > i2 (23)
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i

(i1, j1, F1) = (i2, j2, F2) · (i1, j1, F1)
−1 · (i1, j1, F1) =

= (i2, j2, F2) · (j1, i1, F1) · (i1, j1, F1) =

= (i2, j2, F2) · (j1, j1, F1) =

=

{
(i2, j2 − j1 + j1, F2 ∩ (j1 − j2 + F1)), ÿêùî j1 6 j2;
(i2 − j2 + j1, j1, (j2 − j1 + F2) ∩ F1), ÿêùî j1 > j2

=

=

{
(i2, j2, F2 ∩ (j1 − j2 + F1)), ÿêùî j1 6 j2; (14)
(i2 − j2 + j1, j1, (j2 − j1 + F2) ∩ F1), ÿêùî j1 > j2 (24)

Ó âèïàäêàõ (13) i (14) ìà¹ìî, ùî i1 = i2, j1 = j2, à îòæå, i1 − i2 = j1 − j2 = 0 i
F1 ⊆ −0 + F2. Ó âèïàäêàõ (23) i (24) îäåðæó¹ìî, ùî i1 = i2 − j2 + j1, i âðàõóâàâøè,
ùî i1 > i2, j1 > j2 i (j2 − j1 + F2) ∩ F1 = F1, òà ïðèéíÿâøè k = i1 − i2 = j1 − j2,
îòðèìó¹ìî, ùî F1 ⊆ −k + F2 äëÿ äåÿêîãî k ∈ ω. �

Òåîðåìà 2 îïèñó¹ âiäíîøåííÿ �ðiíà íà íàïiâãðóïi BF
ω .

Òåîðåìà 2. Íåõàé F � ω-çàìêíåíà ïiäñiì'ÿ â P(ω). Òîäi:

(i) (i1, j1, F1)R(i2, j2, F2) â B
F
ω òîäi i ëèøå òîäi, êîëè i1 = i2 i F1 = F2;

(ii) (i1, j1, F1)L (i2, j2, F2) â B
F
ω òîäi i ëèøå òîäi, êîëè j1 = j2 i F1 = F2;

(iii) (i1, j1, F1)H (i2, j2, F2) â B
F
ω òîäi i ëèøå òîäi, êîëè i1 = i2, j1 = j2 i F1 = F2,

à îòæå, âñi H -êëàñè íàïiâãðóïè BF
ω ¹ îäíîåëåìåíòíèìè;

(iv) (i1, j1, F1)D(i2, j2, F2) â B
F
ω òîäi i ëèøå òîäi, êîëè F1 = F2;

(v) (i1, j1, F1)J (i2, j2, F2) â B
F
ω òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíóþòü k1, k2 ∈ ω òàêi,

ùî F1 ⊆ −k1 + F2 i F2 ⊆ −k2 + F1.

Äîâåäåííÿ. (i) Íåõàé (i1, j1, F1) i (i2, j2, F2) � R-åêâiâàëåíòíi åëåìåíòè íàïiâãðóïè
BF
ω òàêi, ùî (i1, j1, F1)R(i2, j2, F2). Ïîçàÿê çà òåîðåìîþ 1,BF

ω � iíâåðñíà íàïiâãðóïà
òà (i1, j1, F1)B

F
ω = (i2, j2, F2)B

F
ω , òî ç òåîðåìè 1.17 [5] âèïëèâà¹, ùî

(i1, j1, F1)B
F
ω = (i1, j1, F1)(i1, j1, F1)

−1BF
ω = (i1, i1, F1)B

F
ω

i
(i2, j2, F2)B

F
ω = (i2, j2, F2)(i2, j2, F2)

−1BF
ω = (i2, i2, F2)B

F
ω ,

à îòæå, (i1, i1, F1) = (i2, i2, F2). Îòîæ âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi i1 = i2 i F1 = F2.
Íàâïàêè, íåõàé (i1, j1, F1) i (i2, j2, F2) � åëåìåíòè íàïiâãðóïè BF

ω òàêi, ùî i1 =

i2 i F1 = F2. Òîäi (i1, i1, F1) = (i2, i2, F2). Ïîçàÿê B
F
ω � iíâåðñíà íàïiâãðóïà, òî ç

òåîðåìè 1.17 [5] âèïëèâà¹, ùî

(i1, j1, F1)B
F
ω = (i1, j1, F1)(i1, j1, F1)

−1BF
ω =

= (i1, i1, F1)B
F
ω =

= (i2, j2, F2)(i2, j2, F2)
−1BF

ω =

= (i2, i2, F2)B
F
ω ,

à îòæå, (i1, j1, F1)R(i2, j2, F2) â B
F
ω .

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (ii) àíàëîãi÷íå äî äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (i).



12
Îëåã ÃÓÒIÊ, Ìèêîëà ÌÈÕÀËÅÍÈ×

ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2020. Âèïóñê 90

Òâåðäæåííÿ (iii) âèïëèâà¹ ç (i) òà (ii).

(iv) Íåõàé (i1, j1, F1) i (i2, j2, F2) � åëåìåíòè íàïiâãðóïè BF
ω òàêi, ùî

(i1, j1, F1)D(i2, j2, F2). Ïîçàÿê R,L ⊆ D òà

(i1, i1, F1)R(i1, j1, F1) i (i2, j2, F2)L (j2, j2, F2)

çà òâåðäæåííÿìè (i) i (ii), òî (i1, i1, F1)D(j2, j2, F2). Çà ëåìîþ Ìàííà (äèâ. [13, ëåìà
1.1] àáî [12, òâåðäæåííÿ 3.2.5]) iñíó¹ åëåìåíò (i, j, F ) ∈ BF

ω òàêèé, ùî

(i, j, F ) · (i, j, F )−1 = (i1, i1, F1) i (i, j, F )−1 · (i, j, F ) = (j2, j2, F2).

Àëå çà ëåìîþ 4 ìà¹ìî, ùî

(i, j, F ) · (i, j, F )−1 = (i, j, F ) · (j, i, F ) = (i, i, F )

i

(i, j, F )−1 · (i, j, F ) = (j, i, F ) · (i, j, F ) = (j, j, F ),

à îòæå, F = F1 = F2.
Íåõàé i1, i2, j1, j2 � äîâiëüíi íåâiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà òà F ∈ F . Çà òâåðäæåííÿ-

ìè (i) i (ii) îòðèìó¹ìî, ùî (i1, i1, F )R(i1, j1, F ) i (i2, j2, F )L (j2, j2, F ), à ç ëåìè 2
âèïëèâà¹, ùî (i1, i1, F ), (i2, j2, F ) ∈ E(BF

ω ). Ïîçàÿê

(i1, j2, F ) · (i1, j2, F )−1 = (i1, j2, F ) · (j2, i1, F ) = (i1, i1, F )

i

(i1, j2, F )
−1 · (i1, j2, F ) = (j2, i1, F ) · (i1, j2, F ) = (j2, j2, F ),

òî çà ëåìîþ Ìàííà (äèâ. [13, ëåìà 1.1] àáî [12, òâåðäæåííÿ 3.2.5]) îòðèìó¹ìî, ùî
(i1, i1, F )D(j2, j2, F ) â B

F
ω , i ïîçàÿê R ◦D ◦L ⊆ D , òî (i1, j1, F )D(i2, j2, F ) â B

F
ω .

(v) Çàóâàæèìî, îñêiëüêè D ⊆ J i çà òâåðäæåííÿì (iv) ìà¹ìî, ùî
(0, 0, F )D(i, j, F ) â BF

ω äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ ω i F ∈ F , òî äîñòàòíüî çíàéòè
íåîáõiäíó òà äîñòàòíþ óìîâó, êîëè åëåìåíòè (0, 0, F1) i (0, 0, F2) ¹ J -åêâiâàëåíòíi â
BF
ω .

Çà òâåðäæåííÿì 3.2.8 [12] åëåìåíòè a i b iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè S ¹ J -
åêâiâàëåíòíi òîäi i ëèøå òîäi, êîëè aDb′ 4 b i bDa′ 4 a äëÿ äåÿêèõ a′, b′ ∈ S.
Òîäi çà òâåðäæåííÿì 2 iäåìïîòåíòè (0, 0, F1) i (0, 0, F2) ¹ J -åêâiâàëåíòíi â BF

ω òîäi
i ëèøå òîäi, êîëè iñíóþòü k1, k2 ∈ ω òàêi, ùî F1 ⊆ −k1 + F2 i F2 ⊆ −k2 + F1. Òîäi
ç âèùå ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî (i1, j1, F1)J (i2, j2, F2) â B

F
ω òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

iñíóþòü k1, k2 ∈ ω òàêi, ùî F1 ⊆ −k1 + F2 i F2 ⊆ −k2 + F1. �

Íàãàäà¹ìî [12, 3], øî iíâåðñíà íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ êîìáiíàòîðíîþ, ÿêùî
âiäíîøåííÿ �ðiíà H íà S ¹ âiäíîøåííÿì ðiâíîñòi.

Ç òâåðäæåííÿ (iii) òåîðåìè 2 âèïëèâà¹ íàñëiäîê 1.

Íàñëiäîê 1. ßêùî F � ω-çàìêíåíà ïiäñiì'ÿ â P(ω), òî BF
ω � êîìáiíàòîðíà

iíâåðñíà íàïiâãðóïà.

Òàêîæ ç òâåðäæåííÿ (v) òåîðåìè 2 âèïëèâà¹ íàñëiäîê 2.
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Íàñëiäîê 2. Íåõàé F � ω-çàìêíåíà ïiäñiì'ÿ â P(ω) i ∅ /∈ F . Òîäi íàïiâãðóïà

BF
ω ¹ ïðîñòîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíèõ F1, F2 ∈ F iñíóþòü k1, k2 ∈ ω

òàêi, ùî

F1 ⊆ −k1 + F2 i F2 ⊆ −k2 + F1.

Íàãàäà¹ìî [5], øî íàïiâãðóïà S ç íóëåì 0 íàçèâà¹òüñÿ 0-ïðîñòîþ, ÿêùî S · S 6=
{0} i {0}� ¹äèíèé âëàñíèé äâîái÷íèé iäåàë â S. Äîáðå âiäîìî (äèâ. [5, ëåìà 2.28]), ùî
íàïiâãðóïà S ç íóëåì 0 ¹ 0-ïðîñòîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè S ìà¹ ëèøå äâà J -êëàñè:
S \ {0} i {0}. Ç òâåðäæåííÿ (v) òåîðåìè 2 âèïëèâà¹ íàñëiäîê 3.

Íàñëiäîê 3. Íåõàé F � ω-çàìêíåíà ïiäñiì'ÿ â P(ω) i ∅ ∈ F . Òîäi íàïiâãðóïà BF
ω

¹ 0-ïðîñòîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíèõ íåïîðîæíiõ ìíîæèí F1, F2 ∈ F
iñíóþòü k1, k2 ∈ ω òàêi, ùî

F1 ⊆ −k1 + F2 i F2 ⊆ −k2 + F1.

Íàãàäà¹ìî [16] (äèâ. òàêîæ [12]), ùî iíâåðñíà íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ E-
óíiòàðíîþ, ÿêùî äëÿ e ∈ E(S) i s ∈ S ç e 4 s âèïëèâà¹, ùî s ∈ E(S). Òîäi ç
òâåðäæåííÿ 2 âèïëèâà¹ òåîðåìà 3.

Òåîðåìà 3. ßêùî F � ω-çàìêíåíà ïiäñiì'ÿ â P(ω) i ∅ /∈ F , òî BF
ω � E-óíiòàðíà

iíâåðñíà íàïiâãðóïà.

Iíäóêòèâíi ïiäìíîæèíè â ω îïèñó¹ ëåìà 6.

Ëåìà 6. Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà F ⊆ ω ¹ iíäóêòèâíîþ â ω òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

(−1 + F ) ∩ F = F.

Äîâåäåííÿ. (=⇒) Ïðèïóñòèìî, ùî F � íåïîðîæíÿ iíäóêòèâíà ìíîæèíà â ω i íåõàé
x ∈ F . Òîäi y = x + 1 ∈ F , à îòæå, x = y − 1 ∈ (−1 + F ) ∩ F . Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
F ⊆ (−1 + F ) ∩ F .

(⇐=) Íåõàé (−1 + F ) ∩ F = F äëÿ äåÿêî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè F ⊆ ω. Çàôiê-
ñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò x ∈ F . Òîäi iñíó¹ åëåìåíò y ∈ F òàêèé, ùî y − 1 = x ∈ F ,
à îòæå, x+ 1 = y ∈ F . �

Òåîðåìà 4. Íåõàé F � ω-çàìêíåíà ïiäñiì'ÿ â P(ω). Íàïiâãðóïà BF
ω ìiñòèòü

îäèíèöþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ñiì'ÿ F ìiñòèòü iíäóêòèâíó ìíîæèíó F0 â ω
òàêó, ùî F0 =

⋃
F . Çà âèêîíàííÿ öèõ óìîâ åëåìåíò (0, 0, F0) ¹ îäèíèöåþ íàïiâ-

ãðóïè BF
ω .

Äîâåäåííÿ. (=⇒) Ïðèïóñòèìî, ùî íàïiâãðóïà BF
ω ìiñòèòü îäèíèöþ. Îñêiëüêè îäè-

íèöÿ êîæíî¨ íàïiâãðóïè ¹ iäåìïîòåíòîì, òî çà ëåìîþ 2 îäèíèöÿ â BF
ω ìà¹ âèãëÿä

(i, i, F0) äëÿ äåÿêèõ i ∈ ω i F0 ∈ F . ßêùî F = {∅}, òî òâåðäæåííÿ òåîðåìè î÷åâèä-
íå, à òîìó íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî F0 6= ∅. ßêùî i 6= 0, òî

(0, 0, F0) · (i, i, F0) = (i, i, (−i+ F0) ∩ F0) 6= (0, 0, F0),

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî åëåìåíò (0, 0, F0) ¹ îäèíèöåþ íàïiâãðóïè BF
ω . Ç ðiâíîñòi

(0, 0, F0) · (1, 1, F0) = (1, 1, (−1 + F0) ∩ F0) = (1, 1, F0)
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âèïëèâà¹, ùî F0 � iíäóêòèâíà ìíîæèíà â ω. Ïîçàÿê

(0, 0, F0) · (0, 0, F ) = (0, 0, F0 ∩ F ) = (0, 0, F )

äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè F ∈ F , òî F0 ⊇
⋃

F , à ç òîãî, ùî F0 ∈ F îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü
F0 =

⋃
F .

(⇐=) Äîâåäåìî, ùî åëåìåíò (0, 0, F0) ¹ ó âèïàäêó, êîëè ñiì'ÿ F ìiñòèòü iíäó-
êòèâíó ìíîæèíó F0 â ω òàêó, ùî F0 =

⋃
F , ¹ îäèíèöåþ íàïiâãðóïè BF

ω . Íåõàé
(i, j, F ) � äîâiëüíèé åëåìåíò íàïiâãðóïè BF

ω . Îñêiëüêè F0 � iíäóêòèâíà ïiäìíîæè-
íà â ω, òî F0 ⊆ ((−i+F0)∩ω), i ç ðiâíîñòi F0 =

⋃
F âèïëèâà¹, ùî (−i+F0)∩F = F

äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ ω i F ∈ F , à îòæå, îòðèìó¹ìî, ùî

(0, 0, F0) · (i, j, F ) = (i, j, (−i+ F0) ∩ F ) = (i, j, F )

i
(i, j, F ) · (0, 0, F0) = (i, j, (−i+ F0) ∩ F ) = (i, j, F ).

Òåîðåìó äîâåäåíî. �

Òâåðäæåííÿ 3. Íàïiâãðóïà BF
ω içîìîðôíà áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äó C (p, q) òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè F = {F} i F � íåïîðîæíÿ iíäóêòèâíà ïiäìíîæèíà â ω.

Äîâåäåííÿ. (⇐=) Íåõàé F � iíäóêòèâíà ïiäìíîæèíà â ω i F = {F}. Äëÿ äîâiëüíèõ
i, j, k, l ∈ ω ìà¹ìî, ùî

(i, j, F ) · (k, l, F ) =
{

(i− j + k, l, (j − k + F ) ∩ F ), ÿêùî j 6 k;
(i, j − k + l, F ∩ (k − j + F )), ÿêùî j > k

=

=

{
(i− j + k, l, F ), ÿêùî j 6 k;
(i, j − k + l, F ), ÿêùî j > k,

à òîäi ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ íà áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äi C (p, q) âèïëèâà¹,
ùî âiäîáðàæåííÿ f : BF

ω → C (p, q), îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ f(i, j, F ) = qipj ¹ içîìîð-
ôiçìîì.

(=⇒) Ïðèïóñòèìî, ùî íàïiâãðóïà BF
ω içîìîðôíà áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äó C (p, q).

Îñêiëüêè áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä íå ìiñòèòü íóëÿ, òî ∅ 6∈ F . Òàêîæ ç òåîðåìè 4 âèïëè-
âà¹, ùî ñiì'ÿ F ìiñòèòü iíäóêòèâíó ìíîæèíó F0 â ω òàêó, ùî F0 =

⋃
F . Ðîçãëÿíåìî

äîâiëüíó ìíîæèíó F ∈ F . Îñêiëüêè áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä ¹ áiïðîñòîþ iíâåðñíîþ íà-
ïiâãðóïîþ òà íàïiâãðóïà BF

ω içîìîðôíà áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äó C (p, q), òî F = F0 çà
òåîðåìîþ 2, à îòæå, F = {F0}. �

Ç òâåðäæåííÿ 3 âèïëèâà¹ íàñëiäîê 4.

Íàñëiäîê 4. Íåõàé F � ω-çàìêíåíà ïiäñiì'ÿ â P(ω). ßêùî ñiì'ÿ F ìiñòèòü

íåïîðîæíþ iíäóêòèâíó ïiäìíîæèíó â ω, òî íàïiâãðóïà BF
ω ìiñòèòü içîìîðôíó

êîïiþ áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà.

Òåîðåìà 5. Íåõàé F � ω-çàìêíåíà ïiäñiì'ÿ â P(ω). Òîäi òàêi óìîâè åêâiâà-

ëåíòíi:

(i) BF
ω � áiïðîñòà íàïiâãðóïà;

(ii) F � îäíîåëåìåíòíà ñiì'ÿ;

(iii) íàïiâãðóïà BF
ω àáî òðèâiàëüíà, àáî içîìîðôíà áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äó.
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Äîâåäåííÿ. Åêâiâàëåíòíiñòü óìîâ (i) i (ii) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2(iv).

Iìïëiêàöiÿ (iii) =⇒ (ii) âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 3.

Äîâåäåìî iìïëiêàöiþ (ii) =⇒ (iii). ßêùî F = {∅}, òî ç îçíà÷åííÿ íàïiâãðóïè
BF
ω âèïëèâà¹, ùî BF

ω � òðèâiàëüíà (îäíîåëåìåíòíà) íàïiâãðóïà. Òîìó ïðèïóñòèìî,
ùî F = {F} äëÿ äåÿêî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè F . Ïîçàÿê ñiì'ÿ F � ω-çàìêíåíà,
òî (−1 + F ) ∩ F = F , à îòæå, çà ëåìîþ 6, F � iíäóêòèâíà ïiäìíîæèíà â ω. Äàëi
ñêîðèñòà¹ìîñÿ òâåðäæåííÿì 3. �

ßêùî λ � íåíóëüîâèé êàðäèíàë, òî ìíîæèíàBλ = (λ×λ)t{0} ç íàïiâãðóïîâîþ
îïåðàöi¹þ

(a, b) · (c, d) =
{

(a, d), ÿêùî b = c;
0, ÿêùî b 6= c,

i (a, b) · 0 = 0 · (a, b) = 0 · 0 = 0,

äå a, b, c, d ∈ λ, íàçèâà¹òüñÿ íàïiâãðóïîþ λ×λ-ìàòðè÷íèõ îäèíèöü [12, 14].

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé F � ω-çàìêíåíà ïiäñiì'ÿ â P(ω). Íàïiâãðóïà BF
ω içî-

ìîðôíà íàïiâãðóïi ω×ω-ìàòðè÷íèõ îäèíèöü Bω òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè F =
{F,∅}, äå F � îäíîòî÷êîâà ïiäìíîæèíà â ω.

Äîâåäåííÿ. (⇐=) Ïðèïóñòèìî, ùî F = {F,∅} i F � îäíîòî÷êîâà ïiäìíîæèíà â ω.
Äëÿ äîâiëüíèõ i, j, k, l ∈ ω îòðèìà¹ìî

(i, j, F ) · (k, l, F ) =

 (i− j + k, l, (j − k + F ) ∩ F ), ÿêùî j < k;
(i, l, F ∩ F ), ÿêùî j = k
(i, j − k + l, F ∩ (k − j + F )), ÿêùî j > k

=

=

{
(i, l, F ), ÿêùî j = k

0, ÿêùî j 6= k,

i î÷åâèäíî, ùî
(i, j, F ) · 0 = 0 · (i, j, F ) = 0 · 0 = 0,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ f : BF
ω → Bω, îçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ f(i, j, F ) =

(i, j) ¹ içîìîðôiçìîì.

(=⇒) Ïðèïóñòèìî, ùî íàïiâãðóïà BF
ω içîìîðôíà íàïiâãðóïi ω×ω-ìàòðè÷íèõ

îäèíèöü Bω. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò (i, j, F ) íàïiâãðóïè BF
ω .

ßêùî (i, j, F ) íå ¹ iäåìïîòåíòîì, òî çà ëåìîþ 2 ìà¹ìî, ùî i 6= j, à òîäi

0 = (i, j, F ) · (i, j, F ) =
{

(i− j + i, k, (j − i+ F ) ∩ F ), ÿêùî j < k;
(i, j − i+ j, F ∩ (i− j + F )), ÿêùî j > k.

Îòæå, äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ i, j ∈ ω îäåðæèìî, ùî

(j − i+ F ) ∩ F = ∅ = F ∩ (i− j + F ),

à öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ìà¹ìî, ùî −k + F ∩ F = ∅.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà F îäíîåëåìåíòíà.

Ïðèïóñòèìî, ùî ñiì'ÿ F ìiñòèòü äâi îäíîåëåìåíòíi ìíîæèíè Fk = {k} i Fl =
{l}, äëÿ äåÿêèõ ðiçíèõ k, l ∈ ω. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî
k < l. Çà ëåìîþ 2 äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ ω åëåìåíòè (i + k, i + k, Fk) i (i + l, i + l, Fl) ¹
iäåìïîòåíòàìè íàïiâãðóïè BF

ω , ïðè÷îìó (i+ k, i+ k, Fk) 6= (i+ l, i+ l, Fl), îñêiëüêè
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k 6= l. Ïîçàÿê íàïiâãðóïè BF
ω i Bω içîìîðôíi, òî âñi íåíóëüîâi iäåìïîòåíòè â BF

ω

ïðèìiòèâíi, à îòæå, îòðèìó¹ìî, ùî

0 = (i+ k, i+ k, Fk) · (i+ l, i+ l, Fl) =

= (i+ l, i+ l, (k − l + Fl) ∩ Fk) =
= (i+ l, i+ l, Fk) 6= 0,

ñóïåðå÷íiñòü. Ç îòðèìàíî¨ ñóïåðå÷íîñòi âèïëèâà¹, ùî ñiì'ÿ F ìiñòèòü ëèøå îäíó
îäíîåëåìåíòíó ìíîæèíó. �

Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ïîçíà÷èìî nω = {n · i : i ∈ ω}.

Ëåìà 7. Íåñêií÷åííà ïiäìíîæèíà F ⊆ ω çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

(∗) (−k + F ) ∩ F = F àáî (−k + F ) ∩ F = ∅ äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

k

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè F = i0 + nω äëÿ äåÿêèõ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n òà i0 ∈ ω.

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöiÿ (⇐=) î÷åâèäíà.
(=⇒) Ïðèïóñòèìî, ùî íåñêií÷åííà ïiäìíîæèíà F ⊆ ω çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (∗).

Î÷åâèäíî, îñêiëüêè F � íåñêií÷åííà ìíîæèíà, òî iñíó¹ íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî
n0 òàêå, ùî (−n0 + F ) ∩ F 6= ∅, à îòæå, (−n0 + F ) ∩ F = F . ßêùî n0 = 1, òî F �
iíäóêòèâíà ïiäìíîæèíà â ω çà ëåìîþ 6, à îòæå, F = i0 + ω, äå i0 = minF .

Äàëi ââàæàòèìåìî, ùî n0 > 1. ßêùî j0 = minF , òî j0 + n0 ∈ F , à îòæå
j0 + n0ω ⊆ F . Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ÷èñëî m ∈ ω \ (j0 + n0ω) òàêå, ùî m ∈ F , i
íåõàé j0 + kn0 < m < j0 + (k + 1)n0 äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k. Òîäi

m− (j0 + n0), . . . ,m− (j0 + kn0) ∈ F.
Îäíàê m− (j0 + kn0) < n0, à îòæå iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî m− (j0 + kn0), ùî

−(m− (j0 + kn0)) + F ⊆ F,
ùî ñóïåðå÷èòü âèáîðó ÷èñëà n0. Ç îòðèìàíî¨ ñóïåðå÷íîñòi âèïëèâà¹ iìïëiêàöiÿ (=⇒).

�

Íàãàäà¹ìî [12], øî iíâåðñíà íàïiâãðóïà S ç íóëåì 0 íàçèâà¹òüñÿ 0-áiïðîñòîþ,
ÿêùî S ìà¹ ëèøå äâà D-êëàñè: S \ {0} i {0}.

Ïðèêëàä 1. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi i0 ∈ ω òà íàòóðàëüíå ÷èñëî j0. Ïðèéìåìî
B(i0,j0)
ω = BF

ω , äå F = {∅, i0 + j0ω}. Òîäi, î÷åâèäíî, ùî F � ω -çàìêíåíà ñiì'ÿ
â P(ω), à òàêîæ çà òåîðåìîþ 1 iíâåðñíà íàïiâãðóïà B(i0,j0)

ω ¹ 0-áiïðîñòîþ. Áiëü-
øå òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî i0 ∈ ω çà òâåðäæåííÿì 3 íàïiâãðóïà B(i0,1)

ω içîìîðôíà
áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äó ç ïðè¹äíàíèì íóëåì.

Áåçïîñåðåäíüî çâè÷àéíîþ ïåðåâiðêîþ äîâîäèòüñÿ, ùî äëÿ äîâiëüíèõ i1, i2 ∈ ω
òà äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà j0 âiäîáðàæåííÿ h : B(i1,j0)

ω → B(i2,j0)
ω , îçíà÷åíå

h(n,m, i1 + j0ω) = (n,m, i2 + j0ω) i h(0) = 0

¹ içîìîðôiçìîì. Îòæå, âèêîíó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ 5.

Òâåðäæåííÿ 5. Äëÿ äîâiëüíèõ i1, i2 ∈ ω òà äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà j0
íàïiâãðóïè B(i1,j0)

ω i B(i2,j0)
ω içîìîðôíi.
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Òåîðåìà 6 îïèñó¹ ñòðóêòóðó 0-áiïðîñòèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï BF
ω ç òî÷íiñòþ äî

içîìîðôiçìó íàïiâãðóï.

Òåîðåìà 6. Íåõàé F � ω-çàìêíåíà ïiäñiì'ÿ â P(ω), ∅ ∈ F i BF
ω � 0-áiïðîñòà

íàïiâãðóïà. Òîäi âèêîíó¹òüñÿ ëèøå îäíà ç óìîâ:

(1) íàïiâãðóïà BF
ω içîìîðôíà íàïiâãðóïi ω×ω-ìàòðè÷íèõ îäèíèöü Bω;

(2) íàïiâãðóïà BF
ω içîìîðôíà áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äó ç ïðè¹äíàíèì íóëåì;

(3) íàïiâãðóïà BF
ω içîìîðôíà íàïiâãðóïi B(0,j0)

ω äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

j0 > 2.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 2(iv) ñiì'ÿ F ìiñòèòü íåïîðîæíþ ìíîæèíó F i ïîðîæ-
íþ ìíîæèíó ∅. Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà F ñêií÷åííà. Òîäi, àíàëîãi÷íî, ÿê i â
òâåðäæåííi 4 äîâîäèòüñÿ, ùî F îäíîåëåìåíòíà ìíîæèíà, à îòæå, çà òâåðäæåííÿì 4
íàïiâãðóïà BF

ω içîìîðôíà íàïiâãðóïi ω×ω-ìàòðè÷íèõ îäèíèöü Bω.
ßêùî æ F � íåñêií÷åííà ìíîæèíà, òî ç òåîðåìè 2(iv) âèïëèâà¹, ùî âèêîíó-

¹òüñÿ îäíà ç óìîâ

a) (−1 + F ) ∩ F = F àáî b) (−1 + F ) ∩ F = ∅.

Ó âèïàäêó a) çà òâåðäæåííÿì 3 ìíîæèíà BF
ω \{0} ¹ ïiäíàïiâãðóïîþ â BF

ω , ÿêà
içîìîðôíà áiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äó, à îòæå, âèêîíó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ (2).

ßêùî æ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà b), òî çà ëåìîþ 7 ìàòèìåìî, ùî F = j0 + i0ω äëÿ
äåÿêèõ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i0 òà j0 ∈ ω. Çàñòîñóâàâøè òâåðäæåííÿ 5, îòðèìó¹ìî,
ùî âèêîíó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ (3). �

Íàãàäà¹ìî [12, 14], ùî íàéìåíøà (ìiíiìàëüíà) ãðóïîâà êîíãðóåíöiÿ σ íà ií-
âåðñíié íàïiâãðóïi S âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

sσt ⇐⇒ es = et äëÿ äåÿêîãî e ∈ E(S).

Î÷åâèäíî, ÿêùî F � ω-çàìêíåíà ïiäñiì'ÿ â P(ω) i ∅ ∈ F , òî íàïiâãðóïà BF
ω

ìiñòèòü íóëü, à îòæå, ôàêòîð-íàïiâãðóïà BF
ω /σ içîìîðôíà òðèâiàëüíié íàïiâãðóïi.

Òâåðäæåííÿ 6. Íåõàé F � ω-çàìêíåíà ïiäñiì'ÿ â P(ω) i ∅ /∈ F . Òîäi

(i1, j1, F1)σ(i2, j2, F2) â BF
ω òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè i1 − j1 = i2 − j2, à îòæå,

ôàêòîð-íàïiâãðóïà BF
ω /σ içîìîðôíà àäèòèâíié ãðóïi öiëèõ ÷èñåë Z(+).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (i1, j1, F1) i (i2, j2, F2)� äîâiëüíi åëåìåíòè íàïiâãðóïèBF
ω . Ç îçíà-

÷åííÿ íàéìåíøî¨ ãðóïîâî¨ êîíãðóåíöi¨ σ âèïëèâà¹, ùî (i1, j1, F1)σ(i2, j2, F2) òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ åëåìåíò (i, j, F ) ∈ BF

ω òàêèé, ùî (i, j, F ) 4 (i1, j1, F1) i
(i, j, F ) 4 (i2, j2, F2). Òîäi çà òâåðäæåííÿì 2 îòðèìà¹ìî, ùî

F ⊆ −k1 + F1 i i− i1 = j − j1 = k1

òà

F ⊆ −k2 + F2 i i− i2 = j − j2 = k2

äëÿ äåÿêèõ k1, k2 ∈ ω. Îòîæ ç (i1, j1, F1)σ(i2, j2, F2) â B
F
ω âèïëèâà¹, ùî

i1 − j1 = i2 − j2 = i− j.
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Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ åëåìåíòiâ (i1, j1, F1) i (i2, j2, F2) íàïiâãðóïè BF
ω ñïðàâ-

äæó¹òüñÿ ðiâíiñòü i1 − j1 = i2 − j2. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè, ùî
i1 > i2. Ïîçàÿê F � ω-çàìêíåíà ïiäñiì'ÿ â P(ω), òî

F = F1 ∩ (i2 − i1 + F2) ∈ F .

Òîäi j1 > j2 i çà òâåðäæåííÿì 2 îòðèìà¹ìî, ùî

(i1, j1, F ) = (i1, j1, F ∩ F1) = (i1, i1, F ) · (i1, j1, F1) 4 (i1, j1, F1)

i

(i1, i1, F ) · (i2, j2, F2) = (i1, i1 − i2 + j2, F ∩ (i2 − i1 + F2)) =

= (i1, j1 − j2 + j2, F ∩ (i2 − i1 + F2)) =

= (i1, j1, F ∩ (i2 − i1 + F2)) =

= (i1, j1, F ) 4

4 (i2, j2, F2),

à îòæå, (i1, j1, F1)σ(i2, j2, F2) â B
F
ω .

Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ hσ : B
F
ω → Z(+) çà ôîðìóëîþ hσ(i, j, F ) = i − j. Ç

âèùå äîâåäåíîãî âèïëèâà¹, ùî hσ(i1, j1, F1) = hσ(i2, j2, F2) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
(i1, j1, F1)σ(i2, j2, F2) âB

F
ω , à îòæå, âiäîáðàæåííÿ hσ : B

F
ω → Z(+) ¹ ãîìîìîðôiçìîì

i ôàêòîð-íàïiâãðóïà BF
ω /σ içîìîðôíà àäèòèâíié ãðóïi öiëèõ ÷èñåë Z(+). �

Ïîäÿêà

Àâòîðè âèñëîâëþþòü ùèðó ïîäÿêó ðåöåíçåíòîâi çà öiííi ïîðàäè.
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We introduce an algebraic extension BF
ω of the bicyclic monoid for an

arbitrary ω-closed family F subsets of ω which generalizes the bicyclic monoid,
the countable semigroup of matrix units and some other combinatorial inverse
semigroups. It is proved that BF

ω is a combinatorial inverse semigroup and
Green's relations, the natural partial order on BF

ω , and its set of idempotents
are described. We provide criteria of simplicity, 0-simplicity, bisimplicity, 0-
bisimplicity of the semigroupBF

ω and whenBF
ω has the identity, is isomorphic

to the bicyclic semigroup or the countable semigroup of matrix units.

Key words: semigroup, bicyclic monoid, extension.
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