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Ó ñòàòòi âèâ÷àþòüñÿ âëàñòèâîñòi, ùî õàðàêòåðèçóþòü ðîçìiùåííÿ ñiì'¨
ïiäïðîñòîðiâ ó òèõîíîâñüêîìó ïðîñòîði, ÿêi çáåðiãàþòüñÿ âiäíîøåííÿì M -
åêâiâàëåíòíîñòi.

Êëþ÷îâi ñëîâà: âiëüíà òîïîëîãi÷íà ãðóïà, ñïåöiàëüíèé içîìîðôiçì âiëü-
íèõ ãðóï, ñiì'ÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ.

1. Âñòóï

Ìè ïðîäîâæó¹ìî âèâ÷àòè åêâiâàëåíòíi çà Ìàðêîâèì íàáîðè òèõîíîâñüêèõ ïðî-
ñòîðiâ, ðîçïî÷àòi â [2]�[3]. Òåðìiíîëîãiÿ i ïîçíà÷åííÿ âçÿòi ç öèõ ïðàöü. Ìè îçíà÷ó¹ìî
ðÿä òîïîëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòåé, ùî õàðàêòåðèçóþòü ðîçìiùåííÿ ñiì'¨ ïiäïðîñòîðiâ
ó òèõîíîâñüêîìó ïðîñòîði òà âèçíà÷à¹ìî ¨õíþ M -iíâàðiàíòíiñòü.

Ó [4] ìiñòèòüñÿ íàéïîâíiøèé íà ñüîãîäíi ñèñòåìàòèçîâàíèé âèêëàä âëàñòèâîñòåé
âiëüíèõ òîïîëîãi÷íèõ ãðóï, ÿêi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ó öié ïðàöi.

Äëÿ òèõîíîâñüêîãî ïðîñòîðó X ÷åðåç F (X) áóäåìî ïîçíà÷àòè âiëüíó òîïîëîãi÷-
íó ãðóïó íàäX. Äëÿ ïiäïðîñòîðó Y ⊆ X òèõîíîâñüêîãî ïðîñòîðóX ÷åðåç 〈Y 〉 áóäåìî
ïîçíà÷àòè ïiäãðóïó â F (X) ïîðîäæåíó ìíîæèíîþ òâiðíèõ Y . Íåõàé {Xi : i ∈ I}
� ñiì'ÿ ïiäïðîñòîðiâ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, {Yi : i ∈ I} � ñiì'ÿ ïiäïðîñòîðiâ
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y . Ñêàæåìî, ùî ñiì'ÿ (X, {Xi : i ∈ I}) ¹ M-åêâiâàëåíòíîþ

ñiì'¨ (Y, {Yi : i ∈ I}), ÿêùî iñíó¹ òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì h : F (X) → F (Y ), òàêèé,
ùî h(Xi) ⊆ 〈Yi〉 i h−1(Yi) ⊆ 〈Xi〉 äëÿ âñiõ i ∈ I. Ïîçíà÷àòèìåìî öå òàê:

(X, {Xi : i ∈ I})
M∼ (Y, {Yi : i ∈ I}).
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Ìiíÿþ÷è â öüîìó îçíà÷åííi ôóíêòîð âiëüíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè íà ôóíêòîðè
âiëüíî¨ àáåëåâî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè òà âiëüíîãî ëîêàëüíî îïóêëîãî ïðîñòîðó, îòðè-
ìà¹ìî ïîíÿòòÿ A-åêâiâàëåíòíèõ i L-åêâiâàëåíòíèõ íàáîðiâ.

Ñêàæåìî, ùî içîìîðôiçì i : F (X)→ F (Y ) ñïåöiàëüíèé, ÿêùî êîìïîçèöiÿ e∗Y ◦i ¹
ïîñòiéíèì âiäîáðàæåííÿì, äå e∗Y : F (Y )→ Z� ãîìîìîðôiçì, ùî ïðîäîâæó¹ ôóíêöiþ
eY : Y → Z, ÿêà òîòîæíî ðiâíà 1 íà Y . ×åðåç Zn = {0, 1, · · ·n− 1} áóäåìî ïîçíà÷àòè
ñêií÷åííó ãðóïó ëèøêiâ, íàäiëåíó äèñêðåòíîþ òîïîëîãi¹þ.

2. Ïðî äåÿêi iíâàðiàíòè âiäíîøåííÿ M-åêâiâàëåíòíîñòi

Íåõàé G1 � òîïîëîãi÷íà ãðóïà. Ñêàæåìî, ùî ñèñòåìà ïiäïðîñòîðiâ {Xs : s ∈ S}
¹ G1-âiääiëüíîþ â X, ÿêùî iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → G1 òàêå, ùî
f(Xs) ⊆ {as}, i ai 6= aj ïðè i 6= j.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé {Xs : s ∈ S} � ñiì'ÿ ïiäïðîñòîðiâ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó

X, {Ys : s ∈ S} � ñiì'ÿ ïiäïðîñòîðiâ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , G1 � òîïîëîãi÷íà

ãðóïà. Íåõàé òàêîæ iñíó¹ ñïåöiàëüíèé òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì i : F (X) → F (Y )
òàêèé, ùî i(〈Xs〉) = 〈Ys〉 äëÿ âñiõ s ∈ S. ßêùî ñèñòåìà {Xs : s ∈ S} ¹ G1-âiääiëüíîþ

â X, òî ñèñòåìà {Ys : s ∈ S} ¹ G1-âiääiëüíîþ â Y .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé i : F (X)→ F (Y ) ñïåöiàëüíèé òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì òàêèé, ùî
i(〈Xs〉) = 〈Ys〉 äëÿ âñiõ s ∈ S. Íåõàé f : X → G1, íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ òàêå, ùî
f(Xs) ⊆ {as}. Ïðîäîâæèìî âiäîáðàæåííÿ f : X → G1 äî íåïåðåðâíîãî ãîìîìîðôiçìó
f∗ : F (X)→ G1. Ïðèéìåìî g

∗ = f∗ ◦ i−1. Íåõàé b ∈ Ys, ïðè÷îìó

i−1(b) = xε11 x
ε2
2 . . . xεnn ,

äå

n∑
i=1

εi = 1. Òîäi

g(b) = f∗ ◦ i−1(b) = f∗(xε11 x
ε2
2 . . . xεnn ) = aε1s a

ε2
s . . . aεns = aεns = g

n∑
i=1

εi
= a1s = as.

Îòîæ, g(Ys) ⊆ {as}.
�

Íàñëiäîê 1. Íåõàé X1, X2, . . . , Xn � ñêií÷åííà ñiì'ÿ ïiäïðîñòîðiâ òèõîíîâñüêîãî

ïðîñòîðó X, Y1, Y2, . . . , Yn � ñêií÷åííà ñiì'ÿ ïiäïðîñòîðiâ òèõîíîâñüêîãî ïðîñòîðó

Y . ßêùî iñíóþòü ñïåöiàëüíèé òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì i : F (X) → F (Y ) òàêèé,

ùî i(〈Xs〉) = 〈Ys〉 äëÿ âñiõ s = 1, .., n òà ñèñòåìà âiäêðèòî-çàìêíåíèõ äèç'þíêòíèõ

ìíîæèí V1, V2, · · · , Vn â X òàêèõ, ùî Xs ⊆ Vs äëÿ âñiõ s = 1, .., n, òî iñíó¹ ñèñòåìà
âiäêðèòî-çàìêíåíèõ äèç'þíêòíèõ ìíîæèí U1, U2, · · · , Un â Y òàêèõ, ùî Ys ⊆ Us

äëÿ âñiõ s = 1, .., n.

Äîâåäåííÿ. Çãàäàíà óìîâà åêâiâàëåíòíà óìîâi Zn-âiääiëüíîñòi. �

Íåõàé G1 � òîïîëîãi÷íà ãðóïà. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ñiì'ÿ ïiäïðîñòîðiâ {Xs :
s ∈ S} òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X óòâîðþ¹ G1-ïîêðèòòÿ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî
âiäîáðàæåííÿ f : X → G1 ç íåïåðåðâíîñòi óñiõ çâóæåíü f |Xs âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü
âiäîáðàæåííÿ f .
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Íàãàäà¹ìî, ùî ïiäïðîñòið Y òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ P -
âêëàäåíèì, ÿêùî äîâiëüíà íåïåðåðâíà ïñåâäîìåòðèêà, çàäàíà íà ïðîñòîði Y , äî-
ïóñêà¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ íà X. ßêùî ïiäïðîñòið Y ¹ P -âêëàäåíèì ó X, òî
ïiäãðóïà 〈Y 〉 âiëüíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè F (X), ïîðîäæåíà ìíîæèíîþ òâiðíèõ Y ¹
òîïîëîãi÷íî içîìîðôíîþ F (Y ).

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé {Xs : s ∈ S} � ñiì'ÿ ïiäïðîñòîðiâ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó

X, {Ys : s ∈ S} � ñiì'ÿ ïiäïðîñòîðiâ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , G � òîïîëîãi÷íà

ãðóïà òà

(X, {Xs : s ∈ S})
M∼ (Y, {Ys : s ∈ S}).

ßêùî ñiì'ÿ {Xs : s ∈ S} óòâîðþ¹ G-ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó X, à óñi åëåìåíòè ñiì'¨

{Ys : s ∈ S} ¹ P -âêëàäåíèìè â Y , òî ñiì'ÿ {Ys : s ∈ S} óòâîðþ¹ G-ïîêðèòòÿ
ïðîñòîðó Y .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f : Y → G � âiäîáðàæåííÿ òàêå, ùî óñi çâóæåííÿ f |Ys íåïåðåðâ-
íi. Ïðîäîâæèìî âiäîáðàæåííÿ f äî ãîìîìîðôiçìó f∗ : F (Y )→ G. Îñêiëüêè âñi åëå-
ìåíòè ñiì'¨ {Ys : s ∈ S} ¹ P -âêëàäåíèìè â Y , òî êîæíà ïiäãðóïà 〈Yi〉 òîïîëîãi÷íî
içîìîðôíà ãðóïi F (Yi), à òîìó óñi ãîìîìîðôiçìè f∗|〈Ys〉 : 〈Ys〉 → G ¹ íåïåðåðâíèìè.
Îòîæ, óñi çâóæåííÿ f∗|Xs íåïåðåðâíi. Ç òîãî, ùî ñiì'ÿ {Xs : s ∈ S} óòâîðþ¹ G-
ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó X, âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ f∗|X , çâiäêè âèïëèâà¹
íåïåðåðâíiñòü ãîìîìîðôiçìó f∗, à îòæå, i íåïåðåðâíiñòü ñàìîãî âiäîáðàæåííÿ f . �

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé G � òîïîëîãi÷íà ãðóïà, {τs : s ∈ S} � ñiì'ÿ íåñêií÷åííèõ

êàðäèíàëiâ, {Xs : s ∈ S} � ñiì'ÿ ïiäïðîñòîðiâ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, {Ys : s ∈
S} � ñiì'ÿ ïiäïðîñòîðiâ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ,

(X, {Xs : s ∈ S})
M∼ (Y, {Ys : s ∈ S}),

à äîâiëüíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → G ìà¹ òó âëàñòèâiñòü, ùî |f(Xs)| 6 τs
äëÿ âñiõ s ∈ S. Òîäi äîâiëüíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ h : Y → G ìà¹ òó âëàñòè-

âiñòü, ùî |h(Ys)| 6 τs äëÿ âñiõ s ∈ S.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ïðîñòið X íåñêií÷åííèé, òî |X| = |〈X〉|. Íåõàé f : Y → G � íåïå-
ðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi äëÿ êîæíîãî s ∈ S âèêîíó¹òüñÿ

|h(Ys)| = |〈h(Ys)〉| = |h∗(Ys)| = |f∗(Xs)| = |〈f(Xs)〉| = |f(Xs)|.
�

Äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ÷åðåç nw(X) ïîçíà÷èìî ñiòêîâó âàãó ïðîñòîðó
X.

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé G � òîïîëîãi÷íà ãðóïà, {τs : s ∈ S} � ñiì'ÿ íåñêií÷åííèõ

êàðäèíàëiâ, {Xs : s ∈ S} � ñiì'ÿ ïiäïðîñòîðiâ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, {Ys : s ∈
S} � ñiì'ÿ ïiäïðîñòîðiâ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ,

(X, {Xs : s ∈ S})
M∼ (Y, {Ys : s ∈ S}),

à äîâiëüíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → G ìà¹ òó âëàñòèâiñòü, ùî nw(f(Xs)) 6
τs äëÿ âñiõ s ∈ S. Òîäi äîâiëüíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ h : Y → G ìà¹ òó âëà-

ñòèâiñòü, ùî nw(h(Ys)) 6 τs äëÿ âñiõ s ∈ S.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé X � ïiäïðîñòið òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè G. ßêùî ñiòêîâà âàãà ïðîñòî-
ðó X íåñêií÷åííà, òî nw(X) = nw(〈X〉). ßêùî X1 òà X2 ïiäïðîñòîðè òîïîëîãi÷íî¨
ãðóïè G, òî

nw(X1 ·X2) 6 max{nw(X1), nw(X2)}.
Îòîæ, äëÿ êîæíîãî s ∈ S âèêîíó¹òüñÿ

nw(h(Ys)) = nw(〈h(Ys)〉) = nw(h∗(Ys)) = nw(f∗(Xs)) = nw(〈f(Xs)〉) = nw(f(Xs)).

�

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïiäïðîñòið A ⊆ X ¹ çâ'ÿçíèì ñòîñîâíî X, ÿêùî äëÿ
äîâiëüíèõ äâîõ íåïåðåòèííèõ âiäêðèòî-çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí U, V ⊆ X òàêèõ, ùî
U ∪ V = X ìà¹ìî, ùî A ⊆ U àáî A ⊆ V .

Òâåðäæåííÿ 5. Íåõàé (X,A)
M∼ (Y,B) i ïðîñòið A ¹ çâ'ÿçíèì ñòîñîâíî X. Òîäi

ïðîñòið B ¹ çâ'ÿçíèì ñòîñîâíî Y .

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç íàñòóïíî¨ ëåìè.

Ëåìà 1. Ïiäïðîñòið A ⊆ X ¹ çâ'ÿçíèì ñòîñîâíî X òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹

íå áiëüøå äâîõ íåïåðåðâíèõ ãîìîìîðôiçìiâ 〈A〉 → Z2, ÿêi äîïóñêàþòü ïðîäîâæåííÿ

íà F (X).

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðîñòið A ¹ íåçâ'ÿçíèì ñòîñîâíî X, U òà
V � ìíîæèíè çàçíà÷åíi â óìîâi íåçâ'ÿçíîñòi. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ f : A → G,
ïðèéíÿâøè f(x) = 0, ÿêùî x ∈ A∩U i f(x) = 1, ÿêùî x ∈ A∩ V . Òîäi âiäîáðàæåííÿ
f , à òàêîæ âiäîáðàæåííÿ òîòîæíî ðiâíi 0 òà 1, äîïóñêàþòü íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ
íà X.

Äîñòàòíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ùîíàéìåíøå òðè âiäîáðàæåííÿ ç ïðîñòîðó
G ó òîïîëîãi÷íó ãðóïó Z2, ÿêi ïðîäîâæóþòüñÿ íåïåðåðâíî íà X. Ñåðåä íèõ iñíó¹
âiäîáðàæåííÿ f : A → G, ÿêå íå ¹ ñòàëèì íà A. Íåõàé F : X → Z2 � íåïåðåðâíå
ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåííÿ f . Ïðèéìåìî U = F−1(0), V = F−1(1). Òîäi

U ∪ V = X, U ∩ V = ∅, A ∩ U 6= ∅, A ∩ V 6= ∅,
ùî ñóïåðå÷èòü çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè A ñòîñîâíî X. �

Òâåðäæåííÿ 5 ëåãêî óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà âèïàäîê áiëüøî¨ êiëüêîñòi ïiäïðîñòî-
ðiâ. Íåõàé {Xs : s ∈ S} � ñiì'ÿ ïiäïðîñòîðiâ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Ñêàæåìî,
ùî ñiì'ÿ {Xs : s ∈ S} ¹ çâ'ÿçíîþ ñòîñîâíî X, ÿêùî íå iñíó¹ âiäêðèòî-çàìêíåíèõ
ïiäìíîæèí U i V â X òàêèõ, ùî:

1) U ∩ V = ∅, U ∪ V = X;
2) äëÿ âñiõ s ∈ S âèêîíó¹òüñÿ U ∩Xs = ∅ àáî V ∩Xs = ∅,

àáî iíøèìè ñëîâàìè, íå ìîæíà âiäîêðåìèòè ïðîñòið X, íå âiäîêðåìèâøè ïðèíàéìíi
îäíîãî ç ïiäïðîñòîðiâ Xs.

Òâåðäæåííÿ 6. Íåõàé {Xs : s ∈ S} � ñiì'ÿ ïiäïðîñòîðiâ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó

X, {Ys : s ∈ S} � ñiì'ÿ ïiäïðîñòîðiâ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y . Íåõàé òàêîæ iñíó¹

ñïåöiàëüíèé òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì i : F (X) → F (Y ) òàêèé, ùî i(〈Xs〉) = 〈Ys〉
äëÿ âñiõ s ∈ S. ßêùî ñiì'ÿ ïiäïðîñòîðiâ {Xs : s ∈ S} ïðîñòîðó X ¹ çâ'ÿçíîþ

ñòîñîâíî X, òî ñiì'ÿ ïiäïðîñòîðiâ {Ys : s ∈ S} ïðîñòîðó Y ¹ çâ'ÿçíîþ ñòîñîâíî

Y .
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3. G-çâ'ÿçíi òà G-ñòàáiëüíi ïiäïðîñòîðè

Íåõàé G � òîïîëîãi÷íà ãðóïà. Ñêàæåìî, ùî ñiì'ÿ ïiäïðîñòîðiâ {Xs : s ∈ S}
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ¹ G-çâ'ÿçíîþ â X , ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî íåïåðåðâíîãî
âiäîáðàæåííÿ f : X → G1 ç óìîâè f |X 6= const âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ s ∈ S, ùî f |Xs 6=
const.

Òåîðåìà 1. Íåõàé G � òîïîëîãi÷íà ãðóïà, {Xs : s ∈ S} � ñiì'ÿ ïiäïðîñòîðiâ òî-

ïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, {Ys : s ∈ S} � ñiì'ÿ ïiäïðîñòîðiâ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó

Y òàêi, ùî iñíó¹ ñïåöiàëüíèé òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì i : F (X) → F (Y ), ùî çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó i(〈Xs〉) = 〈Ys〉 äëÿ âñiõ s ∈ S. ßêùî ñiì'ÿ ïiäïðîñòîðiâ {Xs : s ∈ S}
ïðîñòîðó X G-çâ'ÿçíà â X, òî ñiì'ÿ ïiäïðîñòîðiâ {Ys : s ∈ S} ïðîñòîðó Y ¹ G-
çâ'ÿçíîþ â Y .

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ciì'ÿ ïiäïðîñòîðiâ {Xs : s ∈ S} ïðîñòîðó X G-çâ'ÿçíà â
X. Íåõàé i : F (X)→ F (Y ) ñïåöiàëüíèé òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì òàêèé, ùî i(〈Xs〉) =
〈Ys〉 äëÿ âñiõ s ∈ S, h : Y → G, íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ òàêå, ùî h|Y 6= const.
Ïðîäîâæèìî âiäîáðàæåííÿ h : Y → G äî íåïåðåðâíîãî ãîìîìîðôiçìó h∗ : F (X) →
G. Ïðèéìåìî f∗ = h∗ ◦ i, f = f∗|X . Âiäîáðàæåííÿ f ¹ íåïåðåðâíèì. Äîâåäåìî, ùî
f |X 6= const. Ïðèïóñòèìî f(X) = {a} äëÿ äåÿêîãî a ∈ G. Íåõàé b ∈ Y , i−1(b) =

aε11 a
ε2
2 . . . aεnn , äå

n∑
i=1

εi = 1. Òîäi

h(b) = aε1aε2 . . . aεn = aεn = g

n∑
i=1

εi
= a1 = a.

Îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü ç òèì, ùî f |X 6= const. Îòîæ, iñíó¹ s ∈ S, ùî f |Xs
6= const.

Ìiðêóâàííÿìè àíàëîãi÷íèìè äî ïîïåðåäíiõ äîâîäèìî, ùî h|Ys
6= const. �

Íàñëiäîê 2. Íåõàé G � òîïîëîãi÷íà ãðóïà, X � òèõîíîâñüêèé ïðîñòið, ïiäïðî-

ñòið X1 ¹ G-çâ'ÿçíèì â X, (X,X1)
M∼ (Y, Y1). Òîäi ïiäïðîñòið Y1 G-çâ'ÿçíèé â Y .

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X G-çâ'ÿçíèé, ÿêùî äîâiëüíå íåïå-
ðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ç òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó òîïîëîãi÷íó ãðóïó G ¹ ñòàëèì.

Íàñëiäîê 3. Íåõàé G � òîïîëîãi÷íà ãðóïà, X � òèõîíîâñüêèé ïðîñòið, ïðîñòið

X G-çâ'ÿçíèé ó X, X
M∼ Y . Òîäi ïðîñòið Y ¹ G-çâ'ÿçíèì.

Àíàëîãi÷íî äî òâåðäæåííÿ 1 äîâîäÿòüñÿ òâåðäæåííÿ 7 i 8.

Òâåðäæåííÿ 7. Íåõàé G � òîïîëîãi÷íà ãðóïà, τ � äîâiëüíèé êàðäèíàë, {Xs :
s ∈ S} � ñiì'ÿ ïiäïðîñòîðiâ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, {Ys : s ∈ S} � ñiì'ÿ

ïiäïðîñòîðiâ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y òàêi, ùî iñíó¹ ñïåöiàëüíèé òîïîëîãi÷íèé

içîìîðôiçì i : F (X) → F (Y ), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó i(〈Xs〉) = 〈Ys〉 ïðè âñiõ s ∈
S. Íåõàé òàêîæ äëÿ äîâiëüíîãî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : X → G ç óìîâè

f |X 6= const âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ |τ | ïiäïðîñòîðiâ ç ñiì'¨ {Xs : s ∈ S} òàêèõ, ùî

f |Xs 6= const äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ç öi¹¨ ñiì'¨. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íåïåðåðâíîãî

âiäîáðàæåííÿ h : Y → G1 ç óìîâè h|Y 6= const âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ |τ | ïiäïðîñòîðiâ
ç ñiì'¨ {Ys : s ∈ S} òàêèõ, ùî h|Ys

6= const äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ç öi¹¨ ñiì'¨.
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Òâåðäæåííÿ 8. Íåõàé G � òîïîëîãi÷íà ãðóïà, {Xs : s ∈ S}, {Ks : s ∈ S} �

ñiì'¨ ïiäïðîñòîðiâ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, {Ys : s ∈ S}, {Ps : s ∈ S} � ñiì'¨

ïiäïðîñòîðiâ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , τ � äîâiëüíèé êàðäèíàë òàêi, ùî iñíó¹

ñïåöiàëüíèé òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì i : F (X) → F (Y ) òàêèé, ùî i(〈Xs〉) = 〈Ys〉,
i(〈Ks)〉 = 〈Ps〉 äëÿ âñiõ s ∈ S. ßêùî äëÿ äîâiëüíîãî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ

f : X → G ç óìîâè f |X 6= const, f |Kj
= constj âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ |τ | ïiäïðîñòîðiâ

ç ñiì'¨ {Xs : s ∈ S} òàêèõ, ùî f |Xs 6= const äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ç öi¹¨ ñiì'¨.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ h : Y → G ç óìîâè h|Y 6= const,
h|Pj

= constj âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ |τ | ïiäïðîñòîðiâ ç ñiì'¨ {Ys : s ∈ S} òàêèõ, ùî
h|Ys

6= const äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ç öi¹¨ ñiì'¨.

Íåõàé G � òîïîëîãi÷íà ãðóïà, {Xs : s ∈ S} � ñiì'ÿ ïiäïðîñòðiâ òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî öÿ ñiì'ÿ G-ñòàáiëüíà, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî íå-
ïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : X → G, äëÿ äîâiëüíîãî s ∈ S ìàòèìåìî, ùî çâóæåííÿ
f |Xs

¹ ñòàëèì.

Òâåðäæåííÿ 9. Íåõàé G � òîïîëîãi÷íà ãðóïà, {Xs : s ∈ S} � ñiì'ÿ ïiäïðîñòî-

ðiâ òèõîíîâñüêîãî ïðîñòîðó X, {Ys : s ∈ S} � ñiì'ÿ ïiäïðîñòîðiâ òèõîíîâñüêîãî

ïðîñòîðó Y . ßêùî iñíó¹ ñïåöiàëüíèé òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì i : F (X) → F (Y )
òàêèé, ùî i(〈Xs〉) = 〈Ys〉 äëÿ âñiõ s ∈ S, à ñiì'ÿ ¹ G-ñòàáiëüíîþ â X, òî ñiì'ÿ

{Ys : s ∈ S} ¹ G-ñòàáiëüíîþ â Y .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ïiäìíîæèíà A G-ñòàáiëüíà â X. Íåõàé òàêîæ f : Y → G � íå-
ïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, f∗ : F (Y ) → G � éîãî íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ. Îñêiëüêè
ïiäìíîæèíà A G-ñòàáiëüíà â X, òî f∗(A) ⊆ {g} äëÿ äåÿêîãî g ∈ G. Íåõàé b ∈ B,

òîäi i−1(b) = aε11 a
ε2
2 . . . aεnn , äå

n∑
i=1

εi = 1. Òîäi

f(g) = gε1gε2 . . . gεn = g

n∑
i=1

εi
= g1 = g.

�

Íàñëiäîê 4. Íåõàé G � òîïîëîãi÷íà ãðóïà, (X,A)
M∼ (Y,B) à ïiäïðîñòið A G-

ñòàáiëüíà â X. Òîäi ïiäïðîñòið B G-ñòàáiëüíèé â Y .

Äîâåäåííÿ. ßêùî (X,A)
M∼ (Y,B), òî iñíó¹ ñïåöiàëüíèé òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì

i : F (X)→ F (Y ) òàêèé, ùî i(〈A〉) = 〈B〉 ([1]). Òåïåð çàëèøà¹òüñÿ çàñòîñóâàòè òâåðä-
æåííÿ 9. �

Íåõàé Z ⊆ Y ⊆ X � òèõîíîâñüêi ïðîñòîðè, G � òîïîëîãi÷íà ãðóïà. Ñêàæå-
ìî, ùî ïàðà (Y,Z) G-ñòàáiëüíà, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ
f : X → G òàêîãî, ùî f |Z = const ìà¹ìî, ùî f |Y = const.

Òâåðäæåííÿ 10. Íåõàé Z1 ⊆ Y1 ⊆ X1, Z2 ⊆ Y2 ⊆ X2 � òèõîíîâñüêi ïðîñòîðè,

(X1, Y1, Z1)
M∼ (X2, Y2, Z2), G � òîïîëîãi÷íà ãðóïà i ïàðà (Y1, Z1) G-còàáiëüíà â X1.

Òîäi ïàðà (Y2, Z2) G-còàáiëüíà â X2.

Äîâåäåííÿ. Ç òîãî, ùî (X1, Y1, Z1)
M∼ (X2, Y2, Z2) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ñïåöiàëüíèé

òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì i : F (X1)→ F (X2) òàêèé, ùî i(〈Y1〉) = 〈Y2〉, i(〈Z1〉) = 〈Z2〉.
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Íåõàé òàêîæ f : X2 → G � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ òàêå, ùî f |Z2 = g äëÿ
äåÿêîãî g ∈ G f∗ : F (X2) → G � éîãî íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ. Äîâåäåìî, ùî i ◦
f∗(Z2) = {g}. Àíàëîãi÷íî äî òâåðäæåííÿ 9 äîâîäèòüñÿ, ùî f∗◦i−1|Z1

= const. Çâiäñè,
çà G-ñòàáiëüíiñòþ ïàðè (Y1, Z1), îòðèìà¹ìî, ùî f

∗ ◦ i−1|Y1
= const. Àíàëîãi÷íî äî

òâåðäæåííÿ 9 îòðèìà¹ìî, ùî f |Y2
= const. �

Íåõàé Z ⊆ Y ⊆ X � òèõîíîâñüêi ïðîñòîðè, òîäi ñêàæåìî, ùî ïàðà (Y,Z) çâ'ÿçíà
ñòîñîâíî X, ÿêùî íå iñíó¹ äâîõ âiäêðèòî çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí U i V â X òàêèõ,
ùî:

1) U ∩ V = ∅, U ∪ V = X;
2) U ∩ Y 6= ∅, V ∩ Y 6= ∅;
3) Z ⊂ U àáî Z ⊂ V ;

àáî iíøèìè ñëîâàìè, íå ìîæíà âiäîêðåìèòè ìíîæèíó Y â X, íå âiäîêðåìèâøè ìíî-
æèíè Z.

Íàñëiäîê 5. Íåõàé Z1 ⊆ Y1 ⊆ X1, Z2 ⊆ Y2 ⊆ X2 � òèõîíîâñüêi ïðîñòîðè,

(X1, Y1, Z1)
M∼ (X2, Y2, Z2) i ïàðà (Y1, Z1) çâ'ÿçíà ñòîñîâíî X1. Òîäi ïàðà (Y2, Z2)

¹ çâ'ÿçíîþ ñòîñîâíî X2.

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç î÷åâèäíî¨ ëåìè 2.

Ëåìà 2. Íåõàé Z ⊆ Y ⊆ X � òèõîíîâñüêi ïðîñòîðè. Ïàðà (Y,Z) çâ'ÿçíà ñòîñîâíî
X òîäi òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ¹ Z2-còàáiëüíîþ.

Íåõàé G � òîïîëîãi÷íà ãðóïà. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïiäïðîñòið A ⊆ X G-
ùiëüíèé â X, ÿêùî äîâiëüíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : A→ G äîïóñêà¹ íå áiëüøå
îäíîãî íåïåðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ íà X.

Ëåìà 3. Íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òà

éîãî ïiäïðîñòîðó A:

(1) A ¹ G-ùiëüíèì â X;

(2) âiäîáðàæåííÿ t : A → G îçíà÷åíå ÿê t|A = eG äîïóñêà¹ ¹äèíå íåïåðåðâíå

ïðîäîâæåííÿ íà X.

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöiÿ (1)⇒ (2) ¹ î÷åâèäíîþ.
(2)⇒ (1) Íåõàé f : A→ G � äåÿêå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî

f äîïóñêà¹ äâà íåïåðåðâíèõ ïðîäîâæåííÿ F1 òà F2 íà X. Âiäîáðàæåííÿ F−11 òà F−12

¹ íåïåðåðâíèìè ïðîäîâæåííÿìè âiäîáðàæåííÿ f−1. Òîäi âiäîáðàæåííÿ F1 · F−12 òà
F1 · F−11 ¹ íåïåðåðâíèìè ïðîäîâæåííÿìè âiäîáðàæåííÿ íà f · f−1. �

Òåîðåìà 2. Íåõàé (X,A)
M∼ (Y,B) i ïiäïðîñòið A G-ùiëüíèé â X. Òîäi ïiäïðîñòið

B G-ùiëüíèé â Y .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ïðîñòið A G-ùiëüíèé â X. Äîâåäåìî, ùî ïðîñòið B G-ùiëüíèé
â X. Íåõàé s : B → G � âiäîáðàæåííÿ òàêå, ùî s(B) = {eG}, S : Y → G � éîãî
ïðîäîâæåííÿ. Íåõàé i : F (X) → F (Y ) � ñïåöiàëüíèé òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì òà-
êèé, ùî i(〈A〉) = 〈B〉, S∗ : F (Y ) → G � ãîìîìîðôíå ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåííÿ.
Òîäi S∗(W ) = eG äëÿ âñiõ W ∈ 〈B〉 Ïðèéìåìî f∗ = S∗ ◦ i−1, f = f∗|X . Çà ïîáóäî-
âîþ f∗(V ) = eG äëÿ âñiõ V ∈ 〈A〉. Îòæå, f |A � âiäîáðàæåííÿ, ùî ìà¹ âëàñòèâiñòü
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f(A) ⊆ {eG}. Çà G-ùiëüíiñòþ ìíîæèíè A â X îòðèìà¹ìî, ùî f(X) = {eG}. Çâiäêè,
f∗(F (X)) = {eG}, îòæå, S∗ = f∗ ◦ i−1(F (Y )) = {eG} i ìè îòðèìàëè ¹äèíiñòü íåïå-
ðåðâíîãî ïðîäîâæåííÿ âiäîáðàæåííÿ s íà ìíîæèíó Y . Òîìó çà ëåìîþ 3 ïiäïðîñòið
B ¹ G-ùiëüíèì â Y . �

ßêùî ó âñiõ òâåðäæåííÿõ öi¹¨ ïðàöi â ÿêîñòi ãðóïè G âçÿòè àáåëåâó òîïîëîãi-
÷íó ãðóïó, òî ìîæíà çàìiíèòè â öèõ òâåðäæåííÿõ âiäíîøåííÿ M -åêâiâàëåíòíîñòi íà
âiäíîøåííÿ A-åêâiâàëåíòíîñòi.
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We consider topological properties characterizing of the position of the fami-
ly of subspaces in à Tychono� space which are preserved by the relation of
M-equivalence.
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