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Äîâåäåíî, ùî âñi âàðiàíòè ïðÿìîêóòíî¨ â'ÿçêè ïîïàðíî içîìîðôíi. Äî-
ñëiäæåíî âàðiàíòè ïðÿìîêóòíî¨ â'ÿçêè ç ïðè¹äíàíîþ îäèíèöåþ òà ç ïðè-
¹äíàíèì íóëåì.

Êëþ÷îâi ñëîâà: âàðiàíò, ñåíäâi÷ íàïiâãðóïà, ïðÿìîêóòíà â'ÿçêà.

Äëÿ êîæíî¨ íàïiâãðóïè (S, ·) òà äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî åëåìåíòà a ∈ S ìîæíà
çàäàòè íîâó áiíàðíó àñîöiàòèâíó îïåðàöiþ ∗a íà ìíîæèíi S

x ∗a y = x · a · y

äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ S. Îïåðàöiþ ∗a íàçèâàþòü ñåíäâi÷-ìíîæåííÿì, à íàïiâãðóïó
(S, ∗a) � ñåíäâi÷-íàïiâãðóïîþ ÷è âàðiàíòîì.

Âàðiàíòè íàïiâãðóï âèâ÷àþòü ðiçíi àâòîðè ùå ç 60-õ ðîêiâ äâàäöÿòîãî ñòîëiòòÿ.
Â [11] ðîçãëÿäàþòüñÿ âàðiàíòè íàïiâãðóï ïåðåòâîðåíü, ÿêi é íàäàëi äîñëiäæóâàëèñÿ,
íàïðèêëàä, ó [3]. Äîñëiäæåííÿ âàðiàíòiâ îõîïëþ¹ ðiçíi êëàñè íàïiâãðóï (äèâ., íàïðè-
êëàä, [7], òà ãëàâó 13 iç [5]). Âàðiàíòè íàïiâãðóï ïðÿìîêóòíèõ ìàòðèöü ðîçãëÿíóòi
ó [4]. Ó áàãàòüîõ ïðàöÿõ (äèâ., íàïðèêëàä, [6] òà [12]) âèâ÷àëè iíòåðàñîöiàòèâíîñòi
ìîíî¨äiâ, ÿêi òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç âàðiàíòàìè. Âàðiàíòè ðåãóëÿðíèõ íàïiâãðóï äîñëi-
äæóâàëè ó [9] òà [10]. Äëÿ êîìóòàòèâíèõ â'ÿçîê ç íóëåì ó [2] âñòàíîâëåíî êðèòåðié
içîìîðôíîñòi äâîõ âàðiàíòiâ i êëàñèôiêîâàíî âàðiàíòè äåÿêèõ êîíêðåòíèõ â'ÿçîê.

Â'ÿçêîþ íàçèâà¹òüñÿ íàïiâãðóïà, âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ iäåìïîòåíòàìè. Áóäåìî
íàçèâàòè íàïiâãðóïó S ïðÿìîêóòíîþ â'ÿçêîþ, ÿêùî xyx = x äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ S.
Î÷åâèäíî, ùî òàêà íàïiâãðóïà ¹ ðåãóëÿðíîþ.

Ìè äîñëiäæó¹ìî âàðiàíòè ïðÿìîêóòíèõ â'ÿçîê i ïðÿìîêóòíèõ â'ÿçîê ç ïðè¹äíà-
íîþ îäèíèöåþ òà íóëåì.

Ç òåîðåìè 1.1.3 [8] âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïðÿìîêóòíî¨ â'ÿçêè S iñíóþòü
íåïîðîæíi ìíîæèíè X i Y òàêi, ùî íàïiâãðóïà S içîìîðôíà íàïiâãðóïi, âèçíà÷åíié
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íà ìíîæèíi X × Y ç áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ

(x1, y1) · (x2, y2) = (x1, y2), (1)

i äëÿ äîâiëüíèõ íåïîðîæíiõ ìíîæèí X i Y ìíîæèíà X × Y ç áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ
(1) ¹ ïðÿìîêóòíîþ â'ÿçêîþ.

Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî S � ïðÿìîêóòíà â'ÿçêà X×Y ç áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ
(1). Äëÿ ïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âàðiàíòè ïðÿìîêóòíî¨ â'ÿçêè S.

Òâåðäæåííÿ 1. Äîâiëüíèé âàðiàíò (S, ∗(xa,yb)), äå (xa, yb) ∈ S içîìîðôíèé ïî÷àò-

êîâié ïðÿìîêóòíié â'ÿçöi S.

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî ÿê äi¹ ìíîæåííÿ ó âàðiàíòi (S, ∗(xa,yb)). Äëÿ äîâiëüíèõ
(xi, yj), (xk, yl) ∈ S ðåçóëüòàò ìíîæåííÿ öèõ åëåìåíòiâ íà âàðiàíòi (S, ∗(xa,yb))
âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

(xi, yj) ∗(xa,yb) (xk, yl) = (xi, yj) · (xa, yb) · (xk, yl) =
= ((xi, yj) · (xa, yb)) · (xk, yl) =
= (xi, yb) · (xk, yl) =
= (xi, yl).

Òîäi î÷åâèäíî, ùî ìíîæåííÿ ∗(xa,yb) ó âàðiàíòi äi¹ ÿê ìíîæåííÿ · ó ïðÿìîêóòíié
çâ'ÿçöi S, òîáòî

(xi, yj) ∗(xa,yb) (xk, yl) = (xi, yl) = (xi, yj) · (xk, yl).

Òîáòî äîâiëüíèé âàðiàíò (S, ∗(xa,yb)) içîìîðôíèé ïî÷àòêîâié ïðÿìîêóòíié â'ÿçöi
S, ïðè÷îìó içîìîðôiçìîì ¹ òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ. �

Ç òâåðäæåííÿ 1 íàïðÿìó âèïëèâà¹ òåîðåìà 1.

Òåîðåìà 1. Óñi âàðiàíòè (S, ∗(xi,yj)) ïðÿìîêóòíî¨ â'ÿçêè S ïîïàðíî içîìîðôíi òà

içîìîðôíi ïî÷àòêîâié ïðÿìîêóòíié â'ÿçöi S.

Ïðÿìîêóòíà â'ÿçêà S íå ìà¹ îäèíèöi. Ðîçãëÿíåìî ïðÿìîêóòíó â'ÿçêó ç ïðè¹ä-
íàíîþ îäèíèöåþ. Ïðèéìåìî

1 · (xi, yj) = (xi, yj) · 1 = (xi, yj)

äëÿ âñiõ (xi, yj) ∈ S òà 1 · 1 = 1. Òîäi ïîçíà÷èìî ÷åðåç S1 ïðÿìîêóòíó â'ÿçêó S ç
ïðè¹äíàíîþ îäèíèöåþ 1.

Íåõàé S � ïðÿìîêóòíà â'ÿçêà, ÿêà içîìîðôíà íàïiâãðóïi A × B. Òîäi åëåìåíòè
íàïiâãðóïè S ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi (ai, bj).

ßêùî (S1, ∗(aq,br)) òà (S1, ∗(af ,bh)) � âàðiàíòè íàïiâãðóïè S1, áóäîâà ÿêî¨ íàâå-
äåíà âèùå. Òî äàëi ìè ç'ÿñó¹ìî, çà ÿêèõ óìîâ äâà âàðiàíòè ïðÿìîêóòíî¨ â'ÿçêè ç
ïðè¹äíàíîþ îäèíèöåþ S1 áóäóòü ïîïàðíî içîìîðôíèìè.

Ðîçãëÿíåìî äâà âàðiàíòè, ÿêi ïîðîäæåíi åëåìåíòàìè (ai, bk) òà (ai, bv), ó ÿêèõ
ïåðøi êîîðäèíàòè ¹ îäíàêîâèìè.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé ai � äîâiëüíèé, àëå ôiêñîâàíèé åëåìåíò ìíîæèíè A, òà
bk, bv ∈ B � äîâiëüíi åëåìåíòè. Òîäi âàðiàíòè (S1, ∗(ai,bk)) i (S1, ∗(ai,bv)) ñåíäâi÷-

åëåìåíòîì âiäìiííèì âiä 1, içîìîðôíi.



ÂÀÐIÀÍÒÈ ÏÐßÌÎÊÓÒÍÈÕ ÇÂ'ßÇÎÊ
ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2020. Âèïóñê 89 13

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ ϕ : (S1, ∗(ai,bk)) → (S1, ∗(ai,bv)) òàêå, ùî
ϕ((al, bk)) = (al, bv) òà ϕ((al, bv)) = (al, bk) äëÿ äîâiëüíîãî al ∈ A òà ôiêñîâàíèõ
bk, bv ∈ B, a íà âñiõ iíøèõ åëåìåíòàõ ϕ äi¹ ÿê òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ. Äîâåäåìî, ùî
ϕ ¹ içîìîðôiçì âàðiàíòiâ.

Ùîá äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ ϕ ¹ içîìîðôiçìîì, íåîáõiäíî äîâåñòè âèêîíàííÿ
òàêî¨ ðiâíîñòi:

ϕ(c ∗(ai,bk) d) = ϕ(c) ∗(ai,bv) ϕ(d), (2)

äëÿ äîâiëüíèõ c, d ∈ S1.
Ðîçãëÿíåìî ìíîæåííÿ ó âàðiàíòàõ i äiþ ϕ íà íüîãî. Çàóâàæèìî, ùî çà îçíà-

÷åííÿì ìíîæåííÿ ó âàðiàíòi (S, ∗(ai,ai)), ÿêùî ìè ìíîæèìî íå îäèíè÷íi åëåìåíòè,
òî ìà¹ìî (ar, bf ) ∗(ai,bi) (al, bg) = (ar, bg). Òîáòî íà ðåçóëüòàò ìíîæåííÿ âïëèâàþòü
òiëüêè ïåðøà êîîðäèíàòà ïåðøîãî ìíîæíèêà ar òà äðóãà êîîðäèíàòà îñòàííüîãî
ìíîæíèêà bg. ßêùî õî÷à á îäèí ç åëåìåíòiâ ¹ 1, òî ìíîæåííÿ âiäáóâà¹òüñÿ çà ïðà-
âèëîì íàâåäåíèì äëÿ ïðè¹äíàíî¨ îäèíèöi. Çâàæàþ÷è, ùî ϕ íå çìiíþ¹ ïåðøó êîîð-
äèíàòó, òî ìà¹ìî òàêi óìîâè. Íåîáõiäíî i äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè òi âèïàäêè, êîëè ó
ïàð ìíîæíèêiâ âiäðiçíÿ¹òüñÿ äðóãà êîîðäèíàòà îñòàííüîãî ìíîæíèêà. Îñêiëüêè ìè
ðîçãëÿäà¹ìî âàðiàíòè íàïiâãðóïè ç ïðè¹äíàíîþ îäèíèöåþ, ùå âèïàäêè, êîëè îäèí ç
ìíîæíèêiâ ¹ îäèíèöåþ.

Îòîæ, ùîá äîâåñòè âèêîíàííÿ ðiâíîñòi (2), ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi øiñòü âèïàäêiâ.
Äëÿ êîæíîãî ç öèõ âèïàäêiâ âèïèøåìî îêðåìî ëiâó i ïðàâó ÷àñòèíè (2), ïåðåòâîðèìî
¨õ òàê, ùîá âîíè áóëè ðiâíèìè.

i. Äëÿ äîâiëüíèõ ax, az ∈ A, by ∈ B òà B 3 bt 6= bk, bv ìà¹ìî, ùî

ϕ((ax, by) ∗(ai,bk) (az, bt)) = ϕ(ax, bt) = (ax, bt)

òà

ϕ((ax, by)) ∗(ai,bv) ϕ((az, bt)) = (ax, by)(ai, bv)(az, bt) = (ax, bt).

ii. Äëÿ äîâiëüíèõ ax, az ∈ A, by ∈ B òà ôiêñîâàíîãî bk ∈ B âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

ϕ((ax, by) ∗(ai,bk) (az, bk)) = ϕ(ax, bk) = (ax, bv)

òà

ϕ((ax, by)) ∗(ai,bv) ϕ((az, bk)) = (ax, by)(ai, bv)(az, bv) = (ax, bv).

iii. Äëÿ äîâiëüíèõ ax, az ∈ A, by ∈ B òà ôiêñîâàíîãî bv ∈ B îòðèìó¹ìî, ùî

ϕ((ax, by) ∗(ai,bk) (az, bv)) = ϕ(ax, bv) = (ax, bk)

òà

ϕ((ax, by)) ∗(ai,bv) ϕ((az, bv)) = (ax, by)(ai, bv)(az, bk) = (ax, bk).

iv. Ó âèïàäêó ìíîæåííÿ íà îäèíèöþ ñïðàâà ìà¹ìî

ϕ((ax, by) ∗(ai,bk) 1) = ϕ(ax, bk) = (ax, bv)

òà

ϕ((ax, by)) ∗(ai,bv) ϕ(1) = (ax, by)(ai, bv)1 = (ax, bv).
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v. Ó âèïàäêó ìíîæåííÿ íà îäèíèöþ çëiâà ðîçãëÿíåìî òðè âèïàäêè. Îñêiëüêè ϕ
çìiíþ¹ äðóãó êîîðäèíàòó, òî çàëåæíî âiä òîãî, ÷è äðóãà êîîðäèíàòà ìíîæ-
íèêà äîðiâíþ¹ ÿêiéñü ç êîîðäèíàò åëåìåíòà, ÿêèé ïîðîäæó¹ âàðiàíò ÷è íi,
ìè ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ íåîáõiäíèõ ðiâíîñòåé. Ó ïåðøîìó âèïàäêó ìà¹ìî

ϕ(1 ∗(ai,bk) (az, by)) = ϕ(ai, by) = (ai, by)

òà

ϕ(1) ∗(ai,bv) ϕ((az, by)) = 1(ai, bv)(az, by) = (ai, by).

Òîáòî,

ϕ(1 ∗(ai,bk) (az, by)) = ϕ(1) ∗(ai,bv) ϕ((az, by)).
Ó äðóãîìó âèïàäêó îòðèìó¹ìî, ùî

ϕ(1 ∗(ai,bk) (az, bk)) = ϕ(ai, bk) = (ai, bv)

òà

ϕ(1) ∗(ai,bv) ϕ((az, bk)) = 1(ai, bv)(az, bv) = (ai, bv)

Òîáòî,

ϕ(1 ∗(ai,bk) (az, bk)) = ϕ(1) ∗(ai,bv) ϕ((az, bk)).
I íàðåøòi, ó òðåòüîìó âïèàäêó ìà¹ìî, ùî

ϕ(1 ∗(ai,bk) (az, bv)) = ϕ(ai, bv) = (ai, bk)

i

ϕ(1) ∗(ai,bv) ϕ((az, bv)) = 1(ai, bv)(az, bk) = (ai, bk).

vi. Ó ðåçóëüòàòi ïåðåìíîæåííÿ äâîõ îäèíèöü ó âàðiàíòi îòðèìó¹ìî òàêi ðiâíîñòi:
ϕ(1 ∗(ai,bk) 1) = ϕ(ai, bk) = (ai, bv) i ϕ(1) ∗(ai,bv) ϕ(1) = 1(ai, bv)1 = (ai, bv).

Îòîæ, ìè äîâåëè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ax, az ∈ A òà by, bt ∈ B âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

ϕ((ax, by) ∗(ai,bk) (az, bt)) = ϕ((ax, by)) ∗(ai,bv) ϕ((az, bt)),

òîáòî âiäîáðàæåííÿ ϕ : (S1, ∗(ai,bk)) → (S1, ∗(ai,bv)) ¹ íàïiâãðóïîâèì içîìîðôiçìîì,
îñêiëüêè âîíî ¹ ái¹êòèâíèì. �

Äàëi ðîçãëÿíåìî äâà âàðiàíòè, ÿêi ïîðîäæåíi åëåìåíòàìè (ak, bi) òà (av, bi), òîá-
òî òàêèìè, â ÿêèõ äðóãi êîîðäèíàòè ¹ îäíàêîâèìè.

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé bi � äîâiëüíèé, àëå ôiêñîâàíèé åëåìåíò ç B, òà ak, av ∈ A
� äîâiëüíi åëåìåíòè. Òîäi âàðiàíòè (S1, ∗(ak,bi)) òà (S1, ∗(av,bi)) içîìîðôíi.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ ψ : (S1, ∗(ak,bi)) → (S1, ∗(av,bi)) òàêå, ùî
ψ((ak, bl)) = (av, bl) òà ψ((av, bl)) = (ak, bl) äëÿ ôiêñîâàíèõ ak, av ∈ A òà äîâiëüíîãî
bl ∈ B, íà âñiõ iíøèõ åëåìåíòàõ ψ äi¹ ÿê òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ. Äàëi äîâåäåííÿ
àíàëîãi÷íå äî äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 2. �

Îòîæ, òâåðäæåííÿ 3 i 2 ìîæíà óçàãàëüíèòè ó òåîðåìó 2.

Òåîðåìà 2. Âñi âàðiàíòè ïðÿìîêóòíî¨ â'ÿçêè ç ïðè¹äíàíîþ îäèíèöåþ S1, ñåíäâi÷

åëåìåíòîì ÿêèõ íå ¹ îäèíèöÿ, ïîïàðíî içîìîðôíi. Âàðiàíòè, ñåíäâi÷ åëåìåíòîì

ÿêèõ ¹ îäèíèöÿ, íå içîìîðôíi æîäíîìó ç iíøèõ âàðiàíòiâ.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé (S1, ∗(ax,by)) òà (S1, ∗(at,bp)) � äîâiëüíi âàðiàíòè íàïiâãðóïè S1.
Òîäi çà òâåðäæåííÿìè 2 i 3 iñíóþòü içîìîðôiçìè âàðiàíòiâ ϕ òà ψ òàêi, ùî

(S1, ∗(ax,by))
ϕ∼= (S1, ∗(ax,bp))

ψ∼= (S1, ∗(at,bp)).

Òîáòî iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ ω = ψϕ òàêå, ùî ω : (S1, ∗(ax,by)) → (S1, ∗(at,bp)), ÿêå ¹
içîìîðôiçìîì âàðiàíòiâ. Âàðiàíòè, ñåíäâi÷ åëåìåíòîì ÿêèõ ¹ îäèíèöÿ, íå içîìîðôíi
æîäíîìó ç iíøèõ âàðiàíòiâ (S1, ∗(ax,by)), îñêiëüêè âàðiàíò (S1, ∗1) ìiñòèòü îäèíèöþ,
òî âàðiàíòè òèïó (S1, ∗(ax,by)) íå ìiñòÿòü îäèíèöi. �

Ðîçãëÿíåìî íàïiâãðóïó S0, òîáòî íàïiâãðóïó S ç ïðè¹äíàíèì íóëåì 0 òàêó, ùî

0 · (xi, yj) = (xi, yj) · 0 = 0

äëÿ âñiõ (xi, yj) ∈ S òà 0 · 0 = 0.

Òåîðåìà 3. Âàðiàíòè (S0, ∗(ax,by)), ñàíäâi÷ åëåìåíò ÿêèõ ¹ íå íóëüîâèì, içîìîðôíi

íàïiâãðóïi S0. Âàðiàíò (S0, ∗0) içîìîðôíèé íàïiâãðóïi ç íóëüîâèì ìíîæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ó âàðiàíòi (S0, ∗(ax,by)) äîáóòêè c∗(ax,by) d = 0, ÿêi ìiñòÿòü
ìíîæíèê 0 ñïðàâà (d = 0) àáî çëiâà (c = 0), áóäóòü íóëüîâèìè. Âñi iíøi äîáóòêè ¹ íå
íóëüîâèìè, ïðè÷îìó çáiãà¹òüñÿ ç âiäïîâiäíèìè äîáóòêàìè äëÿ âàðiàíòà (S, ∗(ax,by)).
Òîìó çà òâåðäæåííÿì 1 âàðiàíòè (S0, ∗(ax,by)), ñàíäâi÷ åëåìåíò ÿêèõ ¹ íå íóëüîâèì,

içîìîðôíi S0.
Äðóãå òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå, îñêiëüêè äîáóòîê äîâiëüíèõ äâîõ åëåìåíòiâ (S0, ∗0)

äîðiâíþâàòèìå 0. �
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We prove that all variants of the rectangular band are isomorphic. Variants
of the rectangular band with adjoined identity and zero are studied.
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