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Äîñëiäæó¹ìî àëãåáðè÷íi óìîâè íà ãðóïó G, ïðè âèêîíàííi ÿêèõ ëîêàëü-
íî êîìïàêòíà òðàíñëÿöiéíî íåïåðåðâíà òîïîëîãiÿ íà äèñêðåòíié ãðóïi G ç
ïðè¹äíàíèì íóëåì ¹ àáî êîìïàêòíîþ, àáî äèñêðåòíîþ.
Ââåäåíî åëåêòîðàëüíî ãíó÷êi òà åëåêòîðàëüíî ñòiéêi ãðóïè òà âèâ÷àþòüñÿ
¨õíi âëàñòèâîñòi. Çîêðåìà, äîâåäåíî, ùî êîæíà ãðóïà, ÿêà ìiñòèòü íåñêií-
÷åííó öèêëi÷íó ïiäãðóïó íåñêií÷åííîãî iíäåêñó òà êîæíà íåçëi÷åííà êî-
ìóòàòèâíà ãðóïà ¹ åëåêòîðàëüíî ãíó÷êèìè, à òàêîæ, ùî êîæíà çëi÷åííà
ëîêàëüíî ñêií÷åííà ãðóïà ¹ åëåêòîðàëüíî ñòiéêîþ.
Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ïðàöi ¹ òàêå òâåðäæåííÿ: ÿêùîG� äèñêðåòíà åëåê-
òîðàëüíî ãíó÷êà íåñêií÷åííà ãðóïà, òî êîæíà ãàóñäîðôîâà òðàíñëÿöiéíî
íåïåðåðâíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà òîïîëîãiÿ íà G0 ¹ àáî äèñêðåòíîþ, àáî
êîìïàêòíîþ. Íà äîâiëüíié íåñêií÷åííié âiðòóàëüíî öèêëi÷íié ãðóïi (à îò-
æå, íà åëåêòîðàëüíî ñòiéêié ãðóïi) ç ïðè¹äíàíèì íóëåì G0 ïîáóäîâàíî
íåäèñêðåòíó íåêîìïàêòíó ëîêàëüíî êîìïàêòíó òðàíñëÿöiéíî íåïåðåðâíó
òîïîëîãiþ, ÿêà iíäóêó¹ íà G äèñêðåòíó òîïîëîãiþ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ãðóïà, íóëü, ëîêàëüíî êîìïàêòíèé, äèñêðåòíèé,
êîìïàêòíèé, íàïiâòîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà, òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà, åëå-
êòîðàëüíî ãíó÷êèé, åëåêòîðàëüíî ñòiéêèé, êiíåöü.

Ìè êîðèñòóâàòèìåìîñÿ òåðìiíîëîãi¹þ ç [3, 10, 24]. Óñi ïðîñòîðè ââàæàþòüñÿ
ãàóñäîðôîâèìè, ÿêùî íå çàçíà÷åíî iíøå.

Íàäàëi äëÿ ãðóïè G ÷åðåç G0 ïîçíà÷à¹òüñÿ ãðóïà G ç ïðè¹äíàíèì íóëåì [10].
Ó êîìóòàòèâíié ãðóïi G äîáóòîê äâîõ åëåìåíòiâ a i b ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç a + b, à
îáåðíåíèé åëåìåíò äî a ∈ G ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç −a.

Íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ iíâåðñíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà x ∈ S iñíó¹
¹äèíèé åëåìåíò y ∈ S òàêèé, ùî xyx = x i yxy = y. Ó öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî y ¹
iíâåðñíèì åëåìåíòîì äî x â S, à âiäîáðàæåííÿ ç S ó S, ùî ñòàâèòü êîæíîìó åëåìåíòó
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éîãî iíâåðñíèé, íàçèâà¹òüñÿ iíâåðñi¹þ [10]. Î÷åâèäíî, ùî ãðóïà ç ïðè¹äíàíèì íóëåì
¹ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ.

Íàïiâãðóïà S iç çàäàíîþ íà íié òîïîëîãi¹þ τ íàçèâà¹òüñÿ (íàïiâ)òîïîëîãi÷íîþ,
ÿêùî íàïiâãðóïîâà îïåðàöiÿ â (S, τ) ¹ (íàðiçíî) íåïåðåðâíîþ, i â öüîìó âèïàäêó êà-
æóòü, ùî τ ¹ íàïiâãðóïîâîþ (òðàíñëÿöiéíî íåïåðåðâíîþ) òîïîëîãi¹þ íà S [9]. Iíâåð-
ñíà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà (S, τ) ç íåïåðåðâíîþ iíâåðñi¹þ íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi÷-

íîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ, à òîïîëîãiÿ τ â öüîìó âèïàäêó íàçèâà¹òüñÿ iíâåðñíîþ

íàïiâãðóïîâîþ òîïîëîãi¹þ íà S.
Âiäîìî, ÿêùî S � íàïiâòîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà ç íóëåì 0 òàêà, ùî S\{0} � êîì-

ïàêòíèé ïðîñòið, ÷è G0 � ãðóïà ç ïðè¹äíàíèì íóëåì, ùî ¹ òîïîëîãi÷íîþ iíâåðñíîþ
íàïiâãðóïîþ, òî íóëü 0 ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó íàâiòü äëÿ ëî-
êàëüíî êîìïàêòíèõ ãðóï ç ïðè¹äíàíèì íóëåì, ÿêi ¹ òîïîëîãi÷íèìè íàïiâãðóïàìè, öå
íå òàê [9, 18]. Îäíàê íóëü â êîìïàêòíié òîïîëîãi÷íié 0-ïðîñòié íàïiâãðóïi ¹ içîëüî-
âàíîþ òî÷êîþ [21]. Ïðîòå öi ðåçóëüòàòè íà ìîæíà ïîøèðèòè íà ëîêàëüíî êîìïàêòíi
öiëêîì 0-ïðîñòi òîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè [20] i íà êîìïàêòíi öiëêîì 0-ïðîñòi íàïiâ-
òîïîëîãi÷íi çëi÷åííi íàïiâãðóïè [15]. Êàðë Ãîôìàíí ó ïðàöi [17] îïèñàâ ñòðóêòóðó
ëîêàëüíî êîìïàêòíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè ç ïðè¹äíàíèì íóëåì ó âèïàäêó ëîêàëüíî
êîìïàêòíèõ òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï. Ïðè¹äíàííÿ íóëÿ äî áëèçüêèõ äî êîìïàêòíèõ
(íàïiâ)òîïîëîãi÷íèõ ãðóï òà òîïîëîãiÿ â íóëi äëÿ äåÿêèõ êëàñiâ ëîêàëüíî êîìïà-
êòíèõ íàïiâãðóï âèâ÷àëîñü â ïðàöÿõ [2, 5, 6, 13, 14, 16, 19, 20, 23, 25, 26].

Ìåòà íàøî¨ ïðàöi � äîñëiäèòè àëãåáðè÷íi óìîâè íà ãðóïè, ïðè âèêîíàííi ÿêèõ
ëîêàëüíî êîìïàêòíà òðàíñëÿöiéíî íåïåðåðâíà òîïîëîãiÿ íà äèñêðåòíié ãðóïi ç ïðè-
¹äíàíèì íóëåì ¹ àáî äèñêðåòíîþ, àáî êîìïàêòíîþ.

Äîñëiäæåííÿ öi¹¨ ïðàöi ìîòèâîâàíi ïðîáëåìîþ 7 ç [7]: �ÿêà õîðîøà ñòðóêòóðà

çàìèêàííÿ ãðóïè â íàïiâòîïîëîãi÷íié íàïiâãðóïi? � òà íàñòóïíèì ïðîñòèì òâåðäæåí-
íÿì.

Òâåðäæåííÿ 1. ßêùî T1-íàïiâòîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà S ìiñòèòü âëàñíó ùiëüíó

äèñêðåòíó ïiäãðóïó G, òî I = S \G � äâîái÷íèé iäåàë â S.

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 3 ç [1], G � âiäêðèòèé ïiäïðîñòið â S.
Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò y ∈ I. ßêùî xy = z /∈ I äëÿ äåÿêîãî x ∈ G, òî

iñíó¹ âiäêðèòèé îêië U(y) òî÷êè y ó ïðîñòîði S òàêèé, ùî {x} ·U(y) = {z} ⊂ G. Îêië
U(y) ìiñòèòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ãðóïè G, à öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî â
ãðóïi çñóâè ¹ ái¹êòèâíèìè âiäîáðàæåííÿìè. Ç îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ âèïëèâà¹, ùî
xy ∈ I äëÿ âñiõ x ∈ G é y ∈ I. Äîâåäåííÿ òîãî, ùî yx ∈ I äëÿ âñiõ x ∈ G i y ∈ I ¹
àíàëîãi÷íèì. Ç âèùå íàâåäåíèõ ìiðêóâàíü âèïëèâà¹, ùî I � äâîái÷íèé iäåàë â S. �

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî íåñêií÷åííà ãðóïà G ¹:

• åëåêòîðàëüíî ãíó÷êîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ðîçáèòòÿ G = A t B ãðóïè G
íà äâi íåñêií÷åííi ìíîæèíè, iñíóþòü íåñêií÷åííà ìíîæèíà I ⊆ A òà åëåìåíò
x ∈ G òàêi, ùî I · x ⊆ B;

• åëåêòîðàëüíî ñòiéêîþ, ÿêùî G íå ¹ åëåêòîðàëüíî ãíó÷êîþ.

Åëåêòîðàëüíî ãíó÷êi òà åëåêòîðàëüíî ñòiéêi ãðóïè ââåäåíi ïðîô. Ò. Î. Áàíà-
õîì, i áóëè àíîíñîâàíi íà ñåìiíàði �Òîïîëîãiÿ òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ� ó Ëüâiâñüêîìó
óíiâåðñèòåòi â 2019 ðîöi.
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Ïiäìíîæèíà A ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ òðàíñëÿöiéíî ìàéæå ñòiéêîþ, ÿêùî äëÿ
äîâiëüíîãî x ∈ G ñèìåòðè÷íà ðiçíèöÿ A∆(A · x) ñêií÷åííà. Î÷åâèäíî, ùî êîæíà
ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà â äîâiëüíié ãðóïi, à òàêîæ êîñêií÷åííi ïiäìíîæèíè â íåñêií-
÷åííèõ ãðóïàõ òðàíñëÿöiéíî ìàéæå ñòiéêi. Òàêîæ, â àäèòèâíié ãðóïi öiëèõ ÷èñåë
ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ¹ òðàíñëÿöiéíî ìàéæå ñòiéêîþ. Âèíèêà¹ ïðèðîäíå ïè-
òàííÿ: ó ÿêèõ íåñêií÷åííèõ ãðóïàõ ¨õ òðàíñëÿöiéíî ìàéæå ñòiéêi ïiäìíîæèíè

âè÷åðïóþòüñÿ ñêií÷åííèìè òà êîñêií÷åííèìè ïiäìíîæèíàìè? Öå ïèòàííÿ òàêîæ
ìîòèâîâàíå íàñòóïíîþ äèõîòîìi¹þ ëîêàëüíî êîìïàêòíèõ íàïiâòîïîëîãi÷íèõ ãðóï ç
ïðè¹äíàíèì íóëåì.

Ëåìà 1. Íåõàé G � äèñêðåòíà ãðóïà òàêà, ùî êîæíà íåñêií÷åííà òðàíñëÿöiéíî

ìàéæå ñòiéêà ïiäìíîæèíà â G ¹ êîñêií÷åííîþ. Òîäi êîæíà ãàóñäîðôîâà òðàíñ-

ëÿöiéíî íåïåðåðâíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà òîïîëîãiÿ íà G0 ¹ àáî äèñêðåòíîþ, àáî

êîìïàêòíîþ.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî äèñêðåòíà òîïîëîãiÿ íà G0 ¹ òðàíñëÿöiéíî íåïåðåðâíîþ
òà ëîêàëüíî êîìïàêòíîþ.

Íåõàé τ � íåäèñêðåòíà ãàóñäîðôîâà òðàíñëÿöiéíî íåïåðåðâíà ëîêàëüíî êîì-
ïàêòíà òîïîëîãiÿ íà G0 i U0 � íåñêií÷åííèé âiäêðèòèé êîìïàêòíèé îêië íóëÿ 0 â
ïðîñòîði (G0, τ). Îñêiëüêè êîæåí ëiâèé ÷è ïðàâèé çñóâ ó (G0, τ) íà åëåìåíò ãðóïè G
¹ ãîìåîìîðôiçìîì, òî ñèìåòðè÷íà ðiçíèöÿ U0∆(U0 · x) ¹ ñêií÷åííîþ äëÿ äîâiëüíîãî
x ∈ G. Ç ïðèïóùåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî U0 \ {0} � êîñêií÷åííà ïiäìíîæèíà â
G. �

Òâåðäæåííÿ 2. Íåñêií÷åííà ãðóïà G ¹ åëåêòîðàëüíî ãíó÷êîþ òîäi i ëèøå òîäi,

êîëè êîæíà íåñêií÷åííà òðàíñëÿöiéíî ìàéæå ñòiéêà ïiäìíîæèíà â G ¹ êîñêií-

÷åííîþ.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ åëåêòîðàëüíî ãíó÷êà íåñêií÷åííà ãðóïà G, ùî
ìiñòèòü íåñêií÷åííó òðàíñëÿöiéíî ìàéæå ñòiéêó ïiäìíîæèíó A â G ç íåñêií÷åííèì
äîïîâíåííÿì B = G \ A. Òîäi iñíóþòü íåñêií÷åííà ìíîæèíà I ⊆ A é åëåìåíò x ∈ G
òàêi, ùî I · x ⊆ B, à öå ñóïåðå÷èòü òðàíñëÿöiéíié ìàéæå ñòiéêîñòi ïiäìíîæèíè A â
G.

Ïðèïóñòèìî, ùî â ãðóïi G êîæíà íåñêií÷åííà òðàíñëÿöiéíî ìàéæå ñòiéêà ïiä-
ìíîæèíà ¹ êîñêií÷åííîþ, àëå ãðóïà G íå ¹ åëåêòîðàëüíî ãíó÷êîþ. Òîäi iñíó¹ ðîç-
áèòòÿ G = A t B ãðóïè G íà äâi íåñêií÷åííi ìíîæèíè òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ
íåñêií÷åííî¨ ìíîæèíè I ⊆ A òà åëåìåíòà x ∈ G òàêi, ùî ìíîæèíà I · x ∩B ñêií÷åí-
íà. Îòæå, A · x ∩B = A · x ∩ (G \A) � ñêií÷åííà ìíîæèíà, à öå ñóïåðå÷èòü íàøîìó
ïðèïóùåííþ. �

Ç ëåìè 1 i òâåðäæåííÿ 2 âèïëèâà¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Íåõàé G � äèñêðåòíà åëåêòîðàëüíî ãíó÷êà íåñêií÷åííà ãðóïà. Òîäi

êîæíà ãàóñäîðôîâà òðàíñëÿöiéíî íåïåðåðâíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà òîïîëîãiÿ íà G0

¹ àáî äèñêðåòíîþ, àáî êîìïàêòíîþ.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé G � äèñêðåòíà åëåêòîðàëüíî ãíó÷êà ãðóïà. Òîäi êîæíà ãàóñ-

äîðôîâà íàïiâãðóïîâà ëîêàëüíî êîìïàêòíà òîïîëîãiÿ íà G0 ¹ äèñêðåòíîþ.
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Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé G � åëåêòîðàëüíî ãíó÷êà íåñêií÷åííà çëi÷åííà ãðóïà. Òîäi

êîæíà ãàóñäîðôîâà òðàíñëÿöiéíî íåïåðåðâíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà òîïîëîãiÿ íà G0

¹ àáî äèñêðåòíîþ, àáî êîìïàêòíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé τ � ãàóñäîðôîâà òðàíñëÿöiéíî íåïåðåðâíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà
òîïîëîãiÿ íà G0. Îñêiëüêè íóëü íàïiâãðóïè G0 ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ â (G0, τ),
òî çà íàñëiäêîì 3.3.10 ç [11], G � ëîêàëüíî êîìïàêòíèé ïðîñòið. Îñêiëüêè ãðóïà G
� çëi÷åííà, òî çà òåîðåìîþ Áåðà ïðî êàòåãîði¨ (äèâ. òåîðåìà 3.9.3 ç [11]) ïðîñòið G
ìiñòèòü içîëüîâàíó â G, à îòæå, i â (G0, τ), òî÷êó. Ç òîãî, ùî âñi çñóâè â (G0, τ) íà
åëåìåíòè ãðóïè G ¹ ãîìåîìîðôiçìàìè âèïëèâà¹, ùî âñi òî÷êè â G ¹ içîëüîâàíèìè.
Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ 1. �

Íàñëiäîê 2. Íåõàé G � åëåêòîðàëüíî ãíó÷êà çëi÷åííà ãðóïà. Òîäi êîæíà ãàóñäîð-

ôîâà íàïiâãðóïîâà ëîêàëüíî êîìïàêòíà òîïîëîãiÿ íà G0 ¹ äèñêðåòíîþ.

Íàñòóïíi äâà òâåðäæåííÿ äàþòü äîñòàòíi óìîâè, ïðè âèêîíàííi ÿêèõ ãðóïà ¹
åëåêòîðàëüíî ãíó÷êîþ.

Íàãàäà¹ìî [3], ùî iíäåêñîì ïiäãðóïè H ó ãðóïi G íàçèâà¹òüñÿ ïîòóæíiñòü ìíî-
æèíè êëàñiâ ñóìiæíîñòi â êîæíîìó (ïðàâîìó àáî ëiâîìó) ç ðîçêëàäiâ ãðóïè G çà
öi¹þ ïiäãðóïîþ H.

Òâåðäæåííÿ 4. ßêùî êîìóòàòèâíà ãðóïà G ìiñòèòü íåñêií÷åííó öèêëi÷íó ïiä-

ãðóïó Z ⊂ G íåñêií÷åííîãî iíäåêñó, òî G ¹ åëåêòîðàëüíî ãíó÷êîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé z � ïîðîäæóþ÷èé åëåìåíò ãðóïè Z. Ðîçãëÿíåìî ðîçáèòòÿ G =
A tB ãðóïè G íà äâi íåñêií÷åííi ìíîæèíè. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

J+ = {a ∈ A : a+ z ∈ B} i J− = {a ∈ A : a− z ∈ B} .
ßêùî îäíà ç öèõ ìíîæèí íåñêií÷åííà, òî äîâåäåííÿ çàâåðøåíî. Òîìó ìè ïðèïóñòèìî
ùî ìíîæèíà J = J+ ∪ J− � ñêií÷åííà.

ßêùî ìíîæèíè A \ (J +Z) i B \ (J +Z) íåïîðîæíi, òî ìè ìîæåìî çàôiêñóâàòè
òî÷êè a ∈ A \ (J + Z) i b ∈ B \ (J + Z), i çàóâàæèìî, ùî äëÿ íåñêií÷åííî¨ ìíîæèíè
I = a+ Z ⊆ A i òî÷êè x = ba−1 ìàòèìåìî

x+ I = b− a+ a+ Z = b+ Z ⊆ B.
Îòæå, ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî îäíà ç ìíîæèí A \ (J + Z) àáî B \ (J + Z) ¹

ïîðîæíüîþ. ßêùî ìíîæèíà A \ (J + Z) ïîðîæíÿ, òî A ⊆ J + Z i çà ïðèíöèïîì
Äiðiõëå (äèâ. [8, ïiäðîçäië 3.1]) äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà a ∈ A ìíîæèíà I = A∩ (a+Z)
¹ íåñêií÷åííîþ. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà b ∈ G\(J+Z) ⊆ B ìà¹ìî, ùî b−a+I ⊆
b+ Z ⊆ B.

ßêùî ìíîæèíà B \ (J+Z) ïîðîæíÿ, òî B ⊆ J+Z i äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà b ∈ B
ìíîæèíà B ∩ (b+Z) íåñêií÷åííà. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ G \ (J +Z) ⊆ A
ìàòèìåìî, ùî ìíîæèíà

I = a− b+ (B ∩ (b+ Z)) ⊆ a+A ⊆ A
íåñêií÷åííà òà b− a+ I ⊆ B. �

Íàãàäà¹ìî [22], ùî ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ, ÿêùî êîæíà ¨¨
ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà ìiñòèòüñÿ â ñêií÷åííié ïiäãðóïi â G.
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Òâåðäæåííÿ 5. Êîæíà íåçëi÷åííà êîìóòàòèâíà ãðóïà G ¹ åëåêòîðàëüíî ãíó÷-

êîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G = AtB � ðîçáèòòÿ ãðóïè G íà äâi íåñêií÷åííi ìíîæèíè. ßêùî
ìíîæèíà A çëi÷åííà, òî âèáåðåìî äîâiëüíèé åëåìåíò x ∈ G \ A − A i ñòâåðäæó¹ìî,
ùî (x + A) ∩ A = ∅, à îòæå, x + A ⊆ B. ßêùî ìíîæèíà B ¹ çëi÷åííîþ, òî ìîæåìî
âèáðàòè åëåìåíò x ∈ G òàêèé, ùî I = (x+B) ⊆ A, à îòæå, −x+ I ⊆ B.

Äàëi ïðèïóñêàòèìåìî, ùî îáèäâi ìíîæèíè A i B ¹ íåçëi÷åííèìè. Çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíó íåñêií÷åííó çëi÷åííó ïiäãðóïó Z ⊂ G. ßêùî äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà z ∈ Z
ìíîæèíà (A+z)∩B ¹ íåñêií÷åííîþ, òî äîâåäåííÿ çàâåðøåíå. Îòæå, ïðèïóñêàòèìåìî,
ùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà z ∈ Z ìíîæèíà Fz = (A + z) ∩ B ¹ ñêií÷åííîþ. Òîäi
ìíîæèíà

S = (A+ Z) ∩ (B + Z) =
⋃

z,z′∈Z
(A+ z) ∩ (B + z′)

¹ íåïîðîæíüîþ i ùîíàéáiëüøå çëi÷åííîþ. Ïîçàÿê ìíîæèíè A i B íåçëi÷åííi, òî
iñíóþòü åëåìåíòè a ∈ A\S i b ∈ B \S. Òîäi äëÿ íåñêií÷åííî¨ ìíîæèíè I = a+Z ⊆ A
òà åëåìåíòà x = b− a îòðèìó¹ìî, ùî x+ I = b+ Z ⊆ B, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ãðóïà
G åëåêòîðàëüíî ãíó÷êà. �

Òâåðäæåííÿ 6. Êîæíà çëi÷åííà ëîêàëüíî ñêií÷åííà ãðóïà G ¹ åëåêòîðàëüíî ñòié-

êîþ.

Äîâåäåííÿ. Çîáðàçèìî ãðóïó G ÿê îá'¹äíàííÿ
⋃

n∈ω Gn ñòðîãî çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâ-
íîñòi ñêií÷åííèõ ãðóï. Äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ ω çàôiêñó¹ìî ïiäìíîæèíóAn ⊆ Gn+1\Gn,
ÿêà ìà¹ îäíîòî÷êîâèé ïåðåòèí An ∩ (x · Gn) ç êîæíèì ñóìiæíèì êëàñîì x · Gn, äå
x ∈ Gn+1 \Gn.

Ïðèéìåìî

A = G0 ∪
⋃
n∈ω

(A2n ·G2n) i B =
⋃
n∈ω

(A2n+1 ·G2n+1).

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà x ∈ G ìíîæèíà (A · x) ∩B ¹ ñêií÷åííîþ. �

Íàãàäà¹ìî [12, 27], ùî ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ âiðòóàëüíî öèêëi÷íîþ, ÿêùî G
ìiñòèòü öèêëi÷íó ïiäãðóïó ñêií÷åííîãî iíäåêñó.

Ç òâåðäæåíü 4, 5 i 6 âèïëèâàþòü òàêi äâà íàñëiäêè.

Íàñëiäîê 3. Íåòðèâiàëüíà êîìóòàòèâíà ãðóïà áåç êðó÷åíü G åëåêòîðàëüíî ñòié-

êà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè G içîìîðôíà àäèòèâíié ãðóïi öiëèõ ÷èñåë Z.
Íàñëiäîê 4. Êîìóòàòèâíà ãðóïà G ¹ åëåêòîðàëüíî ñòiéêîþ òîäi i ëèøå òîäi,

êîëè G ¹ àáî çëi÷åííîþ òà ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ, àáî ¹ âiðòóàëüíî öèêëi÷íîþ.

Íàãàäà¹ìî [12, 27], ùî ãðóïà G ìà¹ áiëüøå íiæ îäèí êiíåöü, ÿêùî iñíó¹ íåñêií-
÷åííà ïiäìíîæèíà S ⊂ G ç íåñêií÷åííèì ó G äîïîâíåííÿì òàêà, ùî ñèìåòðè÷íà
ðiçíèöÿ S∆(S · x) ¹ ñêií÷åííîþ äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ G. Áóäåìî òàêîæ ãîâîðèòè, ùî
ãðóïà G ìà¹ îäèí êiíåöü, ÿêùî iñíó¹ òàêà ¹äèíà íåñêií÷åííà ïiäìíîæèíà S ⊂ G iç
ñêií÷åííèì äîïîâíåííÿì, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ âèùåçãàäàíi óìîâè. Î÷åâèäíî, ùî íåñêií-
÷åííi åëåêòîðàëüíî ãíó÷êi ãðóïè � öå ñàìå ãðóïè ç îäíèì êiíöåì.

Ó êëàñè÷íié êîìáiíàòîðíié òåîði¨ ãðóï äîáðå âiäîìà íàñòóïíà òåîðåìà, ÿêà îïè-
ñó¹ íåñêií÷åííi ãðóïè ç äâîìà êiíöÿìè.
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Òåîðåìà 2 ([12, 27]). Äëÿ ãðóïè G òàêi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(i) G � ãðóïà ç äâîìà êiíöÿìè;

(ii) G � íåñêií÷åííà âiðòóàëüíî öèêëi÷íà ãðóïà.

Çàóâàæåííÿ 1. 1. Ç òåîðåìè 2 âèïëèâà¹, ùî àäèòèâíà ãðóïà öiëèõ ÷èñåë Z,
à òàêîæ ¨¨ ïðÿìèé äîáóòîê ç äîâiëüíîþ ñêií÷åííîþ ãðóïîþ, ìà¹ äâà êiíöi.
Òàêîæ íà àäèòèâíié ãðóïi öiëèõ ÷èñåë ç ïðè¹äíàíèì íóëåì Z0 iñíó¹ ðiâíî
÷îòèðè ãàóñäîðôîâi ëîêàëüíî êîìïàêòíi òðàíñëÿöiéíî íåïåðåðâíi òîïîëîãi¨
(äèâ. òâåðäæåííÿ 4.5 ç [14]), ïðè÷îìó òðè ç íèõ ¹ íàïiâãðóïîâèìè.

2. Ç òâåðäæåííÿ 5 âèïëèâà¹, ùî íàñòóïíi ãðóïè ¹ åëåêòîðàëüíî ãíó÷êèìè:
(à) n-à ïðÿìà ñòåïiíü àäèòèâíî¨ ãðóïè öiëèõ ÷èñåë Zn äëÿ n > 2;
(á) n-à ïðÿìà ñòåïiíü àäèòèâíî¨ ãðóïè ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Qn äëÿ n > 1;
(â) n-à ïðÿìà ñòåïiíü àäèòèâíî¨ ãðóïè äiéñíèõ ÷èñåë Rn äëÿ n > 1;
(ã) n-à ïðÿìà ñòåïiíü ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè äiéñíèõ ÷èñåë (C∗)n äëÿ

n > 1 òà ¨¨ ïiäãðóïà n-âèìiðíèé òîð Tn, ÿê n-à ïðÿìà ñòåïiíü îäèíè÷íîãî
êîëà S1 = {z ∈ C : |z| = 1}.

3. Ç òâåðäæåííÿ 4 âèïëèâà¹, ùî âiëüíà (àáåëåâà) ãðóïà FX íàä ìíîæèíîþ X
ïîòóæíîñòi > 2 ¹ åëåêòîðàëüíî ãíó÷êîþ.

Ç íàñòóïíîãî ïðèêëàäó âèïëèâà¹, ùî íà íåñêií÷åííié âiðòóàëüíî öèêëi÷íié ãðó-
ïi ç ïðè¹äíàíèì íóëåì G0 iñíóþòü íåäèñêðåòíi íåêîìïàêòíi ëîêàëüíî êîìïàêòíi
òðàíñëÿöiéíî íåïåðåðâíi òîïîëîãi¨, ÿêi iíäóêóþòü íà G äèñêðåòíó òîïîëîãiþ.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé G � íåñêií÷åííà âiðòóàëüíî öèêëi÷íà ãðóïà òà K1 i K2 � êiíöi
â ãðóïi G. Äëÿ i = 1, 2 îçíà÷èìî íà G0 òîïîëîãiþ τi íàñòóïíèì ÷èíîì:

(1) óñi åëåìåíòè ãðóïè G ¹ içîëüîâàíèìè òî÷êàìè â (G0, τi);
(2) ñiì'ÿ Bi(0) = {g1Kig2 ∪ {0} : g1, g2 ∈ G} ¹ áàçîþ òîïîëîãi¨ τi â íóëi íàïiâãðóïè

G0.

Îñêiëüêè Ki � êiíåöü â G, òî τi � òðàíñëÿöiéíî íåïåðåðâíà ãàóñäîðôîâà ëîêàëüíî
êîìïàêòíà òîïîëîãiÿ íà íàïiâãðóïi G0, ÿêà íå ¹ íi äèñêðåòíîþ, íi êîìïàêòíîþ.

Çàóâàæèìî, ùî òîïîëîãi¨ τ1 i τ2 ó âèïàäêó àäèòèâíî¨ ãðóïè öiëèõ ÷èñåë Z ¹
íàïiâãðóïîâèìè [14].
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This paper is motivated by Hofmann's results (1963) on the structure of a
locally compact topological group with adjoined zero and Berlund's problem
(1980): What is the �ne structure of the closure of a group?
We study algebraic properties on a group G such that if the discrete group G
has these properties then every locally compact shift continuous topology on
G with adjoined zero is either compact or discrete. We introduce electorally
�exible and electorally stable groups and establish their properties. In parti-
cular, we prove that every group with an in�nite cyclic subgroup of in�nite
index and every uncountable commutative group are electorally �exible, and
show that every countable locally �nite group is electorally stable.
The main result of the paper is the following: if G is a discrete electorally �exi-
ble group then every Hausdor� locally compact shift-continuous topology on
G with adjoined zero is either compact or discrete. Also, we construct a non-
discrete non-compact Hausdor� locally compact shift-continuous topology on
any discrete virtually cyclic group (and hence on an electorally stable group)
G with adjoined zero.
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