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1. Âñòóï

Íåõàé (S, ·) � íàïiâãðóïà. Äëÿ ôiêñîâàíîãî åëåìåíòà a ∈ S âèçíà÷èìî íà S íîâó
îïåðàöiþ ∗ çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi x∗y = x·a·y. Îïåðàöiþ ∗ áóäåìî íàçèâàòè ñåíäâi÷-
ìíîæåííÿì. Ìíîæèíà S ç ñåíäâi÷-îïåðàöi¹þ ∗ çíîâó ¹ íàïiâãðóïîþ. Ïîçíà÷èìî öþ
íàïiâãðóïó (S, ∗a) i íàçèâàòèìåìî ¨¨ ñåíäâi÷-íàïiâãðóïîþ ÷è âàðiàíòîì íàïiâãðóïè
(S, ·).

Îäíèì iç ïåðøèõ çàäà÷ó âèâ÷åííÿ âàðiàíòiâ íàïiâãðóï ïîñòàâèâ Ëÿïií ó ìî-
íîãðàôi¨ [1]. Õî÷à âií ôîðìóëþâàâ öþ çàäà÷ó äëÿ íàïiâãðóïè ïåðåòâîðåíü, íàäà-
ëi äîñëiäæåííÿ âàðiàíòiâ ïîøèðèëîñÿ íà ðiçíi êëàñè íàïiâãðóï (äèâ., íàïðèêëàä,
[2, 3, 4, 5, 6, 7, 8] òà ãëàâó 13 iç [9]). Äîëiíêà òà Iñò âèâ÷àëè âàðiàíòè ñêií÷åííèõ
íàïiâãðóï ïåðåòâîðåíü ó [10] i âàðiàíòè íàïiâãðóï ïðÿìîêóòíèõ ìàòðèöü ó [11]. Ó
áàãàòüîõ ïðàöÿõ (äèâ., íàïðèêëàä, [12] òà [13]) âèâ÷àëè iíòåðàñîöiàòèâíîñòi ìîíî-
¨äiâ, ÿêi òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç âàðiàíòàìè. Içîìîðôiçìè iíòåðàñîöiàòèâíîñòåé òà âàðiàíòiâ
ôiêñîâàíèõ íàïiâãðóï âèâ÷àëèñÿ â [12, 13, 14].

Ìåòà íàøî¨ ïðàöi äîñëiäèòè âàðiàíòè íàïiâãðóïè Ðiñà ìàòðè÷íîãî òèïó ç
ñåíäâi÷-ìàòðèöåþ íàä ãðóïîþ ç íóëåì.

Íåõàé G0 = G ∪ {0} � ãðóïà G iç ïðè¹äíàíèì íóëåì 0, à I òà J � äîâiëüíi
íåïîðîæíi ìíîæèíè. I×J-ìàòðèöåþ Ðiñà íàä ãðóïîþ G0 íàçèâà¹òüñÿ I×J-ìàòðèöÿ
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íàä G0, ÿêà ìiñòèòü íå áiëüøå îäíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà. Ìàòðèöþ Ðiñà, â ÿêié
íåíóëüîâèé åëåìåíò g ñòî¨òü íà ìiñöi kl, ïîçíà÷àòèìåìî Akl(g) àáî [g]kl. Ðîçãëÿíåìî
òàêîæ äîâiëüíó (àëå ôiêñîâàíó) J × I-ìàòðèöþ P = (pji)i∈I, j∈J , äå pji ∈ G0. Ó
ìíîæèíi âñiõ I × J-ìàòðèöü Ðiñà íàä G0 âèçíà÷èìî ìíîæåííÿ ◦ ïðàâèëîì A ◦ B =
A ·P ·B. Òîäi äîáóòîê Akl(g)◦Auv(h) ¹ íóëüîâîþ ìàòðèöåþ, ÿêùî plu = 0, i ìàòðèöåþ
Ðiñà Akv(g · plu · h), ÿêùî plu 6= 0.

Îïåðàöiÿ ◦ ¹ àñîöiàòèâíîþ, òîìó ìíîæèíà M0(G; I, J ;P ) âñiõ I × J-ìàòðèöü
Ðiñà íàä ãðóïîþ G0 óòâîðþ¹ íàïiâãðóïó ñòîñîâíî öi¹¨ îïåðàöi¨. Âîíà íàçèâà¹òüñÿ
íàïiâãðóïîþ Ðiñà ìàòðè÷íîãî òèïó iç ñåíäâi÷-ìàòðèöåþ P íàä ãðóïîþ ç íóëåì G0.
ßêùî |I| = n òà |J | = m, òî çàìiñòüM0(G; I, J ;P ) ïèøóòüM0(G;n,m;P ).

2. Äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè

Íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ S iñíó¹ òàêèé
x ∈ S, ùî axa = a. Áóäåìî íàçèâàòè âàðiàíò (S, ∗a) ðåãóëÿðíèì, ÿêùî (S, ∗a) ¹
ðåãóëÿðíîþ íàïiâãðóïîþ.

Ëåìà 1 ([15], ëåìà 3.1). Íàïiâãðóïà ÐiñàM0(G; I, J ;P ) ìàòðè÷íîãî òèïó ç ñåíäâi÷-
ìàòðèöåþ P íàä ãðóïîþ ç íóëåì G0 ðåãóëÿðíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîæíèé

ðÿäîê i êîæåí ñòîâïåöü ìàòðèöi P ìiñòÿòü íåíóëüîâèé åëåìåíò.

Ëåìà 2 ([15], ëåìà 3.6). Äâi íàïiâãðóïè Ðiñà S = M0(G; I, J ;P ) òà S′ =
M0(G; I, J ;P ′) íàä îäíi¹þ i òi¹þ æ ãðóïîþ ç íóëåì G0 içîìîðôíi, ÿêùî iñíó-

þòü òàêi âiäîáðàæåííÿ ι → uι ìíîæèíè I ó G òà λ → vλ ìíîæèíè J ó G, ùî
p′λι = vλpλιuι äëÿ âñiõ ι ∈ I òà λ ∈ J , äå P = (pλι) òà P

′ = (p′λι).

Çàóâàæèìî, ùî içîìîðôiçìîì áóäå âiäîáðàæåííÿ [g]kl 7→ [ukgvl]kl i ùî P ′ =
V PU , äå V � äiàãîíàëüíà J × J-ìàòðèöÿ, U � äiàãîíàëüíà I × I-ìàòðèöÿ.

Íàñëiäîê 1 ([15], ñòîð. 132). Äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ I òà j ∈ J íàïiâãðóïà Ðiñà

M0(G; I, J ;P ) içîìîðôíà íàïiâãðóïi ÐiñàM0(G; I, J ;P ′) ç òàêîþ ñåíäâi÷-ìàòðèöåþ

P ′, â ÿêié â j-ìó ðÿäêó òà i-ìó ñòîâïöi òðàïëÿþòüñÿ ëèøå íóëü òà îäèíèöÿ ãðóïè
G.

I × J-ìàòðèöÿ U íàä ãðóïîþ G0 íàçèâà¹òüñÿ iíâåðòîâíîþ, ÿêùî êîæåí ðÿäîê
i êîæåí ñòîâïåöü ìàòðèöi U ìiñòèòü òî÷íî îäèí íåíóëüîâèé åëåìåíò íàïiâãðóïè G0.
ßêùî I × J-ìàòðèöÿ iíâåðòîâíà, òî, î÷åâèäíî, ùî |I| = |J |. ßêùî ω � ãîìîìîðôiçì
ãðóïè ç íóëåì G0 ó ãðóïó ç íóëåì G0

1 òà P = (pkl) � äîâiëüíà J × I-ìàòðèöÿ íàä G0,
òî ÷åðåç ω(P ) ïîçíà÷èìî J × I-ìàòðèöþ (ω(pkl)).

Ëåìà 3 ([15], íàñëiäîê 3.12). Äâi ðåãóëÿðíi íàïiâãðóïè Ðiñà ìàòðè÷íîãî òèïó

M0(G; I, J ;P ) òà M0(G′; I ′, J ′;P ′) içîìîðôíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ içî-

ìîðôiçì ω, ÿêèé âiäîáðàæà¹ G íà G′, òà òàêi iíâåðòîâíi I × I ′-ìàòðèöÿ U òà

J × J ′-ìàòðèöÿ V , ùî ω(P ) = V P ′U .

Äàëi ââàæà¹ìî, ùî ìíîæèíè I òà J ¹ ñêií÷åííèìè ïîòóæíîñòåé n òà m, âiäïî-
âiäíî.

Íàì çíàäîáèòüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ äëÿ (0, 1)-ìàòðèöü, òîáòî ìàòðèöü, åëåìåíòà-
ìè ÿêèõ ¹ òiëüêè 0 òà 1. ×åðåç Im×n ïîçíà÷èìî ìàòðèöþ ïîðÿäêóm×n, âñi åëåìåíòè
ÿêî¨ ¹ îäèíèöÿìè.
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Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé P � (0, 1)-ìàòðèöÿ ïîðÿäêó m × n, Eij � ìàòðè÷íà îäè-

íèöÿ iç Mn×m(R). Ïåðåñòàíîâêàìè ðÿäêiâ i ñòîâïöiâ ìàòðèöþ P · Eij · P ìîæíà

çâåñòè äî âèãëÿäó (
Ir×l 0
0 0

)
,

äå r � êiëüêiñòü îäèíèöü ó i-ìó ñòîâïöi ìàòðèöi P , à l � êiëüêiñòü îäèíèöü ó

j-ìó ðÿäêó ìàòðèöi P .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P = (prs) i F = P · Eij · P . Òîäi



p1i1ijpj1 · · · p1i1ijpjk · · · p1i1ijpjn

· · · · · ·
... · · · · · ·

F = pti1ijpj1 · · · pti1ijpjk · · · pti1ijpjn

· · · · · ·
... · · · · · ·

pmi1ijpj1 · · · pmi1ijpjk · · · pmi1ijpjn

.

ßêùî pti1ijpjk = 1, òî pti = 1 òà pjk = 1. Òîäi ÿêùî pti = 1, òî ó t-ìó ðÿäêó
ìàòðèöi F îäèíèöi áóäóòü ñòîÿòè òiëüêè íà òèõ ìiñöÿõ tx, äëÿ ÿêèõ pjx = 1 (òîáòî
òàì, äå ñòîÿòü îäèíèöi ó j-ìó ðÿäêó ìàòðèöi P ). Àíàëîãi÷íî ç ðiâíîñòi pjk = 1
âèïëèâà¹, ùî îäèíèöi ó k-ìó ñòîâïöi ìàòðèöi F ñòîÿòü íà òèõ ìiñöÿõ yk ìàòðèöi F ,
äëÿ ÿêèõ, äå pyi = 1 (òîáòî òàì, äå ñòîÿòü îäèíèöi ó i-ìó ñòîâïöi ìàòðèöi P ).

ßêùî pti = 0, òî t-é ðÿäîê ìàòðèöi F ¹ íóëüîâèì. Àíàëîãi÷íî, ÿêùî pjk = 0, òî
k-é ñòîâïåöü ìàòðèöi F íóëüîâèé.

Îòîæ, ìiñöÿ îäèíèöü ó ìàòðèöi F âèçíà÷àþòüñÿ ìiñöÿìè îäèíèöü ó i-òîìó ñòîâ-
ïöi ìàòðèöi òà ó j-ìó ðÿäêó ìàòðèöi P , à çàãàëüíà êiëüêiñòü îäèíèöü ó ìàòðèöi F
äîðiâíþ¹ r · l. À ÿêùî íà ÿêîìóñü ìiñöi â i-ìó ñòîâïöi ìàòðèöi òà ó j-ìó ðÿäêó ìàò-
ðèöi P ñòî¨òü íóëü, òî íóëüîâèì áóäå âåñü âiäïîâiäíèé ðÿäîê àáî ñòîâïåöü ìàòðèöi
F . Òîìó ïåðåñòàíîâêîþ ðÿäêiâ i ñòîâïöiâ ìàòðèöþ F çâîäèìî äî âèãëÿäó(

Ir×l 0
0 0

)
.

Òóò Ir×l � ìàòðèöÿ, âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ îäèíèöÿìè, r � êiëüêiñòü îäèíèöü ó i-ìó
ñòîâïöi ìàòðèöi P , l � êiëüêiñòü îäèíèöü ó j-ìó ðÿäêó ìàòðèöi P . �

3. Âàðiàíòè íàïiâãðóïè Ðiñà íàä ãðóïîþ ç íóëåì

Íåõàé Aij �ôiêñîâàíèé åëåìåíò íàïiâãðóïèM0(G;n,m;P ). Î÷åâèäíî, ùî âàði-
àíò (M0(G;n,m;P ), ∗Aij

) òåæ ¹ íàïiâãðóïîþ Ðiñà, àëå ç ñåíäâi÷-ìàòðèöåþ P ·Aij ·P .
Ç'ÿñó¹ìî, ÿêèé âèãëÿä ìîæå ìàòè öÿ ñåíäâi÷-ìàòðèöÿ.

Òâåðäæåííÿ 2. ßêùî ó ìàòðèöi Q = P · Aij · P íà ìiñöi lk ñòî¨òü íóëü, òî

íóëüîâèì áóäå àáî âåñü k-é ñòîâïåöü, àáî âåñü l-é ðÿäîê, àáî îäíî÷àñíî k-é ñòîâïåöü
òà l-é ðÿäîê.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé P = (pij). Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî

Q =


p11 · · · p1i · · · p1n

· · · · · ·
... · · · · · ·

pk1 · · · pki · · · pkn

· · · · · ·
... · · · · · ·

pm1 · · · pmi · · · pmn

 ·Aij ·

p11 · · · p1k · · · p1n

· · · · · ·
... · · · · · ·

pj1 · · · pjk · · · pjn

· · · · · ·
... · · · · · ·

pm1 · · · pmk · · · pmn

 =



p1iaijpj1 · · · p1iaijpjk · · · p1iaijpjn

· · · · · ·
... · · · · · ·

= pliaijpj1 · · · pliaijpjk · · · pliaijpjn

· · · · · ·
... · · · · · ·

pmiaijpj1 · · · pmiaijpjk · · · pmiaijpjn


Íåõàé pliaijpjk = 0. Öå ìîæëèâî, ÿêùî àáî pjk = 0, àáî pli = 0, àáî îäíî÷àñíî

pjk = 0 òà pli = 0. ßêùî pjk = 0, òî â ìàòðèöi Q íóëüîâèì áóäå âåñü k-é ñòîâïåöü.
ßêùî pli = 0, òî â ìàòðèöi Q íóëüîâèì áóäå âåñü l-é ðÿäîê. ßêùî æ îäíî÷àñíî
pjk = 0 òà pli = 0, òî â ìàòðèöi Q íóëüîâèìè áóäóòü k-é ñòîâïåöü òà l-é ðÿäîê. �

Òâåðäæåííÿ 3. ßêùî j-é ðÿäîê àáî i-é ñòîâïåöü ìàòðèöi P � íóëüîâi, òî âàði-

àíò (M0(G;n,m;P ), ∗[a]ij ) ¹ íàïiâãðóïîþ ç íóëüîâèì ìíîæåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ [x]lk i [y]ht

[x]lk ∗[a]ij [y]ht = [x · pki · a · pjh · y]kh = 0,

îñêiëüêè ïðèíàéìíi îäèí iç ìíîæíèêiâ pki òà pjh ¹ íóëåì. �

Òåîðåìà 1. Âàðiàíò (M0(G;n,m;P ), ∗Aij ) íàïiâãðóïèM0(G;n,m;P ) ¹ ðåãóëÿðíèì
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè j-é ðÿäîê òà i-é ñòîâïåöü ìàòðèöi P íå ìiñòÿòü íóëiâ.

Äîâåäåííÿ. Ç ëåìè 1 âèïëèâà¹, ùî âàðiàíò (M0(G;n,m;P ), ∗Aij
) ¹ ðåãóëÿðíèì òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöÿ PAijP íå ìiñòèòü íóëüîâèõ ðÿäêiâ ÷è ñòîâïöiâ.
Iç òâåðäæåííÿ 2 âèïëèâà¹ òàêå: êîëè â ìàòðèöi PAijP ¹ íóëüîâèé åëåìåíò, òî

öÿ ìàòðèöÿ ìiñòèòü íóëüîâèé ðÿäîê àáî íóëüîâèé ñòîâïåöü. À ç äîâåäåííÿ öüîãî
òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹, ùî íóëüîâèé ðÿäîê àáî íóëüîâèé ñòîâïåöü áóäóòü òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè ìàòðèöÿ P ìiñòèòü íóëü ó j-ìó ðÿäêó àáî i-ìó ñòîâïöi.

Òîìó äëÿ ðåãóëÿðíîñòi âàðiàíòà (M0(G;n,m;P ), ∗Aij
) íåîáõiäíî i äîñòàòíüî,

ùîá j-é ðÿäîê òà i-é ñòîâïåöü ìàòðèöi P íå ìiñòèëè íóëiâ. �

Ëåìà 4. Íåõàé ϕ : S → S′, ϕ([g]ij) = [ũiigṽjj ]ij � içîìîðôiçì íàïiâãðóï Ði-

ñà (S, ·) =M0(G;n,m;P ) i (S′, ◦) =M0(G;n,m;P ′). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà

[g]ij ∈ S âiäîáðàæåííÿ ϕ ¹ òàêîæ içîìîðôiçìîì âàðiàíòà (M0(G;n,m;P ), ∗[a]ij ) íà
âàðiàíò (M0(G;n,m;P ′), ∗ϕ([a]ij)).
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Äîâåäåííÿ ëåìè 4 âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòåé

ϕ([x]st ∗[a]ij [y]lr) = ϕ([x]st ◦ [a]ij ◦ [y]lr) =
= ϕ([x]st) · ϕ([a]ij) · ϕ([y]lr) =
= ϕ([x]st) ∗[ã]ij ϕ([y]lr).

Òåîðåìà 2. Óñi ðåãóëÿðíi âàðiàíòè íàïiâãðóïè Ðiñà M0(G;n,m;P ) ïîïàðíî içî-

ìîôíi

Äîâåäåííÿ. Íåõàé S1 = (M0(G;n,m;P ), ∗[a]ij ) i S2 = (M0(G;n,m;P ), ∗[b]kl
) � äâà

äîâiëüíi ðåãóëÿðíi âàðiàíòè íàïiâãðóïè Ðiñà M0(G;n,m;P ). Çà ëåìîþ 4 iñíóþòü
òàêi åëåìåíòè ã, b̃ ∈ G òà ìàòðèöi P ′, j-é ðÿäîê i i-é ñòîâïåöü ÿêî¨ ìiñòÿòü ëèøå íóëi
é îäèíèöi ãðóïè G, i P ′′ ç àíàëîãi÷íèìè l-ì ðÿäêîì i k-ì ñòîâïöåì, ùî

(M0(G;n,m;P ), ∗[a]ij ) ' (M0(G;n,m;P ′), ∗[ã]ij ),
(M0(G;n,m;P ), ∗[b]kl

) ' (M0(G;n,m;P ′′), ∗[̃b]kl
).

Iç ðåãóëÿðíîñòi âàðiàíòiâ i òåîðåìè 1 âèïëèâà¹, ùî öi ðÿäêè i ñòîâïöi íàñïðàâ-
äi ìiñòÿòü ëèøå îäèíèöi ãðóïè G. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ñåíäâi÷-ìàòðèöåþ âàðiàíòà
(M0(G;n,m;P ′), ∗[ã]ij ) ÿê íàïiâãðóïè Ðiñà áóäå ìàòðèöÿ Q′ = P ′Aij(ã)P

′, âñi åëåìåí-
òè ÿêî¨ äîðiâíþþòü ã. Àíàëîãi÷íî ñåíäâi÷-ìàòðèöåþ âàðiàíòà (M0(G;n,m;P ′′), ∗[̃b]kl

)

ÿê íàïiâãðóïè Ðiñà áóäå ìàòðèöÿ Q′′ = P ′′Akl(̃b)P
′′, âñi åëåìåíòè ÿêî¨ äîðiâíþþòü b̃.

Äëÿ äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü V = diag(ã) òà U = diag(̃b−1) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
Q′ = V Q′′U . Òîìó çà ëåìîþ 3 âàðiàíòè

(M0(G;n,m;P ′), ∗[ã]ij ) òà (M0(G;n,m;P ′), ∗[̃b]kl
)

içîìîðôíi. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî içîìîðôíèìè òàêîæ ¹ âàðiàíòè S1 òà S2. �

4. Içîìîðôíiñòü íàïiâãðóï Ðiñà íàä òðèâiàëüíîþ ãðóïîþ ç íóëåì

Äàëi ðîçãëÿäàþòüñÿ íàïiâãðóïè Ðiñà íàä òðèâiàëüíîþ ãðóïîþ ç íóëåì G0 =
{0, 1}. �õíiìè åëåìåíòàìè ¹ ìàòðè÷íi îäèíèöi òà íóëüîâà ìàòðèöÿ, à ñåíäâi÷-ìàòðèöi
òàêèõ íàïiâãðóï ¹ (0, 1)-ìàòðèöÿìè.

Òâåðäæåííÿ 4. ßêùî (0, 1)-ìàòðèöÿ P ′ îòðèìàíà ç ìàòðèöi P ïåðåñòàíîâêîþ

äâîõ ðÿäêiâ, òî íàïiâãðóïè ÐiñàM0(G;n,m;P ) òàM0(G;n,m;P ′) içîìîðôíi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìàòðèöÿ P ′ îòðèìàíà ç ìàòðèöi P ïåðåñòàíîâêîþ k-ãî òà l-ãî
ðÿäêiâ:



p11 p12 . . . p1n
. . . . . . . . . . . .
pk1 pk2 . . . pkn

P = . . . . . . . . . . . .
pl1 pl2 . . . pln
. . . . . . . . . . . .
pm1 pm2 . . . pmn


,



p11 p12 . . . p1n
. . . . . . . . . . . .
pl1 pl2 . . . pln

P ′= . . . . . . . . . . . .
pk1 pk2 . . . pkn
. . . . . . . . . . . .
pm1 pm2 . . . pmn





p′11 p′12 . . . p′1n
. . . . . . . . . . . .
p′k1 p′k2 . . . p′kn

= . . . . . . . . . . . .
p′l1 p′l2 . . . p′ln
. . . . . . . . . . . .
p′m1 p′m2 . . . p′mn


.
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Ðîçãëÿíåìî òàáëèöi ìíîæåííÿ íàïiâãðóïM0(G0;n,m;P ) iM0(G;n,m;P ′):

P · · · [1]1k · · · [1]1l · · · [1]ik · · · [1]il · · ·
[1]11 · · · [p11]1k · · · [p11]1l · · · [p1i]1k · · · [p1i]1l · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
[1]1k · · · [pk1]1k · · · [pk1]1l · · · [pki]1k · · · [pki]1l · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
[1]1l · · · [pl1]1k · · · [pl1]1l · · · [pli]1k · · · [pli]1l · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
[1]ik · · · [pk1]ik · · · [pk1]il · · · [pki]ik · · · [pki]il · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
[1]il . . . [pl1]ik · · · [pl1]il . . . [pli]ik . . . [pli]il · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

P ′ · · · [1]1k · · · [1]1l · · · [1]ik · · · [1]il · · ·
[1]11 · · · [p11]1k · · · [p11]1l · · · [p1i]1k · · · [p1i]1l · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
[1]1k · · · [pl1]1k · · · [pl1]1l · · · [pli]1k · · · [pli]1l · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
[1]1l · · · [pk1]1k · · · [pk1]1l · · · [pki]1k · · · [pki]1l · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
[1]ik · · · [pl1]ik · · · [pl1]il · · · [pli]ik · · · [pli]il · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
[1]il · · · [pk1]ik · · · [pk1]il . . . [pki]ik . . . [pki]il · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

Áà÷èìî, ÿêùî ó òàáëèöi ìíîæåííÿ äëÿ íàïiâãðóïèM0(G;n,m;P ) äëÿ êîæíîãî
j ∈ {1, 2, . . . , n} ïîìiíÿòè ìiñöÿìè ðÿäêè, ùî âiäïîâiäàþòü åëåìåíòàì [1]jk i [1]jl, òî
îòðèìà¹ìî òàáëèöþ ìíîæåííÿ äëÿM0(G;n,m;P ′).

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ

ϕ :M0(G;n,m;P )→M0(G;n,m;P ′),

âèçíà÷åíå òàê: äëÿ äîâiëüíèõ j ∈ {1, 2, · · · , n} òà h 6= l, k ïðèéìåìî

ϕ([1]jk) = [1]jl, ϕ([1]jl) = [1]jk, ϕ([1]jh) = [1]jh.

Äîâåäåìî, ùî ϕ ¹ içîìîðôiçìîì. Äëÿ öüîãî ïåðåâiðèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-
íiñòü ϕ(X · P · Y ) = ϕ(X) · P ′ · ϕ(Y ) äëÿ äîâiëüíèõ ðiñiâñüêèõ ìàòðèöü X,Y ∈
M0(G;n,m;P ). Ðiâíiñòü î÷åâèäíà, ÿêùî X = 0 àáî Y = 0. Òîìó ìîæíà ââàæàòè,
ùî X = [1]ij , Y = [1]rq. Äàëi ðîçãëÿíåìî ìîæëèâi âèïàäêè:
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1) ÿêùî j = q = k, òî

ϕ([1]ik ·P ·[1]rk) = ϕ([pkr]ik) = [p′lr]il = [1]il ·P ′ ·[1]rl = ϕ([1]ik) ·P ′ · ϕ([1]rk);

2) ÿêùî j = k, q = l, òî

ϕ([1]ik ·P ·[1]rl) = ϕ([pkr]il) = [p′lr]ik = [1]il ·P ′ ·[1]rk = ϕ([1]ik) ·P ′ · ϕ([1]rl);

3) ÿêùî j = k, q 6∈ {k, l}, òî

ϕ([1]ik ·P ·[1]rq) = ϕ([pkr]iq) = [p′lr]iq = [1]il ·P ′ ·[1]rq = ϕ([1]ik) ·P ′ · ϕ([1]rq);

4) ÿêùî j, q 6∈ {k, l}, òî

ϕ([1]ij ·P ·[1]rq) = ϕ([pjr]iq) = [p′jr]iq = [1]ij ·P ′ ·[1]rq = ϕ([1]ij) ·P ′ · ϕ([1]rq).

Âèïàäêè 1′) j = q = l; 2′) j = l, q = k; 3′) j = l, q 6∈ {k, l}; 3′′) q = k, j 6∈ {k, l};
3′′′) q = l, j 6∈ {k, l} ðîçãëÿäàþòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Ïîäèâèìîñü, ó ÿêó òàáëèöþ ïåðåéäå òàáëèöÿ ìíîæåííÿ äëÿ íàïiâãðóïè
M0(G;n,m;P ), ÿêùî êîæåí åëåìåíò òàáëèöi çàìiíèòè éîãî îáðàçîì ïðè âiäîáðà-
æåííi ϕ. Öåé ïåðåõiä ìîæíà ðîçáèòè íà äâà åòàïè. Íà ïåðøîìó åòàïi äëÿ êîæíîãî
i ïåðåñòàâèìî ìiñöÿìè ðÿäêè, ùî âiäïîâiäàþòü åëåìåíòàì [1]ik òà [1]il, à ïîòiì
ñòîâïöi, ÿêi âiäïîâiäàþòü öèì åëåìåíòàì. Îòðèìà¹ìî òàáëèöþ:

· · · [1]1l · · · [1]1k · · · [1]il · · · [1]ik · · ·
[1]11 · · · [p11]1l · · · [p11]1k · · · [p1i]1l · · · [p1i]1k · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
[1]1l · · · [pl1]1l · · · [pl1]1k · · · [pli]1l · · · [pli]1k · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
[1]1k · · · [pk1]1l · · · [pk1]1k · · · [pki]1l · · · [pki]1k · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
[1]il . . . [pl1]il · · · [pl1]ik . . . [pli]il . . . [pli]ik · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
[1]ik · · · [pk1]il · · · [pk1]ik · · · [pki]il · · · [pki]ik · · ·
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

Íà äðóãîìó åòàïi äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà òàáëèöi äðóãèé iíäåêñ k çàìiíèìî íà l i
íàâïàêè, íå çìiíþþ÷è ïåðøèõ iíäåêñiâ òà ðåøòè äðóãèõ iíäåêñiâ. Áåçïîñåðåäíüî ïå-
ðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî îòðèìàíà òàáëèöÿ çáiãà¹òüñÿ ç òàáëèöåþ ìíîæåííÿ äëÿ íàïiâãðóïè
M0(G;n,m;P ′). Òîìó íàïiâãðóïè M0(G;n,m;P ) òà M0(G;n,m;P ′) ¹ içîìîðôíè-
ìè. �

ßêùî âiä íàïiâãðóïè Ðiñà M0(G;n,m;P ) ïåðåéòè äî äóàëüíî¨ íàïiâãðóïè
M0(G;m,n;P ′), òî ç òâåðäæåííÿ 4 îäðàçó âèïëèâà¹ äóàëüíå

Òâåðäæåííÿ 5. ßêùî (0, 1)-ìàòðèöÿ P ′′ îòðèìàíà ç ìàòðèöi P ïåðåñòàíîâêîþ

äâîõ ñòîâïöiâ, òî íàïiâãðóïè ÐiñàM0(G;n,m;P ) òàM0(G;n,m;P ′′) içîìîðôíi.
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Íàñëiäîê 2. ßêùî ìàòðèöÿ P̃ îòðèìàíà ç ìàòðèöi P çà äîïîìîãîþ ïåðåñòàíîâîê

ðÿäêiâ i ñòîâïöiâ, òî íàïiâãðóïè ÐiñàM0(G;n,m;P ) òàM0(G;n,m; P̃ ) içîìîðôíi.

5. Âàðiàíòè íàïiâãðóïè Ðiñà íàä òðèâiàëüíîþ ãðóïîþ ç íóëåì

Òâåðäæåííÿ 6. ßêùî âàðiàíò (M0(G;n,m;P ), ∗Aij ) íàïiâãðóïè Ðiñà íàä òðèâi-

àëüíîþ ãðóïîþ ç íóëåì ¹ ðåãóëÿðíèì, òî âií içîìîðôíèé íàïiâãðóïi

M0(G;n,m; Im×n).

Äîâåäåííÿ. Âàðiàíò (M0(G;n,m;P ), ∗Aij
) ¹ íàïiâãðóïîþ Ðiñà (M0(G;n,m;PAijP ).

Îñêiëüêè âàðiàíò (M0(G;n,m;P ), ∗Aij
) ðåãóëÿðíèé, òî çà òåîðåìîþ 1 âñi åëåìåíòè

j-ãî ðÿäêà òà i-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi P ¹ îäèíèöÿìè. Àëå òîäi ç òâåðäæåííÿ 1 âèïëèâà¹,
ùî PAijP = Im×n. �

Òåîðåìà 3. Âàðiàíòè S1 = (M0(G;n,m;P ), ∗Aij
) òà S2 = (M0(G;n,m;P ), ∗Alk

)
içîìîðôíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöi Q = PAijP òà F = PAlkP ïiñëÿ

âèêðåñëåííÿ íóëüîâèõ ðÿäêiâ i ñòîâïöiâ çáiãàþòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Âàðiàíòè S1 i S1 ¹ íàïiâãðóïàìè Ðiñà ç ìàòðèöÿìè Q òà F , âiäïîâiäíî.
Çà òâåðäæåííÿì 1 ïåðåñòàíîâêàìè ðÿäêiâ i ñòîâïöiâ ìàòðèöi Q òà F ìîæíà çâåñòè
äî âèãëÿäó

Q′ =

(
Iu×v 0
0 0

)
, F ′ =

(
Ik×t 0
0 0

)
,

âiäïîâiäíî. Öå îçíà÷à¹, ùî ïiñëÿ âèêðåñëåííÿ ç ìàòðèöü Q òà F íóëüîâèõ ðÿäêiâ i
ñòîâïöiâ ìè îäåðæèìî ìàòðèöi Iu×v òà Ik×t, âiäïîâiäíî. Êðiì òîãî, çà íàñëiäêîì 2
ìàòèìåìî

M0(G;n,m;Q) 'M0(G;n,m;Q′), M0(G;n,m;F ) 'M0(G;n,m;F ′).

Òîìó äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî íàïiâãðóïè M0(G;n,m;Q′) i M0(G;n,m;F ′) içî-
ìîðôíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Iu×v = Ik×t.

Äîñòàòíiñòü óìîâè î÷åâèäíà, áî òîäi Q′ = F ′.

Äëÿ äîâåäåííÿ íåîáõiäíîñòi çàóâàæèìî, ùî â íàïiâãðóïiM0(G;n,m;Q′) äîáó-
òîê [1]rs · [1]xy = [q′sx]ry áóäå íåíóëüîâèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè 1 6 s 6 u i 1 6 x 6 v.
Òîìó òàáëèöÿ ìíîæåííÿ äëÿ íàïiâãðóïè M0(G;n,m;Q′) ìiñòèòèìå nu íåíóëüîâèõ
ðÿäêiâ, ó êîæíîìó ç ÿêèõ áóäå mv îäèíèöü. Àíàëîãi÷íî òàáëèöÿ ìíîæåííÿ äëÿ
íàïiâãðóïè M0(G;n,m;F ′) áóäå ìiñòèòè nk íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ, ó êîæíîìó ç ÿêèõ
áóäå mt îäèíèöü. Òîìó ç içîìîðôíîñòi íàïiâãðóï M0(G;n,m;Q′) i M0(G;n,m;F ′)
âèïëèâà¹, ùî u = k i v = t. �

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ri êiëüêiñòü îäèíèöü â i-ìó ðÿäêó ìàòðèöi P , à ÷åðåç sj �
êiëüêiñòü îäèíèöü ó j-ìó ñòîâïöi ìàòðèöi P .

Íàñëiäîê 3. ßêùî äëÿ ìàòðèöi P ìíîæèíà {ri : 0 6 i 6 m}\{0} ìà¹ k åëåìåíòiâ,
à ìíîæèíà {sj : 0 6 j 6 n} \ {0} � l åëåìåíòiâ, òî íàïiâãðóïà ÐiñàM0(G;n,m;P )
ìà¹ òî÷íî k · l + 1 ïîïàðíî íåiçîìîðôíèõ âàðiàíòiâ.
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Äîâåäåííÿ. ßêùî ri 6= 0 i sj 6= 0, òî ç òâåðäæåííÿ 1 òà íàñëiäêó 2 âèïëèâà¹,
ùî âàðiàíò (M0(G;n,m;P ), ∗[1]ij ) içîìîðôíèé íàïiâãðóïi Ðiñà M0(G;n,m;Q) iç

ñåíäâi÷-ìàòðèöåþ Q =

(
Isi×rj 0

0 0

)
. Çà òåîðåìîþ 3 ðiçíèì ïàðàì (si, rj) âiäïîâiäà-

þòü íåiçîìîðôíi âàðiàíòè, ùî äà¹ íàì k · l ïîïàðíî íåiçîìîðôíèõ âàðiàíòiâ. Æîäåí
iç íèõ íå ¹ íàïiâãðóïîþ iç íóëüîâèì ìíîæåííÿì. Êðiì òîãî, ìà¹ìî ùå âàðiàíò
(M0(G;n,m;P ), ∗0), ÿêèé ¹ íàïiâãðóïîþ iç íóëüîâèì ìíîæåííÿì. �
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VARIANTS OF THE REES MATRIX SEMIGROUP
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Let S be a semigroup, and let a ∈ S. Then the variant of S with respect
to a is the semigroup with underlying set S and multiplication ◦ de�ned by
x ◦ y = xay.
Let S be an arbitrary semigroup, let I and Λ be (index) sets and let P = (pλi)
be a (Λ × I)-matrix over S, i.e. a mapping from the Cartesian product Λ × I
into S. The following formula de�nes an operation on the set M = I × S × Λ:

(i, s, λ)(j, t, µ) = (i, spλjt, µ).

Then M is a semigroup, called a Rees semigroup of matrix type over S and
denoted by M(S; I,Λ;P ). The matrix P is called the sandwich matrix of
the semigroup M(S; I,Λ;P ). If S is a semigroup with zero 0, then Z =
{(i, 0, λ) : i ∈ I, λ ∈ Λ} is an ideal inM(S; I,Λ;P ) and the Rees quotient semi-
group M/Z is denoted byM0(S; I,Λ;P ). In the case when S = G0 is a group
G0 with an adjoined zero, instead ofM0(G0; I,Λ;P ) one writesM0(G; I,Λ;P )
and calls it a Rees semi-group of matrix type over the group G0 with an adjoi-

ned zero.
We obtained necessary and su�ciency conditions for regularity and isomorphi-
sm of two variants of the Rees matrix semigroup with a sandwich matrix
over a trivial group with zero. In particular we show that variants S1 =
(M0(G;n,m;P ), ∗Aij ) and S2 = (M0(G;n,m;P ), ∗Alk ) are isomorphic if and
only if when the matrices Q = PAijP and F = PAlkP coincide after deleting
of zero-rows and zero-columns.

Key words: variant, sandwich semigroup, Rees semigroup, isomorphism.
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