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Äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi iíòåðàñîöiàòèâíîñòåé ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà
Pλ. Îïèñàíî âiäíîøåííÿ Ãðiíà íà iíòåðàñîöiàòèâíîñòi ïîëiöèêëi÷íîãî ìî-

íî¨äà P
k−1
1 k2

λ , à òàêîæ äîâåäåíî êðèòåðié, êîëè éîãî äâi iíòåðàñîöiàòèâíîñòi
¹ içîìîðôíèìè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä, iíòåðàñîöiàòèâíiñòü, âiäíîøåííÿ
Ãðiíà, içîìîðôiçì, àíòèiçîìîðôiçì.

1. Òåðìiíîëîãiÿ òà îçíà÷åííÿ

Íàïiâãðóïà � öå íåïîðîæíÿ ìíîæèíà ç âèçíà÷åíîþ íà íié áiíàðíîþ àñîöiàòèâ-
íîþ îïåðàöi¹þ.

Íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ:

• ïðîñòîþ, ÿêùî S íå ìà¹ âëàñíèõ äâîái÷íèõ iäåàëiâ;
• 0-ïðîñòîþ, ÿêùî S ìiñòèòü íóëü i S íå ìà¹ âëàñíèõ äâîái÷íèõ iäåàëiâ âiä-
ìiííèõ âiä {0};

• áiïðîñòîþ, ÿêùî S ìiñòèòü ¹äèíèé D−êëàñ;
• 0-áiïðîñòîþ, ÿêùî S ìà¹ íóëü i S ìiñòèòü äâà D−êëàñè: {0} i S \ {0};
• êîíãðóåíö-ïðîñòîþ, ÿêùî S ìà¹ ëèøå îäèíè÷íó é óíiâåðñàëüíó êîíãðóåíöi¨;
• iíâåðñíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà x ∈ S iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò y ∈ S
òàêèé, ùî xyx = x i yxy = y.
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ßêùî S � íàïiâãðóïà, òî âiäíîøåííÿ �ðiíà R, L , J , D i H íà S âèçíà÷àþòüñÿ
òàê (äèâ. [33, �2.1]):

aRb òîäi i ëèøå òîäi, êîëè aS1 = bS1;

aL b òîäi i ëèøå òîäi, êîëè S1a = S1b;

aJ b òîäi i ëèøå òîäi, êîëè S1aS1 = S1bS1;

D = L ◦R = R ◦L ;

H = L ∩R.

Äëÿ áóäü-ÿêîãî a ∈ S ÷åðåç Ra(S), La(S), Ha(S), Da(S) i Ja(S) ïîçíà÷èìî R−, L−,
H −, D− i J−êëàñ, ÿêèé ìiñòèòü åëåìåíò a, âiäïîâiäíî. ×åðåç R(a), L(a), J(a) ïî-
çíà÷èìî ïðàâèé (ëiâèé, äâîái÷íèé) ãîëîâíèé iäåàë, ïîðîäæåíèé åëåìåíòîì a. Íàãà-
äà¹ìî (äèâ. [29, c. 82�83]), ùî iíâåðñíà íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ êîìáiíàòîðíîþ,
ÿêùî âiäíîøåííÿ �ðiíà H íà S ¹ âiäíîøåííÿì ðiâíîñòi.

Íåõàé S íàïiâãðóïà. ×åðåç E(S) ïîçíà÷èìî ìíîæèíó iäåìïîòåíòiâ â S. Íàïiâ-
ãðóïîâà îïåðàöiÿ âèçíà÷à¹ ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê 6 íà E(S) òàê:

e 6 f òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ef = fe = e.

Öåé ïîðÿäîê íàçèâà¹òüñÿ ïðèðîäíèì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì íà E(S). Íàïiâ ðàòêà �
öå êîìóòàòèâíà íàïiâãðóïà iäåìïîòåíòiâ.

Áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä C (p, q) � öå íàïiâãðóïà ç îäèíèöåþ 1 ïîðîäæåíà äâîìà
åëåìåíòàìè p i q, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó pq = 1. Íà íàïiâãðóïi C (p, q) îïåðàöiÿ
âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

qkpl · qmpn = qk+m−min{i,m}pl+n−min{l,m}.

Âiäîìèé ðåçóëüòàò Àíäåðñåíà [1] ñòâåðäæó¹, ùî (0�)ïðîñòà íàïiâãðóïà ç iäåìïî-
òåíòîì ¹ öiëêîì (0�)ïðîñòîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà íå ìiñòèòü içîìîðôíî¨ êîïi¨
áiöèêëi÷íî¨ íàïiâãðóïè. Áiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä äîïóñêà¹ ëèøå äèñêðåòíó íàïiâãðóïîâó
ãàóñäîðôîâó òîïîëîãiþ [17].

Ó1970 ðîöi Íiâà i Ïåððî çàïðîïîíóâàëè òàêå óçàãàëüíåííÿ áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà
([29], [32]). Äëÿ áóäü-ÿêîãî íåíóëüîâîãî êàðäèíàëà λ, λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pλ ¹
íàïiâãðóïîþ ç íóëåì âèçíà÷åíîþ òàêèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:

Pλ =
〈
{pi}i∈λ, {p−1i }i∈λ | pip

−1
i = 1, pip

−1
j = 0 äëÿ i 6= j

〉
.

Î÷åâèäíî, ùî ó âèïàäêó, êîëè λ = 1 íàïiâãðóïà P1 içîìîðôíà áiöèêëi÷íîìó ìîíî-
¨äó ç ïðè¹äíàíèì íóëåì. Ó [3] äîâåäåíî, ùî ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä ¹ óíiâåðñàëüíèì
îá'¹êòîì ó êëàñi iíâåðñíèõ íàïiâãðóï íàä îði¹íòîâàíèìè ãðàôàìè. Çîêðåìà, äîâåäå-
íî, ùî êîæíà iíâåðñíà íàïiâãðóïà G(E) íàä îði¹íòîâàíèì ãðàôîì E âêëàäà¹òüñÿ â
ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pλ, äå λ = |G(E)|. Íàïiãðóïîâi òà òðàíñëÿöiéíî íåïåðåðâíi òî-
ïîëîãiçàöi¨ λ-ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà, éîãî ïîâíîòà òà çàíóðåííÿ âèâ÷àëè ó [2, 4, 5].

Âàðiàíòîì íàïiâãðóïè S ñòîñîâíî åëåìåíòà a ∈ S íàçèâà¹òüñÿ íàïiâãðóïà Sa =
(S, ∗a) ç ñåíäâi÷-îïåðàöi¹þ x ∗a y = xay. Âàðiàíòè íàïiâãðóï ïåðøèì ïî÷àâ âèâ÷à-
òè Õiêi â ïðàöi [23]. Iíòåðàñîöiàòèâíiñòþ íàïiâãðóïè (S, ·) íàçèâà¹òüñÿ íàïiâãðóïà
(S, ∗) òàêà, ùî a·(b∗c) = (a·b)∗c i a∗(b·c) = (a∗b)·c äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b, c ∈ S. Iíòåðàñî-
öiàòèâíîñòi íàïiâãðóï âèâ÷àëè Áîéä, Ãîëüä i Íåëüñîí [6] ó 1996 ðîöi. Âîíè äîâåëè,
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ùî êîæíà iíòåðàñîöiàòèâíiñòü ìîíî¨äà ¹ âàðiàíòîì. Êðiì òîãî, êîæíà iíòåðàñîöi-
àòèâíiñòü öiëêîì ïðîñòî¨ íàïiâãðóïè ¹ öiëêîì ïðîñòîþ íàïiâãðóïîþ. Òàêîæ ëåãêî
äîâåñòè, ùî êîæíà iíòåðàñîöiàòèâíiñòü ãðóïè içîìîðôíà öié ãðóïi. Â [20] ðîçãëÿ-
íóòî àëãåáðè÷íi âëàñòèâîñòi iíòåðàñîöiàòèâíîñòåé áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà. Çîêðåìà,
äîâåäåíî, ùî áóäü-ÿêi äâi éîãî iíòåðàñîöiàòèâíîñòi íå ¹ içîìîðôíèìè. Òðàíñëÿöiéíî
íåïåðåðâíi òîïîëîãiçàöi¨ iíòåðàñîöiàòèâíîñòåé áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà âèâ÷àëè â [21].
Âàðiàíòàì ðîçøèðåíîãî áiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà òà ¨õíiìè íàïiâãðóïîâèì òîïîëîãiçàöi-
ÿì ïðèñâÿ÷åíà ïðàöÿ [22]. Âàðiàíòè íàïiâãðóï áiíàðíèõ âiäíîøåíü âèâ÷àëè â ïðàöÿõ
Õàñå [7, 8, 9]. Âàðiàíòàì íàïiâãðóï ïåðåòâîðåíü ïðèñâÿ÷åíi ïðàöi [14, 15, 16, 25, 30].
Áàãàòî àâòîðiâ ðîçðîáèëè çàãàëüíó òåîðiþ âàðiàíòiâ ðiçíèõ êëàñiâ íàïiâãðóï, äèâ.
çîêðåìà [23, 24, 28]. Ïðî ñó÷àñíèé ñòàí âàðiàíòiâ ñêií÷åííèõ ïîâíèõ íàïiâãðóï ïå-
ðåòâîðåíü äëÿ ïîäàëüøèõ ïîñèëàíü òà iñòîðè÷íèõ äèñêóñié äèâ. [14] i [19, ðîçäië
13]. Âàðiàíòè íàïiâ ðàòîê âèâ÷àëè â [10, 18]. Ñòàòòi [11, 12, 13, 14] çàïî÷àòêóâàëè
âèâ÷åííÿ âàðiàíòiâ íàïiâãðóï ó äîâiëüíèõ (ëîêàëüíî ìàëèõ) êàòåãîðiÿõ.

Íåõàé λ � äîâiëüíèé êàðäèíàë. ×åðåç λ∗ áóäåìî ïîçíà÷àòè âiëüíèé ìîíî¨ä íàä
àëôàâiòîì λ, ÷åðåç ε � ïóñòå ñëîâî â λ∗. Äëÿ êîæíîãî ñëîâà a ∈ λ∗ ââåäåìî òàêi
ïîçíà÷åííÿ:

pref(a) = {b ∈ λ∗ | ∃c ∈ λ∗ bc = a} � ìíîæèíà âñiõ ïðåôiêñiâ ñëîâà a;

prefo(a) = {b ∈ λ∗ | ∃c ∈ λ∗\{ε} bc = a} � ìíîæèíà âñiõ âëàñíèõ ïðåôiêñiâ ñëîâà a;

suff(a) = {b ∈ λ∗ | ∃c ∈ λ∗ cb = a} � ìíîæèíà âñiõ ñóôiêñiâ ñëîâà a;

suffo(a) = {b ∈ λ∗ | ∃c ∈ λ∗ \ {ε} cb = a} � ìíîæèíà âñiõ âëàñíèõ ñóôiêñiâ ñëîâà a.

Çà ëåìîþ 2.4 ç [4] (äèâ. òàêîæ [27, çàóâàæåííÿ 2.6], [27, ñ. 453], [26, �2.1] i [29,
òâåðäæåííÿ 9.3.1] ó âèïàäêó ñêií÷åííîãî êàðäèíàëà) äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëà λ > 2
êîæåí íåíóëüîâèé åëåìåíò x ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà Pλ ìà¹ çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi
u−1v, äå u i v � åëåìåíòè âiëüíîãî ìîíî¨äà λ∗, i íàïiâãðóïîâà îïåðàöiÿ íà Pλ ó öüîìó
çîáðàæåííi âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

a−1b · c−1d =

 (c1a)−1d, ÿêùî c = c1b äëÿ äåÿêîãî c1 ∈ λ∗;
a−1b1d, ÿêùî b = b1c äëÿ äåÿêîãî b1 ∈ λ∗;

0, â iíøîìó âèïàäêó

i a−1b · 0 = 0 · a−1b = 0 · 0 = 0.
Íàäàëi λ � êàðäèíàë > 2 i k−11 k2 � äåÿêèé íåíóëüîâèé åëåìåíò íàïiâãðóïè Pλ.

Îñêiëüêè Pλ � ìîíî¨ä, òî éîãî iíòåðàñîöiàòèâíîñòi ¹ âàðiàíòàìè.

2. Äåÿêi âëàñòèâîñòi iíòåðàñîöiàòèâíîñòåé ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà

Íàäàëi äëÿ äîâiëüíîãî êàðäèíàëà λ > 2 i äîâiëüíîãî åëåìåíòà k−11 k2 ïîëiöèê-

ëi÷íîãî ìîíî¨äà Pλ ÷åðåç P k
−1
1 k2

λ áóäåìî ïîçíà÷àòè âàðiàíò ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà
ç íàïiâãðóïîâîþ ñåíäâi÷-îïåðàöi¹þ

a−1b ∗k−1
1 k2

c−1d = a−1b · k−11 k2 · c−1d, a−1b, c−1d ∈ Pλ.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåíóëüîâèé åëåìåíò a−11 a2 ∈ P
k−1
1 k2

λ ¹ iäåìïîòåíòîì òîäi i òiëü-

êè òîäi, êîëè iñíó¹ ñëîâî b ∈ λ∗ òàêå, ùî a−11 a2 = (bk2)−1bk1.
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Äîâåäåííÿ. (⇒) Íåõàé a−11 a2 � íåíóëüîâèé iäåìïîòåíò â P
k−1
1 k2

λ . Ðîçãëÿíåìî ìîæëèâi
âèïàäêè.

1. Iñíóþòü ñëîâà u, v ∈ λ∗ òàêi, ùî k1 = ua2 i a1 = vk2. Òîäi

a−11 a2 ∗k−1
1 k2

a−11 a2 = a−11 a2 · k−11 k2 · a−11 a2 =

= a−11 a2 · a−12 u−1k2 · k−12 v−1a2 =

= a−11 u−1v−1a2.

Ç iíøîãî áîêó, a−11 a2 ∗k−1
1 k2

a−11 a2 = a−11 a2, à òîìó u−1v−1 = ε. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
u = ε i v = ε, à îòæå, a1 = k2, a2 = k1 i b = ε.

2. Iñíóþòü ñëîâà u, v ∈ λ∗ òàêi, ùî a2 = uk1 i a1 = vk2. Òîäi

a−11 a2 ∗k−1
1 k2

a−11 a2 = a−11 a2 · k−11 k2 · a−11 a2 =

= a−11 uk1 · k−11 k2 · k−12 v−1a2 =

= a−11 u · v−1a2.

Ðîçãëÿíåìî ìîæëèâi äâà ïiäâèïàäêè.

(a) Iñíó¹ ñëîâî w ∈ λ∗ òàêå, ùî u = wv. Òîäi a−11 u · v−1a2 = a−11 wa2. Îñêiëüêè
a−11 a2 ∗k−1

1 k2
a−11 a2 = a−11 a2, òî w = ε. Îòîæ, u = v = b, a îòæå, a2 = bk1 i

a1 = bk2.
(b) Iñíó¹ ñëîâî w ∈ λ∗ òàêå, ùî v = wu. Òîäi a−11 u · v−1a2 = a−11 w−1a2. Îñêiëüêè

a−11 a2 ∗k−1
1 k2

a−11 a2 = a−11 a2, òî w = ε. Îòîæ, u = v = b, a îòæå, a2 = bk1 i
a1 = bk2.

3. Iñíóþòü ñëîâà u, v ∈ λ∗ òàêi, ùî k1 = ua2 i k2 = va1. Òîäi

a−11 a2 ∗k−1
1 k2

a−11 a2 = a−11 a2 · k−11 k2 · a−11 a2 =

= a−11 a2 · a−12 u−1va1 · a−11 a2 =

= a−11 u−1va2.

Ç iíøîãî áîêó, a−11 a2 ∗k−1
1 k2

a−11 a2 = a−11 a2, à òîìó u−1v = ε. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
u = ε i v = ε, à îòæå, a1 = k2, a2 = k1 i b = ε.

4. Iñíóþòü ñëîâà u, v ∈ λ∗ òàêi, ùî a2 = uk1 i k2 = va1. Òîäi

a−11 a2 ∗k−1
1 k2

a−11 a2 = a−11 a2 · k−11 k2 · a−11 a2 =

= a−11 uk1 · k−11 va1 · a−11 a2 =

= a−11 uva2.

Ç iíøîãî áîêó, a−11 a2 ∗k−1
1 k2

a−11 a2 = a−11 a2, à òîìó uv = ε. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî u = ε

i v = ε, à îòæå, a1 = k2, a2 = k1 i b = ε.
(⇐) Íåõàé a−11 a2 = (bk2)−1bk1, äëÿ äåÿêîãî ñëîâà b ∈ λ∗. Òîäi

a−11 a2 ∗k−1
1 k2

a−11 a2 = (bk2)−1bk1 · k−11 k2 · (bk2)−1bk1 = (bk2)−1bk1 = a−11 a2.

Îòæå, a−11 a2 � iäåìïîòåíò íàïiâãðóïè P
k−1
1 k2

λ . �
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Íàñëiäîê 1. Íåõàé (ak2)−1ak1, (bk2)−1bk1 � iäåìïîòåíòè íàïiâãðóïè P
k−1
1 k2

λ . ßêùî

iñíó¹ ñëîâî c ∈ λ∗ òàêå, ùî a = cb, òî

(ak2)−1ak1 ∗k−1
1 k2

(bk2)−1bk1 = (bk2)−1bk1 ∗k−1
1 k2

(ak2)−1ak1 = (ak2)−1ak1.

Ëåìà 1. Íåõàé a−11 a2, b
−1
1 b2 � äîâiëüíi åëåìåíòè íàïiâãðóïè Pλ. ßêùî a

−1
1 ·b

−1
1 b2 =

c−11 c2 6= 0, òî a1 ∈ suff(c1) i b2 ∈ suff(c2).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè a−11 a2 · b−11 b2 6= 0, òî ìîæëèâi äâà âèïàäêè.
1. Iñíó¹ ñëîâî u ∈ λ∗ òàêå, ùî a2 = ub1. Òîäi

c−11 c2 = a−11 a2 · b−11 b2 = a−11 ub1 · b−11 b2 = a−11 ub2.

2. Iñíó¹ ñëîâî u ∈ λ∗ òàêå, ùî b1 = ua2. Òîäi

c−11 c2 = a−11 a2 · b−11 b2 = a−11 a2 · a−12 u−1b2 = a−11 u−1b2.

Îòæå, a1 ∈ suff(c1) i b2 ∈ suff(c2). �

Íàñëiäîê 2. Íåõàé a−11 a2, b
−1
1 b2 � äîâiëüíi åëåìåíòè íàïiâãðóïè P

k−1
1 k2

λ . ßêùî

a−11 a2 ∗k−1
1 k2

b−11 b2 = c−11 c2 6= 0, òî a1 ∈ suff(c1) i b2 ∈ suff(c2).

Ëåìà 2. ßêùî íàïiâãðóïà P
k−1
1 k2

λ ìiñòèòü îäèíè÷íèé åëåìåíò, òî k−11 k2 = 1Pλ
.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé e−11 e2 � îäèíè÷íèé åëåìåíò íàïiâãðóïè P k
−1
1 k2

λ . Òîäi:

1) 1Pλ
= e−11 e2 ∗k−1

1 k2
1Pλ

= e−11 e2 · k−11 k2, òîìó çà ëåìîþ 1 ìàòèìåìî, ùî k2 ∈
suff(ε), à îòæå, k2 = ε;

2) 1Pλ
= 1Pλ

∗k−1
1 k2

e−11 e2 = k−11 k2 ·e−11 e2, òîìó çà ëåìîþ 1 ìà¹ìî, ùî k1 ∈ suff(ε),
à îòæå, k1 = ε.

Îòîæ, îòðèìó¹ìî, ùî k−11 k2 = 1Pλ
. �

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ h : Pλ → Pλ òàê: h(a−11 a2) = a−12 a1 i h(0) = 0 äëÿ
äîâiëüíîãî a−11 a2 ∈ Pλ.

Ëåìà 3. Äëÿ äîâiëüíèõ a−11 a2, b
−1
1 b2 ∈ Pλ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

h(a−11 a2 · b−11 b2) = b−12 b1 · a−12 a1.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ìîæëèâi âèïàäêè.
1. a−11 a2 = 0 àáî b−11 b2 = 0, àáî a−11 a2 · b−11 b2 = 0. Òîäi

h(a−11 a2 · b−11 b2) = h(0) = 0 = b−12 b1 · a−12 a1.

2. Iñíó¹ ñëîâî u ∈ λ∗ òàêå, ùî a2 = ub1. Òîäi

h(a−11 a2 · b−11 b2) = h(a−11 ub1 · b−11 b2) = h(a−11 ub2) = b−12 u−1a1 = b−12 b1 · b−11 u−1a1 =

= b−12 b1 · a−12 a1.

3. Iñíó¹ ñëîâî u ∈ λ∗ òàêå, ùî b1 = ua2. Òîäi

h(a−11 a2 · b−11 b2) = h(a−11 a2 · a−12 u−1b2) = h(a−11 u−1b2) = b−12 ua1 =

= b−12 ua2 · a−12 a1 = b−12 b1 · a−12 a1.

�
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Òâåðäæåííÿ 2. Âiäîáðàæåííÿ h âèçíà÷à¹ àíòèiçîìîðôiçìîì ç íàïiâãðóïè P
k−1
1 k2

λ

ó íàïiâãðóïó P
k−1
2 k1

λ .

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî âiäîáðàæåííÿì h ¹ ái¹êòèâíèì. Ïîêàæåìî, ùî âîíî ¹ àí-
òèãîìîìîðôiçìîì. Çà ëåìîþ 3,

h(a−11 a2 ∗k−1
1 k2

b−11 b2) = h(a−11 a2 · k−11 k2 · b−11 b2) =

= h(k−11 k2 · b−11 b2)h(a−11 a2) =

= h(b−11 b2)h(k−11 k2)h(a−11 a2) =

= h(b−11 b2) · k−12 k1 · h(a−11 a2) =

= h(b−11 b2) ∗k−1
2 k1

h(a−11 a2),

à îòæå, âèêîíó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ ëåìè. �

Íåõàé k−11 k2, t
−1
1 t2 ∈ Pλ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Pλ(t−11 t2, k

−1
1 k2) ïiäíàïiâãðóïó

{(a1t1)−1a2t2 | a−11 a2 ∈ Pλ} íàïiâãðóïè P
k−1
1 k2

λ .

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé k−11 k2, t
−1
1 t2 ∈ Pλ. ßêùî iñíóþòü ñëîâà u, v ∈ λ∗ òàêi, ùî

k1 = t1u i k2 = t2v, òî íàïiâãðóïà P
t−1
1 t2
λ içîìîðôíà ïiäíàïiâãðóïi Pλ(v−1u, k−11 k2)

íàïiâãðóïè P
k−1
1 k2

λ .

Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ f : P
t−1
1 t2
λ → Pλ(v−1u, k−11 k2) òàê: f(a−11 a2) =

(a1v)−1a2u i f(0) = 0. Î÷åâèäíî, ùî öå âiäîáàæåííÿ ái¹êòèâíå. Ïîêàæåìî, ùî f �

ãîìîìîðôiçì. Äëÿ äîâiëüíèõ a−11 a2, b
−1
1 b2 ∈ P

k−1
1 k2

λ ìà¹ìî

f(a−11 a2) ∗k−1
1 k2

f(b−11 b2) = v−1a−11 a2u · k−11 k2 · v−1b−11 b2u =

= v−1a−11 a2u · u−1t−11 t2v · v−1b−11 b2u =

= v−1a−11 a2 · t−11 t2 · b−11 b2u =

= f(a−11 a2 ∗t−1
1 t2

b−11 b2).

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ f ¹ içîìîðôiçìîì. �

Ó âèïàäêó t−11 t2 = 1Pλ
îòðèìó¹ìî òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 3. λ-ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pλ içîìîðôíèé ïiäíàïiâãðóïi Pλ(k−12 k1, k
−1
1 k2)

íàïiâãðóïè P
k−1
1 k2

λ .

Ç òîãî, ùî âñi iäåìïîòåíòè íàïiâãðóïè P
k−1
1 k2

λ íàëåæàòü ïiäíàïiâãðóïi
Pλ(k−12 k1, k

−1
1 k2) âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 4. Áóäü-ÿêi äâà iäåìïîòåíòè ç íàïiâãðóïè P
k−1
1 k2

λ êîìóòóþòü.

Òâåðäæåííÿ 4. Åëåìåíò a−11 a2 ∈ P
k−1
1 k2

λ ìà¹ iíâåðñíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

a−11 a2 ∈ Pλ(k−12 k1, k
−1
1 k2).
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Äîâåäåííÿ. ßêùî a−11 a2 = (b1k2)−1b2k1 ∈ Pλ(k−12 k1, k
−1
1 k2) \ {0}, òî iíâåðñíèì äî

íüîãî áóäå åëåìåíò (b2k2)−1b1k1. Íåõàé a
−1
1 a2 /∈ Pλ(k−12 k1, k

−1
1 k2). Òîäi c−11 c2 ∗k−1

1 k2

a−11 a2 ∗k−1
1 k2

c−11 c2 = 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî c−11 c2 ∈ P
k−1
1 k2

λ . Òîìó a−11 a2 íå ìà¹ iíâåðñíèõ
åëåìåíòiâ. �

Íàñëiäîê 5. Ïiäíàïiâãðóïà Pλ(k−12 k1, k
−1
1 k2) íàïiâãðóïè P

k−1
1 k2

λ ¹ íàéáiëüøîþ içî-

ìîðôíîþ êîïi¹þ λ-ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà.

3. Âiäíîøåííÿ �ðiíà íà íàïiâãðóïi P
k−1
1 k2

λ

Òâåðäæåííÿ 5. Íåõàé λ � äîâiëüíèé êàðäèíàë > 2. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüî-

âîãî åëåìåíòà a−11 a2 íàïiâãðóïè P
k−1
1 k2

λ âèêîíóþòüñÿ òàêi ðiâíîñòi:

a−11 a2 ∗k−1
1 k2

P
k−1
1 k2

λ =


a−11 u−1P

k−1
1 k2

λ , ÿêùî iñíó¹ ñëîâî u ∈ λ∗ òàêå, ùî k1 = ua2

a−11 P
k−1
1 k2

λ , ÿêùî iñíó¹ ñëîâî v ∈ λ∗ òàêå, ùî a2 = vk1

{0}, â iíøîìó âèïàäêó

i

P
k−1
1 k2

λ ∗k−1
1 k2

a−11 a2 =


P
k−1
1 k2

λ ua2, ÿêùî iñíó¹ ñëîâî u ∈ λ∗ òàêå, ùî k2 = ua1

P
k−1
1 k2

λ a2, ÿêùî iñíó¹ ñëîâî v ∈ λ∗ òàêå, ùî a1 = vk2

{0}, â iíøîìó âèïàäêó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé b−11 b2 ∈ Pλ. Ç òåîðåìè 1.17 [33] âèïëèâà¹, ùî

RPλ
(b−11 b2) = b−11 b2Pλ = b−11 Pλ, LPλ

(b−11 b2) = Pλb
−1
1 b2 = Pλb2

i b−11 b1, b
−1
2 b2 � ¹äèíi iäåìïîòåíòè, ÿêi ïîðîäæóþòü iäåàëè R(b−11 b2) i L(b−11 b2), âiä-

ïîâiäíî. Âðàõîâóþ÷è öå i òå, ùî

a−11 a2 ∗k−1
1 k2

P
k−1
1 k2

λ = (a−11 a2 · k−11 k2)P
k−1
1 k2

λ

i
P
k−1
1 k2

λ ∗k−1
1 k2

a−11 a2 = P
k−1
1 k2

λ (k−11 k2 · a−11 a2),

îòðèìó¹ìî âiäïîâiäíi ðiâíîñòi. �

Íåõàé S � íàïiâãðóïà. Äëÿ äîâiëüíîãî s ∈ S ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

Ks
1 = {t ∈ S | tsRt}, Ks

2 = {t ∈ S | stL t}, Ks
3 = {t ∈ S | stsJ t}, Ks = Ks

1 ∩Ks
2 .

Ìè âèêîðèñòà¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ çi ñòàòòi [14] äëÿ îïèñàííÿ âiäíîøåíü �ðiíà

íà íàïiâãðóïi P k
−1
1 k2

λ .

Òâåðäæåííÿ 6 ([14, òâåðäæåííÿ 3.2]). ßêùî s ∈ S, òî

1) Rs(Sa) =

{
Rs(S) ∩Ka

1 , ÿêùî s ∈ Ka
1

{s}, â iíøîìó âèïàäêó;

2) Ls(Sa) =

{
Ls(S) ∩Ks

2 , ÿêùî s ∈ Ka
2

{s}, â iíøîìó âèïàäêó;
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3) Hs(S
a) =

{
Hs(S), ÿêùî s ∈ Ka

{s}, â iíøîìó âèïàäêó;

4) Ds(S
a) =


Ds(S) ∩Ka, ÿêùî s ∈ Ka

Rs(S
a), ÿêùî s ∈ Ka

1 \Ka
2

Ls(S
a), ÿêùî s ∈ Ka

2 \Ka
1

{s}, â iíøîìó âèïàäêó;

5) Js(Sa) =

{
Js(S) ∩K2

3 , ÿêùî s ∈ Ka
3

Ds(S
a), â iíøîìó âèïàäêó.

Íàñòóïíà ëåìà äîâåäåíà â [4].

Ëåìà 4. Íåõàé λ � äîâiëüíèé êàðäèíàë > 2. ßêùî a−11 a2, b
−1
1 b2 ∈ Pλ, òî:

1) a−11 a2Rb−11 b2 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a1 = b1;
2) a−11 a2L b−11 b2 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a2 = b2;
3) Pλ � êîìáiíàòîðíà íàïiâãðóïà;

4) Pλ � 0-áiïðîñòà íàïiâãðóïà;

5) Pλ � 0-ïðîñòà íàïiâãðóïà.

Íàñòóïíà òåîðåìà îïèñó¹ ñòðóêòóðó âiäíîøåíü �ðiíà íà íàïiâãðóïi P k
−1
1 k2

λ .

Òåîðåìà 1. Íåõàé λ � äîâiëüíèé êàðäèíàë > 2 i a−11 a2 ∈ P
k−1
1 k2

λ . Òîäi

(1) Ra−1
1 a2

=

{{
a−11 bk1 ∈ P

k−1
1 k2

λ | b ∈ λ∗
}
, ÿêùî k1 ∈ suff(a2);{

a−11 a2
}
, â iíøîìó âèïàäêó;

(2) La−1
1 a2

=

{{
(ck2)−1a2 | c ∈ λ∗

}
, ÿêùî k2 ∈ suff(a1);{

a−11 a2
}
, â iíøîìó âèïàäêó;

(3) Ha−1
1 a2

=
{
a−11 a2

}
;

(4) Da−1
1 a2

=



Pλ(k−12 k1, k
−1
1 k2) \ {0}, ÿêùî k2 ∈ suff(a1) i k1 ∈ suff(a2);

Ra−1
1 a2

, ÿêùî k1 ∈ suff(a2) i

(k−11 k2 · a−11 a2 = 0 àáî a1 ∈ suffo(k2));

La−1
1 a2

, ÿêùî k2 ∈ suff(a1) i

(a−11 a2 · k−11 k2 = 0 àáî a2 ∈ suffo(k1));

{a−11 a2}, â iíøîìó âèïàäêó;

(5) Ja−1
1 a2

=


{
a−11 a2 ∈ P

k−1
1 k2

λ | k−11 k2 · a−11 a2 · k−11 k2 6= 0
}
,

ÿêùî k−11 k2 · a−11 a2 · k−11 k2 6= 0;

Da−1
1 a2

, â iíøîìó âèïàäêó.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ âèêîðèñòà¹ìî òâåðäæåííÿ 6.
(1) Ç ëåìè 4(1) âèïëèâà¹, ùî a−11 a2 ·k−11 k2 R a−11 a2 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹

ñëîâî u ∈ λ∗ òàêå, ùî a2 = uk1, òîáòî k1 ∈ suff(a2). Òîìó

K
k−1
1 k2

1 = {a−11 a2 ∈ Pλ | k1 ∈ suff(a2)}
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i

Ra−1
1 a2

(Pλ) ∩Kk−1
1 k2

1 =
{
b−11 b2 ∈ Pλ | b1 = a1 i k1 ∈ suff(b2)

}
=

=
{
a−11 bk1 ∈ P

k−1
1 k2

λ | b ∈ λ∗
}
.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (2) àíàëîãi÷íå äî òâåðäæåííÿ (1).
(3) Îñêiëüêè çà ëåìîþ 4 ó ïîëiöèêëi÷íîìó ìîíî¨äi óñi H -êëàñè ¹ îäíîòî÷êîâè-

ìè, òî ç òâåðäæåííÿ 6 âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ (3).
4. Ç (1) i (2) âèïëèâà¹, ùî

Kk−1
1 k2 = K

k−1
1 k2

1 ∩Kk−1
1 k2

2 =
{
a−11 a2 ∈ Pλ | k1 ∈ suff(a2) i k2 ∈ suff(a1)

}
.

Îñêiëüêè Pλ � 0-áiïðîñòà íàïiâãðóïà, òî Da−1
1 a2

(Pλ) ∩Kk−1
1 k2 = Kk−1

1 k2 . ßêùî k1 /∈
suff(a2), òî àáî a−11 a2 · k−11 k2 = 0, àáî a2 ∈ suffo(k1). Òîìó

K
k−1
1 k2

2 \Kk−1
1 k2

1 =
{
a−11 a2 ∈ Pλ |

(
a−11 a2 · k−11 k2=0 àáî a2 ∈ suffo(k1)

)
i k2 ∈ suff(a1)

}
.

Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî

K
k−1
1 k2

1 \Kk−1
1 k2

2 =
{
a−11 a2 ∈ Pλ |

(
k−11 k2 · a−11 a2=0 àáî a1 ∈ suffo(k2)

)
i k1 ∈ suff(a2)

}
.

5. Ïîçàÿê ïîëiöèêëi÷íèé ìîíî¨ä Pλ ¹ 0-ïðîñòîþ íàïiâãðóïîþ, òî

k−11 k2 · a−11 a2 · k−11 k2 J a−11 a2

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè k−11 k2 · a−11 a2 · k−11 k2 6= 0. Òîìó

K
k−1
1 k2

3 =
{
a−11 a2 ∈ Pλ | k−11 k2 · a−11 a2 · k−11 k2 6= 0

}
.

Îñêiëüêè Ja−1
1

(Pλ) = Pλ \ {0} i 0 /∈ Kk−1
1 k2

3 , òî Ja−1
1

(Pλ) ∩Kk−1
1 k2

3 = K
k−1
1 k2

3 . �

4. Içîìîðôiçìè iíòåðàñîöiàòèâíîñòåé ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà

Ëåìà 5. Íåõàé λ � äîâiëüíèé êàðäèíàë > 2, k−11 k2, t
−1
1 t2 � äîâiëüíi íåíóëüîâi åëå-

ìåíòè íàïiâãðóïè Pλ, a
−1
1 a2 � äîâiëüíèé åëåìåíò íàïiâãðóïè P

k−1
1 k2

λ , b−11 b2 � åëå-

ìåíò íàïiâãðóïè P
t−1
1 t2
λ òàêèé, ùî f(a−11 a2) = b−11 b2 i f : P

k−1
1 k2

λ → P
t−1
1 t2
λ � içîìîð-

ôiçì. Òîäi âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

1) ÿêùî a−11 a2 · k−11 k2 = 0, òî b−11 b2 · t−11 t2 = 0;
2) ÿêùî k−11 k2 · a−11 a2 = 0, òî i t−11 t2 · b−11 b2 = 0;
3) ÿêùî iñíó¹ ñëîâî u ∈ λ∗ \ {ε} òàêå, ùî k2 = ua1, òî iñíó¹ ñëîâî v ∈ λ∗ \ {ε}

òàêå, ùî t2 = vb1;
4) ÿêùî iñíó¹ ñëîâî u ∈ λ∗ \ {ε} òàêå, ùî k1 = ua2, òî iñíó¹ ñëîâî v ∈ λ∗ \ {ε}

òàêå, ùî t1 = vb2;
5) ÿêùî iñíó¹ ñëîâî u ∈ λ∗ òàêå, ùî a1 = uk2, òî iñíó¹ ñëîâî v ∈ λ∗ òàêå, ùî

b1 = vt2;
6) ÿêùî iñíó¹ ñëîâî u ∈ λ∗ \ {ε} òàêå, ùî k2 = ua1, òî iñíó¹ ñëîâî v ∈ λ∗ \ {ε}

òàêå, ùî t2 = vb1.

Äîâåäåííÿ. Ç òâåðäæåííÿ 5 i òåîðåìè 1 âèïëèâàþòü òàêi åêâiâàëåíòíîñòi:
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1) a−11 a2 · k−11 k2 = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè R(a−11 a2) � ñêií÷åííèé i Ra−1
1 a2

�
ñêií÷åííèé;

2) k−11 k2 · a−11 a2 = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè L(a−11 a2) � ñêií÷åííèé i La−1
1 a2

�
ñêií÷åííèé;

3) iñíó¹ ñëîâî u ∈ λ∗ \ {ε} òàêå, ùî k2 = ua1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè L(a−11 a2) �
íåñêií÷åííèé i La−1

1 a2
� ñêií÷åííèé;

4) iñíó¹ ñëîâî u ∈ λ∗ \ {ε} òàêå, ùî k1 = ua2 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè R(a−11 a2) �
íåñêií÷åííèé i Ra−1

1 a2
� ñêií÷åííèé;

5) iñíó¹ ñëîâî u ∈ λ∗ òàêå, ùî a1 = uk2, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè L(a−11 a2) �
íåñêií÷åííèé i La−1

1 a2
� íåñêií÷åííèé;

6) iñíó¹ ñëîâî u ∈ λ∗ òàêå, ùî a2 = uk2 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè R(a−11 a2) �
íåñêií÷åííèé i Ra−1

1 a2
� íåñêií÷åííèé.

Öå i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè. �

Ëåìà 6. Íåõàé λ � äîâiëüíèé êàðäèíàë > 2, k−11 k2, t
−1
1 t2 � äîâiëüíi íåíóëüîâi åëå-

ìåíòè íàïiâãðóïè Pλ, a
−1
1 a2 � äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò íàïiâãðóïè P

k−1
1 k2

λ i

f : P
k−1
1 k2

λ → P
t−1
1 t2
λ � içîìîðôiçì. Òîäi âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

(1) f(k−12 k1) = t−12 t1;
(2) iñíó¹ àâòîìîðôiçì ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà i : Pλ → Pλ òàêèé, ùî

f(k−12 a−11 a2k1) = t−12 · i(a
−1
1 a2) · t1,

äëÿ äîâiëüíîãî k−12 a−11 a2k1 ∈ Dk−1
2 k1

;

(3) ÿêùî f(a−11 a2) = b−11 b2, f(a−11 k1) = c−11 c2 i f(k−12 a2) = c−11 c2, òî c1 ∈ suff(b1)
i c2 ∈ suff(b2);

(4) ÿêùî f(a−11 a2) = b−11 b2, f(a−11 k1) = c−11 c2 i f(k−12 a2) = d−11 d2, òî b1 = c1 i

b2 = d2;

Äîâåäåííÿ. (1) Ç òîãî, ùî âñi iäåìïîòåíòè íàïiâãðóïè P
k−1
1 k2

λ íàëåæàòü ¨¨ ïiäíà-
ïiâãðóïi Pλ(k−12 k1, k

−1
1 k2) i k−12 k1 ¹ îáðàçîì 1Pλ

ïðè âiäïîâiäíîìó içîìîðôiçìi âè-
ïëèâà¹, ùî k−12 k1 ¹ íàéáiëüøèì iäåìïîòåíòîì ñòîñîâíî ïðèðîäíîãî ïîðÿäêó. Òîìó
f(k−12 k1) = t−12 t1.

(2) Íåõàé g1 : Pλ → P
k−1
1 k2

λ , g2 : P
t−1
1 t2
λ → Pλ � içîìîðôiçìè òàêi, ùî g1(a−11 a2) =

k−12 a−11 a2k1 i g2(t−12 a−11 a2t1) = a−11 a2. Òîäi g2 ◦ f ◦ g1 � àâòîìîðôiçì ïîëiöèêëi÷íîãî
ìîíî¨äà. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Äëÿ áóäü-ÿêîãî àâòîìîðôiçìó i : Pλ → Pλ ïîëi-
öèêëi÷íîãî ìîíî¨äà iñíó¹ a−11 a2 ∈ Pλ òàêèé, ùî f(k−12 a−11 a2k1) 6= t−12 i(a−11 a2)t1. Òîäi
äëÿ áóäü-ÿêîãî àâòîìîðôiçìó i ìîíî¨äà Pλ iñíó¹ a−11 a2 ∈ Pλ òàêèé, ùî

(g2 ◦ f ◦ g1)(a−11 a2) = b−11 b2 6= i(a−11 a2),

à öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî g2 ◦ f ◦ g1 � àâòîìîðôiçì ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà.
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(3) Ðîçãëÿíåìî ðiâíiñòü a−11 a2 = a−11 k1 ∗k−1
1 k2

k−12 a2. Ç ëåìè 5 âèïëèâà¹, ùî

f(a−11 k1) = c−11 c2t1 i f(k−12 a2) = t−12 d−11 d2. Òîìó

f(a−11 a2) = c−11 c2t1 ∗t−1
1 t2

t−12 d−11 d2 =

= c−11 c2t1 · t−11 t2 · t−12 d−11 d2 =

= c−11 c2 · d−11 d2.

Ç ëåìè 1 âèïëèâà¹, ùî c1 ∈ suff(b1) i d2 ∈ suff(b2).
(4) Íåõàé f(a−11 k1) = c−11 c2t1. Ç ïóíêòó (2) âèïëèâà¹, ùî f−1(t−12 c2t1) =

k−12 i(c2)k1, äå i � äåÿêèé àâòîìîðôiçì ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà. Òîäi ç ïóíêòó (3) âè-
ïëèâà¹, ùî i(c2)k1 ∈ suff(k1). Òîìó i(c2) = ε, i îòæå, c2 = ε. Îòîæ, f(a−11 k1) = c−11 t1.
Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî f(k−12 a2) = t−12 d2.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíiñòü a−11 a2 = a−11 k1 ∗k−1
1 k2

k−12 a2. Òîäi

f(a−11 a2) = f(a−11 k1) ∗t−1
1 t2

f(k−12 a2) =

= c−11 t1 ∗t−1
1 t2

t−12 d2 =

= c−11 t1 · t−11 t2 · t−12 d2 =

= c−11 d2,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè. �

Òåîðåìà 2. Íåõàé λ � äîâiëüíèé êàðäèíàë > 2 i k−11 k2, t
−1
1 t2 � äîâiëüíi íåíóëüîâi

åëåìåíòè íàïiâãðóïè Pλ. ßêùî f : P
k−1
1 k2

λ → P
t−1
1 t2
λ � içîìîðôiçì, òî ïåðåòâîðåííÿ

f : Pλ = P
k−1
1 k2

λ → Pλ = P
t−1
1 t2
λ ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà Pλ ¹ éîãî àâòîìîðôiçìîì.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ðiâíiñòü a−11 a2 = k−11 ∗k−1
1 k2

k−12 a−11 a2. Ç ëåìè 6(4) âèïëèâà¹,

ùî f(k1) = y−11 t1 i f(k−12 a−11 a2) = t−12 · i(a−11 ) · y2, äå i � äåÿêèé àâòîìîðôiçì λ-
ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà. Òîìó

f(a−11 a2) = f(k−11 ) ∗t−1
1 t2

f(k−12 a−11 a2) =

= y−11 t1 ∗t−1
1 t2

t−12 i(a−11 )y2 =

= y−11 t1 · t−11 t2 · t−12 i(a−11 )y2 =

= y−11 i(a−11 )y2.

Îñêiëüêè y1 íå çàëåæèòü âiä âèáîðó åëåìåíòà a−11 a2, òî f(P
k−1
1 k2

λ ) = y−11 P
t−1
1 t2
λ . Çâiä-

ñè âèïëèâà¹, ùî y1 = ε. Òîìó f(a−11 a2) = i(a−11 ) · y2. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî
f(a−11 a2) = z−11 · i(a2). Îòæå, f(a−11 a2) = i(a−11 ) · i(a2) = i(a−11 a2). �

Òâåðäæåííÿ 7. Íåõàé λ � äîâiëüíèé êàðäèíàë > 2. ßêùî k−11 k2, t
−1
1 t2 ∈ Pλ, òî

íàïiâãðóïà P
k−1
1 k2

λ içîìîðôíà íàïiâãðóïi P
t−1
1 t2
λ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ àâ-

òîìîðôiçì i : Pλ → Pλ ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà òàêèé, ùî i(k−11 k2) = t−11 t2.

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöiÿ (⇒) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.
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(⇐) Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ àâòîìîðôiçì i : Pλ → Pλ òàêèé, ùî i(k
−1
1 k2) = t−11 t2.

Äëÿ äîâiëüíèõ a−11 a2, b
−1
1 b2 ∈ P

k−1
1 k2

λ ìà¹ìî

i(a−11 a2 ∗k−1
1 k2

b−11 b2) = i(a−11 a2 · k−11 k2 · b−11 b2) =

= i(a−11 a2)i(k−11 k2)i(b−11 b2) =

= i(a−11 a2) · t−11 t2 · i(b−11 b2) =

= i(a−11 a2) ∗t−1
1 t2

f(b−11 b2).

Òîìó âiäîáðàæåííÿ i : Pλ → Pλ âèçíà÷à¹ içîìîðôiçì ìiæ íàïiâãðóïàìè P
k−1
1 k2

λ i

P
t−1
1 t2
λ , îñêiëüêè åëåìåíòè íàïiâãðóï P k

−1
1 k2

λ , P t
−1
1 t2
λ i Pλ ¹ ðiâíèìè òîäi i ëèøå òîäi,

êîëè âîíè ìàþòü îäíàêîâi çîáðàæåííÿ ÿê åëåìåíòè ïîëiöèêëi÷íîãî ìîíî¨äà Pλ. �
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We study properties of interassociativities of a polycyclic monoid Pλ.

Green's relations on an interassociativity P
k−1
1 k2

λ of a polycyclic monoid Pλ
are described. Also we proved a criterium when two interassociativities of Pλ
are isomorphic.
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