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Визначено точність наближення функції двох дійсних змінних некласичною 

мажорантою Ньютона функції, заданої таблично. 
Ключові слова: методи оптимізації, мажоранта та діаграма Ньютона, точність апроксимації. 

1. ВСТУП 
В [1,2] розроблено апарат некласичних мажорант і діаграм Ньютона функцій 

двох дійсних змінних, заданих таблично. В [3] цей апарат використано для побудови 
формули для наближеного обчислення визначених подвійних інтегралів. В [4,5], 
використовуючи властивості некласичних мажорант і діаграм Ньютона, побудовано 
чисельні методи відшукання абсолютного екстремуму негладких логарифмічно 
ввігнутих функцій двох дійсних змінних. Наша мета – розглянути питання точності 
наближення функції двох дійсних змінних некласичною мажорантою Ньютона. 

2. ФОРМУЛЮВАННЯ ЗАДАЧІ 
Нехай функція двох дійсних змінних ( )yxfz ,=  задана своїми значеннями в 

точках ( )ji yx ,  ( )mjni ,,2,1;,,2,1 KK ==  
 ( ) ijji zyxf =,  ( )mjni ,,2,1;,,2,1 KK == , 

де ,21 nxxx <<< K  ,21 myyy <<< K  Maz ijij ≤=  і .01111 ≠⋅⋅⋅ nmnm aaaa  

В просторі xyz  побудуємо точки зображення )ln,( ijjiij ayxP −  ( ni ,,2,1 K= ; 
mj ,,2,1 K= ) і з кожної точки ijP  проведемо півпряму в додатному напрямі осі ,Oz  

перпендикулярно до площини xy . Множину точок цих півпрямих позначимо через 
,S  а її опуклу оболонку – через ( ).SC  Для кожної точки ( ) ,, Ryx ∈  де 

( ){ },,, 11 mn yyyxxxyxR ≤≤≤≤=  визначимо точку ( )( ),,,, yxyxB κ  де 
 ( )

( ) ( )
zyx

SCzyx ∈
=

,,
inf,κ . 

Множина точок ( )( ),,,, yxyxB κ  ( ) ,, Ryx ∈  утворює багатогранну поверхню, 
яка обмежує ( )SC  знизу. Ця поверхня називається некласичною діаграмою Ньютона 
функції ),( yxfz =  на R , а її рівняння ( ) ( ) .,,, Ryxyxz ∈= κ  Функція 
 ( ) ( )( ) ( ) RyxyxyxM f ∈−= ,,,exp, κ , 
називається некласичною мажорантою Ньютона функції ),( yxfz =  на R . 
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В [2] знайдено явний вигляд ( )yxM f ,  для функції ),( yxfz = , заданої своїми 
значеннями у вершинах трикутника ∆  з вершинами ( ),, 11 ba ( ),b,a 22 ( )., 33 ba  Якщо 
( ) ,, 11 Abaf =  ( ) ,, 22 Bbaf =  ( ) ,, 33 Cbaf =  то 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ,, 2213211332 ,
1

,,, bahyxhyxhyxh
f CBAyxM =  (1) 

де 

 ( ) ,,
ijij

ii
ij bbaa

byax
yxh

−−
−−

= ( ).ji;3,2,1j,i ≠=  

Використовуючи формулу (1), оцінимо точність наближення функції 
),( yxfz =  некласичною мажорантою Ньютона. 

3. РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧІ 
Нехай областю, в якій треба наблизити неперервну функцію ),( yxf , є 

прямокутник 
 ( ){ }.,, dycbxayxD ≤≤≤≤=  

Розіб’ємо область D  на прямокутники прямими ixx = ( )p,,2,1i K=  і 

jyy = ( )q,,2,1j K= , де ,11 hxx ii +=+  ,21 hyy jj +=+  ( ) ,1 pabh −=  ( ) .2 qcdh −=  
Кожний прямокутник діагоналлю розіб’ємо на два трикутники: верхній і нижній. 
Якщо прямокутник утворено перетином прямих ,1−= ixx  ixx =  і ,1−= jyy ,yy j=  то 

вершинами нижнього трикутника будуть точки ( ),, 11 −− ji yx  ( ),,1 ji yx − ( ),y,x 1ji −  а 

верхнього ( ),,1 ji yx −  ( ),, ji yx ( ).y,x 1ji −  Нижній трикутник позначимо через ,−ijD  а 

верхній – .+ijD  
Теорема. Якщо виконуються умови 

 ( ) ( ) ,,,,1 DyxMyxf ∈∀≤≤  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,,,,,,, 221121212211 DyxyxyyxxLyxfyxf ∈∀−+−≤−  (2) 
то точність наближення функції ),( yxf  мажорантою Ньютона ( )yxM f ,  
визначається нерівністю 
 ( ) ( ) ( ),12,, MhLyxMyxf f +≤−  

де ( ).,max 21 hhh =  
Доведення. На кожному нижньому трикутнику −

ijD ( ),q,,2,1j;p,2,1i KK ==  
використовуючи формулу (1), наблизимо функцію ),( yxf  некласичною мажорантою 
Ньютона 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ,,,,, ,
1

,
1

,
1

,
11,, 113211332 ji yxhyxh

ji
yxh

ji
yxh

jijif yxfyxfyxfyxM −
−−−−

− =  
де 

 ( ) ( ) ( ),, 211
11

1
32 ij

jjii

ji xxhyyh
yyxx

yyxx
yxh −+−=

−−

−−
= −

−−

−  
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 ( ) ( ),, 11
111

11
13 −

−−−

−−
−−=

−−

−−
= j

jjii

ji yyh
yyxx

yyxx
yxh  

 ( ) ( ),, 12
111

1
21 −

−−−

−
−−=

−−

−−
= i

jjii

ji xxh
yyxx

yyxx
yxh  

 ( ) ., 21
111

111
113 hh

yyxx

yyxx
yxh

jjii

jjii
ji −=

−−

−−
=

−−−

−−−
−  

Отже, 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .,,,,, 1

1

2

1

2

1

1 111111,, h
xx

jih
yy

jih
yy

jih
xx

jijif

ijji

yxfyxfyxfyxfyxM
−−− −

−

−

−

−

−−

−

−−
− =  

Розглянемо похибку 
 ( ) ( ) ( ) ( ) .,,,,, ,,

−−− ∈−= ijjifij DyxyxMyxfyxz  
Тоді 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +−+−≤ −−−−

−
1111 ,,,,, jijjij yxfyxfyxfyxfyxz  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .,,,,, 1

1

2

1

2

1

1 11111111 h
xx

jih
yy

jih
yy

jih
xx

jiji

ijji

yxfyxfyxfyxfyxf
−−− −

−

−

−

−

−−

−

−−−− −+  

Оскільки 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =−
−−− −

−

−

−

−
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−−−− 1

1
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1
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1

1 11111111 ,,,,, h
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =−=
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−
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−−

−
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−
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1
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1 11111111 ,,,,, h
xx

jih
yy

jih
yy

jih
xx
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 ( ) ( ) ( ) ( ) −+−=
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−
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−
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 ( ) ( ) ,,, 1111 −−−− −≤− ijij xxLyxfyxf  
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ,yyLy,xfy,xfy,xfy,xf j1jj1i1j1i2h
1jyy

j1i2h
1jyy

1j1i −≤−≤− −−−−
−−

−
−−

−−  

то врахувавши умови (2), одержимо 

 ( ) ( ) ( )( ).1, 2121212112
1

1

1 MhhLMhMhhhLLhMMLhLhLhyxz h
xx

h
xx

ij

ii

++=+++=+++≤
−−

+
−

−  
Аналогічно для похибки 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ,,,,,, ,,

+++ ∈−= ijjifij DyxyxMyxfyxz  
у верхньому елементарному трикутнику одержуємо оцінку 
 ( ) ( )( ),1, 21 MhhLyxzij ++≤+  
де 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ,,,,, ,
1

,
1

,,
1,, 13211332 ji yxhyxh

ji
yxh

ji
yxh

jijif yxfyxfyxfyxM −−
+ =  

 ( ) ( ),, 232 ixxhyxh −=  ( ) ( ) ( ),, 11213 ji yyhxxhyxh −−−−= −  
 ( ) ( ),, 121 jyyhyxh −=  ( ) ., 2113 hhyxh ji −=  
Справді, 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .,,,,, 221

1

1 11,, h
yy

jih
yy

jih
xx

jih
xx

jijif

jjii

yxfyxfyxfyxfyxM
−

−

−−−

−
+ −

=  
Тому 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +−+−≤ −−−

+
111 ,,,,, jijjij yxfyxfyxfyxfyxz  
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Оскільки 
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 ( ) ( ) ,,, 11 −− −≤− jj yyLyxfyxf  

 ( ) ( ) ,,, 11 ijij xxLyxfyxf −≤− −−  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ,,,,, 111 11 −−

−

−

−

−≤−≤− iijijih
xx

jih
xx

ji xxLyxfyxfyxfyxf
ii

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ,,,,, 111 2

1

2

1

jjjijih
yy

jih
yy

ji yyLyxfyxfyxfyxf
jj

−≤−≤− −−

−−

−

−−

 

то, врахувавши умови (2), одержимо 
 ( ) ( ) ( )( ).1, 2121212112 MhhLMhMhhhLMLhMLhLhLhyxzij ++=+++=+++≤+  

Позначимо 

 ( )
( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈

∈
=

++

−−

,,,

,,,
,

,,

,,

ijjif

ijjif
f DyxM

DyxM
yxM  

де ,,,2,1;,,2,1 qjpi KK ==  наближення функції ),( yxf  у всьому прямокутнику D , а 
через 

 ( )
( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈

∈
=

++

−−

,,,

,,,
,

ijij

ijij

Dyxz

Dyxz
yxz  

де ,,,2,1;,,2,1 qjpi KK ==  його похибку. Тоді 

 ( ) ( ) ( ),12,, MhLyxMyxf f +≤−  

де ( )21 ,max hhh = . Теорему доведено. 

4. ВИСНОВКИ 
Ми розглянули питання точності наближення функції двох дійсних змінних 

некласичною мажорантою Ньютона. Доведено теорему про точність наближення 
функції двох дійсних змінних некласичною мажорантою Ньютона. 
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Рассмотрено вопрос точности приближения функции двух действительных переменных 
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In the article is suggested the question of the accuracy of approximation function of two real 

variables of non-classical Newtonian majorant. 
Key words: method of optimization, majorant and diagrams of Newton, accuracy of approximation. 

 
 


