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Розглянуто задачу Неймана для еліптичного рівняння другого порядку в обмеженій 

області з тонким включенням, яке моделюється у вигляді розімкнутої двосторонньої 
ліпшицевої поверхні. Граничні умови задані на цій розімкнутій поверхні та на замкнутій 
поверхні, що обмежує область. Проведено дослідження деяких функціональних просторів у 
нерегулярній області з тонким включенням та операторів сліду на розімкнутій ліпшицевій 
поверхні. Показано еквівалентність задачі в диференціальному формулюванні та відповідної 
варіаційної задачі. Доведено існування та єдиність розв’язків у відповідних функціональних 
просторах. 

Ключові слова: задача Неймана, еліптичний оператор, варіаційна задача, розімкнута 
поверхня. 

1. ВСТУП 
Моделювання широкого класу задач математичної фізики в областях із 

тонкими включеннями з допомогою зображення їх у вигляді двосторонніх 
розімкнутих поверхонь дає змогу звести вихідні задачі до дослідження певних 
некласичних граничних задач [1, 2, 5, 10]. У випадку існування фундаментального 
розв’язку диференціального оператора зручним та ефективним способом побудови 
чисельного алгоритму є метод граничних інтегральних рівнянь. У цьому разі вихідна 
диференціальна задача з допомогою відповідного інтегрального зображення 
зводиться до еквівалентних інтегральних або інтегро-диференціальних рівнянь [3, 8-
11, 13]. Ми розглядаємо задачу для довільного диференціального рівняння другого 
порядку з граничними умовами Неймана, заданими на різних сторонах розімкнутої 
поверхні, з погляду зведення її до відповідної еквівалентної варіаційної задачі. Цей 
підхід дає змогу отримати умови існуваня та єдиності розв’язку в певних 
функціональних просторах. 

2. ФУНКЦІОНАЛЬНІ ПРОСТОРИ ТА ОПЕРАТОРИ СЛІДУ 
Нехай 3R⊂Ω+  – деяка обмежена однозв’язна область з ліпшицевою межею 

Σ  [11, 12]. Σ∪Ω=Ω ++ . S  – розімкнута ліпшицева поверхня обмежена замкнутою 

кривою Γ , Γ∪= SS . Вважаємо, що +Ω⊂S . Позначимо S\+Ω=Ω . Точки 
простору позначатимемо ),,( 321 xxxx =  і т. д. Нехай S  є частиною деякої замкнутої 

однозв’язної ліпшицевої поверхні 0Σ , тобто 00 SS ∪=Σ , причому вважаємо, що 
просторова крива Γ  є кусково гладкою та +Ω⊂Σ0 . Позначимо 1Ω  – область, 

обмежену поверхнею 0Σ . Тоді 011 Σ∪Ω=Ω , 12 \ ΩΩ=Ω + . 
Оскільки Σ  та S  – ліпшицеві поверхні, майже всюди на них можна визначити 

нормаль xn
r

, причому xn
r

 – зовнішня нормаль до Σ  , Σ∈x , а поверхню S  залежно 
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від напряму xn
r

, Sx∈ , будемо розглядати як двосторонню зі сторонами +S  та −S . 
В області +Ω  розглянемо еліптичnний оператор 
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∂
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та пов’язану з ним білінійну форму 
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Тут )(, 1
0 +Ω∈Caaij  – задані дійсні функції, які задовольняють такі умови: 

існують константи 0,0 21 >α>α , що для всіх 3,1, =∈ iRti , та +Ω∈x  виконуються 
нерівності 
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jiij tttxa  та 20 )( α≥xa . 

Розглянемо гільбертові простори )(1
+ΩH  та ),(1 LH +Ω  дійсних функцій u  з 

нормами та скалярними добутками 
 ,}{ 222

)(1 ∫
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Тоді оператори сліду )()(: 2
11

,0 Σ→Ωγ +
+
Σ HH , )(),(: 2

11
,1 Σ→Ωγ

−
+

+
Σ HLH  є 

неперервними та сюр’єктивними [4, 11]. Зауважимо, що оператор сліду +
Σγ ,1  для 

функцій )(1
+Ω∈Cu  дорівнює 
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Позначимо )(0 Ω∞C  простір нескінченно диференційовних в Ω  функцій з 
компактним носієм. 

Розглянемо гільбертові простори )(1 ΩH  та ),(1 LH Ω  дійсних функцій u  
відповідно з нормами [14] 
 ,}{ 222

)(1 ∫
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Ω
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де похідні )(2 Ω∈
∂
∂ L
x
u

i

 визначені так: 
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для довільної функції )(0 Ω∈ϕ ∞C . 
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Розглянемо деякі оператори слідів в області Ω . Позначимо uru
ii Ω=  – 

звуження функції u  на iΩ , 2,1=i . В областях iΩ  визначені такі неперервні та 
сюр’єктивні оператори сліду: 
 )()(: 0

2
1

1
1

,0 0
Σ→Ωγ+ Σ HH , )(),(: 0

2
1

1
1

,1 0
Σ→Ωγ −+

Σ HLH , 

 )()(: 0
2

1

2
1

,0 0
Σ→Ωγ− Σ HH , )(),(: 0

2
1

2
1

,1 0
Σ→Ωγ −−

Σ HLH . 

Позначимо ±γ S,0  та ±γ S,1 , відповідно, звуження операторів ±
Σγ

0,0  та ±
Σγ

0,1  на S , тобто 

 )()(: 2
11

,0 SHHS →Ωγ± , )(),(: 2
11

,1 SHLHS
−± →Ωγ . 

Тут 
′
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⎛=− )()( 2

1
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2

1 SHSH , { })(:)()( 0
2

1

0
2

1
2

1

00 Σ∈∈= HgpSHgSH , gp0  – продовження 

нулем функції g  на 0S . 
Аналогічно 

0,0
±γ S  та 

0,1
±γ S  – звуження на 0S . Надалі будемо використовувати 

такі оператори сліду на S : ])[,( ,0,,0,00 SS γγγ=γ −+
Σ , −+ γ−γ=γ SSS ,0,0,0 ][ , 

−+ γ−γ=γ
000 ,0,0,0 ][ SSS , −+ γ−γ=γ SSS ,1,1,1 ][ . 

Позначимо )(1
0 ΩH  – замикання )(0 Ω∞C  за нормою (1), ))(()( 1

0
1 ′Ω=Ω− HH  – 

простір двоїстий до )(1
0 ΩH . Одержали щільне вкладення )()()( 1

2
1
0 Ω⊂Ω⊂Ω −HLH . 

Очевидно, що )()( 11 Ω⊂Ω+ HH . 
В [7] доведено такі твердження. 
Лема 1. Якщо )(1

+Ω∈Hu , то uu SS
−+ γ=γ ,0,0 . 

Лема 2. Нехай )(1 Ω∈Hu . Норму (1) можна задати так: 
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Лема 3. Оператор )()()()(: 2
1

00
2

11
0

2
1 SHSHHH ××Σ→Ωγ  неперервний і 

сюр’єктивний. 
Розглянемо певні співвідношення між ),(1 LH +Ω  та ),(1 LH Ω . 
Лема 4. Якщо ),(1 LHu +Ω∈ , то uu SS

−+ γ=γ ,0,0  та uu SS
−+ γ=γ ,1,1 . 

Доведення. Оскільки )(1
+Ω∈Hu , то згідно з лемою 1 uu SS

−+ γ=γ ,0,0 . Для 

довільних ),(1 LHu +Ω∈  та )(1
+Ω∈Hv  отримаємо: 

 vuvLuvua L
+
Σ

+
ΣΩ γγ+=

+ ,0,1)( ,),(),(
2

. 

Аналогічно для звуження u  та v  на iΩ , 2,1=i  
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Оскільки )()()( 22122
),(),(),( ΩΩΩ +=

+ LLL vLuvLuvLu , то з вище наведених 

рівностей отримаємо .0,,
0000 ,0,1,0,1 =γγ−γγ −

Σ
−
Σ
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Σ

+
Σ vuvu  Із леми 1 випливає, що для 
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)(1
+Ω∈Hv  справджується рівність vv −

Σ
+
Σ γ=γ

00 ,0,0 . Отже, .0,][
00 ,0,1 =γγ +

ΣΣ vu  

Оператор сліду )()(: 0
2

1

1
1

,0 0
Σ→Ωγ+ Σ HH  сюр’єктивний. Тому .0][

0,1 =γ Σ u  

Розглянемо простір }supp:)({)( 0
2

1

0
2

1
SgHgH

S
⊂Σ∈=Σ . Для довільної 

функції )(2
1

00 SHg∈  існує функція )( 1
1 Ω∈Hv  така, що gvS =γ+,0  і 0

0,0 =γ+ vS . Тому з 

рівності 0,][
00 ,0,1 =γγ +

ΣΣ vu  одержимо 0,][ ,1 =γ guS  для довільної )(2
1

00 SHg ∈ . Це 

означає, що 0][ ,1 =γ uS , тобто uu SS
−+ γ=γ ,1,1 . 

Зауважимо, що лема 4 справджується у випадку, коли S  є об’єднанням 
скінченної кількості розімкнутих чи замкнутих ліпшицевих поверхонь без перетинів і 
спільних точок. 

Наслідок 1. Якщо ),(1 LHu Ω∈ , то 0][
0,0 =γ uS , 0][

0,1 =γ uS  і визначений 

оператор сліду )(),(:][ 2
1

00
1

,1 SHLHS
−

→Ωγ . 

Тут )}(:)({)( 0
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00 Σ∈∈=
−−− HgpSHgSH . Крім того, 
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1

2
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00 SHSH . 

Лема 5. Якщо ),(1 LHu Ω∈  та uu SS
−+ γ=γ ,0,0 , uu SS

−+ γ=γ ,1,1 , то ),(1 LHu +Ω∈ . 

Доведення. Оскільки uu SS
−+ γ=γ ,0,0 , то )(1

+Ω∈Hu  [7, Лема 3]. Із рівностей (2) 

та (3) для довільної функції )(0 +
∞ Ω∈Cv  випливає 

 )()( 221221
),(),(),(),( ΩΩΩΩ +=+ LL vLuvLuvuavua , 

або )()( 2221
),(),(),(),(),(

++ ΩΩΩΩ ===+ LL LvuvuavLuvuavua . Отже, )(2 +Ω∈ LLu . 

Враховуючи розглянуті вище твердження, для функцій ),(1 LHu Ω∈  та 
)(1 Ω∈Hv  в області Ω  отримаємо першу формулу Гріна [14] 

 vuvuvuvLuvua SSSSL
+
Σ

+
Σ

−+
Ω γγ+γγ+γγ+= ,0,1,0,1,0,1)( ,,][][,),(),(

2
, (4) 

де ⋅⋅,  – відношення двоїстості між )(2
1

00 SH  та )(2
1 SH − , )(2

1 SH  та )(2
1

00 SH − , 

)(2
1
ΣH  та )(2

1
Σ−H , відповідно. 

3. ВАРІАЦІЙНЕ ФОРМУЛЮВАННЯ ЗАДАЧІ НЕЙМАНА 
Розглянемо задачу Неймана в області Ω  (задача N ): 
знайти функцію ),(1 LHu Ω∈  таку, що 

 fLu = , ±
± =γ guS,1 , gu =γ+Σ,1 , 

 )(2 Ω∈ Lf , )(2
1 SHg −

± ∈ , )(2
1

00 SHgg −
−+ ∈− , )(2

1
Σ∈ −Hg . 

З цією задачею пов’язана така варіаційна задача (задача VN ): 
знайти функцію )(1 Ω∈Hu , щоб для довільної функції )(1 Ω∈Hv  

виконувалася рівність 
 )(),( vlvua = . 

Функціонал RHvl →Ω)(:)( 1  заданий так: 
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 vgvggvgvfvl SSL
+
Σ

−
−++Ω γ+γ−+γ+= ,0,0,0)( ,,][,),()(

2
, 

де )(2 Ω∈ Lf , )(2
1 SHg −

± ∈ , )(2
1

00 SHgg −
−+ ∈− , )(2

1
Σ∈ −Hg . 

Теорема 1. Задачі N  та VN  – еквівалентні. 
Доведення. Нехай ),(1 LHu Ω∈  – розв’язок задачі N . Використовуючи першу 

формулу Гріна (4) та граничні умови задачі N  для функції ),(1 LHu Ω∈  та довільної 
функції )(1 Ω∈Hv , отримаємо 

vgvggvgvfvua SSL
+
Σ

−
−++Ω γ+γ−+γ+= ,0,0,0)( ,,][,),(),(

2
, 

тобто u  – розв’язок задачі VN . 
Нехай )(1 Ω∈Hu  – розв’язок задачі VN . Для довільних )(1

0 Ω∈Hv  отримаємо 

)(2
),(),( Ω= Lvfvua . З іншого боку, vLuvua ,),( =  для довільних )(1 Ω∈Hu  та 

)(1
0 Ω∈Hv  [6, 7]. Отже, 0, =− vfLu  для довільних )(1

0 Ω∈Hv . Звідси випливає, що 

fLu = . Оскільки )(2 Ω∈ Lf , то ),(1 LHu Ω∈ . 
З рівності )(),( vlvua =  та першої формули Гріна (4) отримаємо 

 0,),(][][, ,0,1,0,1,0,1 =γ−γ+γ−−γ+γ−γ +
Σ

+
Σ

−
−++

+ vguvgguvgu SSSS . 

Оскільки оператор )()()()(:])[,( 2
1

00
2

11
,0,,0,00

2
1 SHSHHHSS ××Σ→Ωγγγ=γ −+

Σ  

сюр’єктивний (лема 3), то ±
± =γ guS,1 , gu =γ+Σ,1 . Отже, u  є розв’язком задачі N . 

Теорема 2. Задачі N  та VN  мають єдиний розв’язок для довільних 
)(2 Ω∈ Lf , )(2

1 SHg −
± ∈ , )(2

1

00 SHgg −
−+ ∈− , )(2

1
Σ∈ −Hg . 

Доведення. Доведемо, що функціонал RHvl →Ω)(:)( 1  є неперервним. 

Оскільки оператор )()()()(:])[,( 2
1

00
2

11
,0,,0,00

2
1 SHSHHHSS ××Σ→Ωγγγ=γ −+

Σ  
неперервний, то 
 +γ+≤ −+ΩΩ )(,0)()()( 2

1
00

2
1

22
][)(

SHSSHLL
vgvfvl  

 ≤γ+γ−+
Σ

+
ΣΣ

−
−+ −−

)(,0)()(,0)( 2
12

1
2

12
1

00 HHSHSSH
vgvgg  

 
)()(3)(2)(1)( 12

1
2

1

00
2

1
2

)(
ΩΣ−++Ω

−−− +−++≤
HHSHSHL

vgcggcgcf , 

де 3,1, =ici , деякі додатні константи, що не залежать від v . 
Білінійна форма ),( vua  неперервна та )(1 ΩH -еліптична [7]. Відповідно, з 

леми Лакса-Мільграма випливає, що задача VN  має єдиний розв’язок для довільних 
)(2 Ω∈ Lf , )(2

1 SHg −
± ∈ , )(2

1

00 SHgg −
−+ ∈− , )(2

1
Σ∈ −Hg . З теореми 1 як наслідок 

отримаємо існування та єдиність розв’язку задачі N . 
4. ВИСНОВОК 
Задача Неймана для еліптичного рівняння другого порядку в обмеженій 

області з розімкнутою ліпшицевою поверхнею зведена до деякої варіаційної задачі, 
яка має єдиний розв’язок та еквівалентна до вихідної диференціальної задачі. Для 
обчислення значення білінійної форми ),( vua  можна використати подання норми в 

)(1 ΩH  на підставі леми 2. 
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У процесі побудови схеми наближеного розв’язування задачі VN  за 
допомогою метода Гальоркіна доцільно використовувати асимптотичну поведінку 

u∇  в околі Γ , яка для широкого класу математичних моделей має вигляд 

α−ρ∇ ~)(xu , де 
2
1),,( =αΓ=ρ xdist  для регулярних точок та 10 <α<  для кутових 

точок контура Γ . 
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ЗАДАЧА НЕЙМАНА ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО 
ПОРЯДКА В ОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ С ТОНКИМ ВКЛЮЧЕНИЕМ 

Ю. Сибиль 

Львовский национальный университет имени Ивана Франко, 
ул. Университетская, 1, Львов, 79000, e-mail: kafprog@franko.lviv.ua 

 
Рассмотрено задачу Неймана для эллиптического уравнения второго порядка в 

ограниченной области с тонким включением, которое моделируется разомкнутой 
двусторонней липшицевой поверхностью. Граничные условия задаются на этой разомкнутой 
поверхности и на поверхности, которая ограничивает заданную область. Проведено 
исследование некоторых функциональных пространств в нерегулярной области с тонким 
включением и операторов следа на разомкнутой липшицевой поверхности. Показано 
эквивалентность задачи в дифференциальной постановке и сответствующей вариационной 
задачи. Доказано существование и единственность решений в соответствующих 
функциональных пространствах. 

Ключевые слова: задача Неймана, эллиптический оператор, вариационная задача, 
разомкнутая поверхность. 

NEUMANN PROBLEM FOR ELLIPTIC EQUATION OF THE SECOND 
ORDER IN BOUNDED DOMAIN WITH THIN INCLUSION 

Yu. Sybil 

Ivan Franko National University of Lviv, 
Universytetska Str., 1, Lviv, 79000, e-mail: kafprog@franko.lviv.ua 

 
We consider Neumann problem for the second order elliptic equation in bounded domain with 

thin inclusion which is presented as an open two-sided Lipschitz surface. Boundary conditions are 
given on this open surface and on the boundary of the domain as well. We define some functional 
spaces in the region with slot and the trace operators on the open Lipschitz surface. It was shown the 
equivalence of the original boundary value problem and corresponding variational problem. We prove 
existence and uniqueness of solutions in appropriate functional spaces. 

Key words: Neumann problem; elliptic operator; variational problem; open surface. 

 


