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Описано використання методики розділення змінних у обчислювальній математиці. 

Розглянуто адитивне та мультиплікативне розділення змінних, розвинення методу Фур’є, 

розділене зображення функцій багатьох змінних і багатовимірних тензорів, сингулярний 

розклад і метод узагальненого розділення змінних. 
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1. РОЗДІЛЕННЯ ЗМІННИХ 

Обчислювальна складність переважної більшості методів розв’язування 

багатовимірних задач зростає експоненціально зі збільшенням розмірності задачі. Це 

також зазвичай стосується обсягу ресурсів потрібних для зображення розв’язку 

задачі. Таку залежність називають прокляттям розмірності (Curse of Dimensionality) 

[23]. 

Розділення змінних дає змогу зменшити розмірність і досягнути компактності 

зображення розв’язку багатовимірної задачі. Ідею наближеного розділення змінних 

використовують для апроксимації операторів, функцій багатьох змінних і 

багатовимірних тензорів, а також для розв’язування багатовимірних інтегральних 

рівнянь та крайових задач. 
 

2. МЕТОД ФУР’Є 

Багато задач математичної фізики можна розв’язати методом розділення 

змінних (методом Фур’є). Головна ідея методу полягає у зведенні вихідної задачі до 

розв’язування рівнянь з меншою кількістю незалежних змінних. Зокрема, якщо це 

рівняння містить дві незалежні змінні, то його розв’язування зводять до рівнянь, які 

залежать від однієї змінної. 

Спочатку застосування методу було обмежене задачами, які можна звести до 

рівностей виразів, що залежать від різних змінних. Наприклад, для звичайного 

диференціального рівняння це рівність вигляду 

 dxxgdyyf )()(  , (1) 

де x  – вільна змінна; )(xy  – невідома функція. 

Очевидно, що послідовність подальших дій залежить від конкретної задачі. У 

згаданому випадку інтегрування обох частин рівності (1) дасть неявний вигляд 

загального розв’язку звичайного рівняння першого роду з розділеними змінними 

 Сdxxgdyyf   )()( . (2) 
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Зауважимо, що знайдений розв’язок задачі є частковим. Навіть, якщо кількість 

таких розв’язків нескінченна, то ми не знаємо чи знайшли всі розв’язки вихідної 

задачі. 

Для рівнянь з невідомою функцією двох незалежних змінних ω(x, t) метод 

пропонує шукати розв’язок у вигляді добутку функцій різних аргументів 

 )()(),( txtx  .  

Для деяких задач є сенс шукати розв’язок у вигляді суми функцій різних 

аргументів 

 )()(),( txtx  .  

Такі розв’язки називають, відповідно, розв’язками з мультиплікативним та 

адитивним розділенням змінних [9]. Природне узагальнення цих підходів передбачає 

відшукання розв’язку задачі у вигляді суми доданків з розділеними змінними 

  
k

kk txtx )()(),( .  

Метод розділення змінних – найбільш уживаний для розв’язування лінійних 

задач математичної фізики. Проте для нелінійних задач він набув популярності 

досить нещодавно і є доволі перспективним напрямом досліджень. Для деяких класів 

нелінійних задач можна отримати загальні розв’язки. 

Подальше розвинення методу Фур’є передбачає різноманітні його 

узагальнення [9, 11, 13] та допомагає знайти розв’язки багатьох важливих прикладних 

задач. Варто також згадати узагальнення методу розділення змінних для випадку 

тензорного добутку сепарабельних гільбертових просторів [10 ,43] та узагальнену 

схему розділення змінних [12]. 
 

3. ФУНКЦІЇ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ 

Найпростіший спосіб наближення функції багатьох змінних функціями однієї 

змінної розглянуто у [14, 17]. Тут функцію d змінних апроксимують сумою d функцій 

однієї змінної 

 



d

j

jjd xxxf
1

1 )(),,(  .  

Очевидно, що попри свою простоту, такий підхід має погану точність наближення, 

адже величина 

 



d

j

jf
1

  

цілком визначається функцією f і не може бути меншою наперед заданої величини. 

У цьому випадку наближення функції багатьох змінних добутком функцій 

однієї змінної 

 
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має значну перевагу, оскільки для залишку можна знайти таке найкраще наближення: 
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Повторюючи подібні міркування, отримаємо ряд 



В. Білецький 

16 ISSN 2078–5097. Вісн. Львів. ун-ту. Сер. прикл. матем. та інф. 2016. Вип. 24 

 

 


 


1 1

)( )(
k

d

j

j

k

j x ,  

часткову суму якого приймають за наближення функції f. Такий спосіб апроксимації 

операторів і функцій багатьох змінних сумами доданків з розділеними змінними 

досліджено у [5, 8, 16, 18, 22, 25, 29, 36]. 
 

4. РОЗДІЛЕНЕ ЗОБРАЖЕННЯ ФУНКЦІЇ ТА ОПЕРАТОРІВ 

У [27, 28] автори вводять поняття розділеного зображення функції багатьох 

змінних (Separated Representation) 

 )()(),,( )(
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

 , (3) 

де sk – скаляр, а φ(k)
j – нормована функція однієї змінної. 

Зафіксувавши потрібний рівень точності наближення ε, ми знаходимо такі r, 

{φ(k)
j} та {sk}, що задовольняють умови 
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Ми намагаємося мінімізувати кількість доданків r. Параметр r відіграє ключову роль 

у подібних підходах наближення функцій. Його прийнято називати рангом розділення 

(Separation Rank). Розділене зображення функції, що має мінімальну кількість 

доданків r, називають оптимальним. У праці [27] наведено деякі важливі класи 

операторів, які мають невеликий ранг розділення для високої точності наближення. 

Один із способів використання розділеного зображення полягає у виборі 

функцій {φ(k)
j} з деякої множини (базису) та подальшому визначенні оптимальних 

параметрів {sk}. Такий підхід використовують, скажімо, так звані CI методи 

(Configuration Interaction) [57]. Інший підхід передбачає заміну у вихідній задачі 

шуканої функції f її розділеним зображенням згідно з (3) та подальше розв’язування 

рівнянь стосовно {φ(k)
j} та {sk}. 

Незважаючи на свою простоту, таке зображення функції має цікаву структуру 

та потребує подальших досліджень. Розділене зображення не є проекцією функції на 

деякий підпростір, а радше нелінійним способом наближення функції багатьох 

змінних, що використовує меншу кількість параметрів. 

Аналогічно вводять поняття розділеного зображення для оператора, що діє у 

багатовимірному просторі, та для багатовимірних тензорів. 

Для розділеного зображення критичне збільшення накопиченої похибки 

обчислень можливе у випадку, коли норма функції f є суттєво меншою, ніж норма 

доданків її зображення 

 ksf  .  

Для оцінки похибки обчислень розділеного зображення вводять поняття числа його 

обумовленості 
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Багато операцій лінійної алгебри можуть бути виконані над розділеним 

зображенням функцій, зберігаючи результат у вигляді (3). Операції у d-вимірному 
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просторі можна замінити на комбінацію операцій у одновимірних просторах [53], 

обчислювальна складність якої лінійно (а не експоненціально) залежить від d. 

Очевидно, що є також залежність від рангу розділення r. Проте для багатьох задач 

математичної фізики параметр r майже не залежить від d, тому практично 

обчислювальна складність операцій лінійної алгебри є квазілінійною. У [27] описано 

основні операції над розділеним зображенням функцій, операторів та їхніх 

дискретних еквівалентів. 

Для повноцінного використання такого розділення змінних у числових методах 

їхні алгоритми потрібно описати термінами розділеного зображення. Це передбачає 

необхідність адаптації складніших алгоритмів і схем, скажімо, методів розв’язування 

систем лінійних алгебричних рівнянь. Багато стандартних методів (наприклад, метод 

Гауса) не можна перекласти на мову розділеного зображення. З іншого боку, ми 

можемо використати наближені ітераційні методи розв’язування систем лінійних 

алгебричних рівнянь [28]. Також є змога використати метод найменших квадратів для 

розв’язування системи. Застосування подібних загальних стратегій для інших задач 

розглянуто у [28]. 

Отже, розв’язуючи вихідну задачу відповідними методами, ми можемо 

тримати всі функції та оператори у розділеному зображенні та динамічно визначати 

ранг розділення відповідно до заданої точності обчислень. Схожий підхід 

використовують для дискретизації нескінченновимірної задачі. Роль рангу розділення 

тут відіграє кількість ступенів вільності дискретизованої задачі. 

Важливо, що після кожної виконаної операції результат обчислень перебуває у 

формі (3), проте ранг розділення може значно збільшитися, що може призвести до 

неконтрольованого зростання параметра r. Тому після кожної виконаної операції для 

її результату треба шукати інше розділене зображення, що має менший ранг 

розділення. Автори [27] пропонують одну з можливих процедур зменшення рангу 

розділення, що використовує циклічно-ітераційний метод послідовних найменший 

квадратів (Alternating Least Squares). Цей метод також часто використовують у 

статистиці [31, 39, 48, 49, 58]. 

Ідея запропонованого підходу зменшення рангу розділення полягає у побудові 

нового розділеного зображення 
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Ранг нового зображення послідовно збільшують, починаючи з 1ˆ r , доки не вдасться 

досягнути необхідної точності 
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Для фіксованого r̂  метод обирає початкові значення для  )(ˆ k

j  та  kŝ . Далі, 

використовуючи циклічний метод послідовних найменших квадратів, пробують 

поліпшити існуюче наближення. 
 

5. ДВОВИМІРНИЙ ВИПАДОК 

У двовимірному випадку (d = 2) розділене зображення функції (3) схоже до її 

сингулярного розкладу (Singular Value Decomposition) [7]. Тобто, ми можемо 

отримати оптимальне розділене зображення функції як часткову суму її сингулярного 

розкладу. Оскільки ми не маємо обмеження на ортогональність функцій {φ(k)
j}, то 
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зображення (3) є більш загальним, а сингулярний розклад – його частковий випадок. 

Також для фіксованого ε може існувати більше одного оптимального розділеного 

зображення, а сингулярний розклад, як відомо, існує єдиний. 

Для методів наближення функцій двох змінних та операторів, які ґрунтуються 

на сингулярній теорії Шмідта, обґрунтовано їхню збіжність [1, 2, 18], тобто 

побудований ряд збігається до вихідної функції чи оператора 

 
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У [15] описано теорію сингулярного розкладу для загального випадку 

тензорного добутку двох просторів 

 21 HHH  .  

Побудований збіжний ітераційний процес наближення довільного елемента простору 

H сумою тензорних добутків елементів просторів H1 та H2 
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При d > 2 розділене зображення принципово відрізняється від сингулярного 

розкладу. Сьогодні існують методи обчислення сингулярного розкладу функції чи 

оператора, але, незважаючи на проведені дослідження [32, 38, 46, 49], немає жодного 

обґрунтованого методу дня знаходження оптимального розділеного зображення. 

Важливо, що сингулярний розклад визначають без заданої точності, тоді як 

визначення розділеного зображення потребує параметра ε. Також оптимальне 

зображення для меншого ε не є продовженням (доповненням новими доданками) 

оптимального зображення для більшої допустимої похибки. Зауважимо, що випадок 

ε = 0, що розглянутий, наприклад, у [55], є складною задачею. 

Знаходження оптимального рангу розділення для заданого ε є також складною 

задачею. Проте на практиці майже завжди надають перевагу розділеним зображенням 

з рангом близьким до оптимального, за умови, що вони ліпше обумовлені чи 

потребують менших обчислювальних затрат. Наприклад, для двовимірного випадку 

алгоритм знаходження субоптимального зображення, що використаний у [30], є 

значно швидшим, ніж методи знаходження сингулярного розкладу, які дають 

оптимальний ранг розділення. 

Зображення, схожі до (3), використовують у статистиці. Варті уваги, 

наприклад, Canonical Decomposition та Parallel Factor Analysis [32, 33, 38, 46]. Також 

були запропоновані інші зображення, що є більш обмеженими, ніж (3), проте мають 

кращі обчислювальні властивості чи передбачають простіші підходи до дослідження 

своїх властивостей. Наприклад, сингулярний розклад вищого порядку (Higher Order 

Singular Value Decomposition) [38] є узагальненням звичайного сингулярного 

розкладу, де сингулярні значення замінюють d-вимірними тензорами. Проте 

обчислювальна складність такого підходу експоненціально залежить від розмірності 

простору d. Так звані CI методи [57] використовують зображення вигляду (3), але 

вибирають функції {φ(k)
j} з множини попарно ортогональних елементів. Таке 

обмеження значно спрощує обчислення, але може призвести до значного збільшення 

рангу розділення r. Також існують неортогональні CI методи [50, 56]. 

Для зменшення обчислювальних затрат розділене зображення можна 

комбінувати з іншими підходами, що враховують специфіку задачі. Скажімо, тензор, 

що відповідає функції чи оператору, може бути розрідженим, мати діагональний 
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вигляд чи деяку іншу складнішу структуру [26, 42, 44, 45, 61]. Подібне поєднання 

може зробити практичну реалізацію розв’язування задачі значно ефективнішою. 
 

6. БАГАТОВИМІРНІ ТЕНЗОРИ 

Методи побудови наближень дискретних аналогів операторів і функцій 

багатьох змінних – тензорів сумами тензорних добутків тензорів менших 

розмірностей [24, 37, 40, 52] є важливим інструментом сучасної науки. Апроксимація 

багатовимірних тензорів має застосування у таких галузях: обробка сигналів, аналіз 

даних, теорія графів тощо. 

Існує багато методів декомпозиції багатовимірних тензорів. Наприклад, метод 

Такера (Tucker Decomposition) чи CP метод (CP Decomposition) [19, 47]. CP метод 

будує канонічне наближення багатовимірного тензора у вигляді суми тензорних 

добутків одновимірних векторів. При фіксованій кількості доданків метод мінімізує 

норму різниці вихідного тензора та його наближення. Зазвичай для такої задачі 

використовують метод послідовних найменших квадратів, який не завжди достатньо 

точний. У [20, 21, 34, 35, 41, 51, 59, 60] описано можливі способи оптимізації чи 

модифікації методу послідовних найменших квадратів. Крім того, запропоновано 

альтернативні методи нелінійних найменших квадратів (Nonlinear Least Squares). 
 

7. МЕТОД УЗАГАЛЬНЕНОГО РОЗДІЛЕННЯ ЗМІННИХ 

Метод узагальненого розділення змінних запропоновано у [2, 3] для 

розв’язування багатовимірних інтегральних і матричних рівнянь та їхніх варіаційних 

аналогів. Також метод використовують для розв’язування обернених та 

оптимізаційних задач математичної фізики [54]. 

Ідея методу полягає у поданні розв’язку задачі 

 fAu    

у вигляді суми доданків з розділеними змінними 

 


 


1 1

)(

1 )(),,(
k

d

j

j

k

jd xxxu  ,  

які обчислюють послідовно згідно з умовою мінімуму функціонала 

 min)(),,(
2

11  ddf AfJ  .  

Тут функції u та f належать простору інтегровних з квадратом у деякій 

обмеженій області функцій, а оператор A, що діє у цьому просторі, є лінійним і 

неперервним. 

У [6] розвинуто метод узагальненого розділення змінних і запропоновано його 

модифікацію, що мінімізує на кожному кроці норму відхилення розв’язку та його 

наближення. 
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