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Розглянуто збурений аналог трикрокового методу Ньютона розв’язування задач 

безумовної мінімізації. Доведено можливість побудови різних варіантів трикрокових методів 

на підставі збуреного аналогу. Доведено збіжність трикрокових методів за єдиною схемою, 

використовуючи матрицю збурення. З’ясовано можливість побудови трикрокових методів 

розв’язування систем нелінійних рівнянь, використовуючи матрицю збурення. 
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1. ВСТУП 

На практиці часто виникають задачі, математичні моделі яких призводять до 

задач оптимізації. Незважаючи на те, що моделювання практичних задач, які містять 

природні обмеження на ті чи інші параметри, призводить до появи таких обмежень у 

математичних моделях, багато задач можна якісно розв’язувати методами безумовної 

оптимізації. В літературі наведено декілька класів таких методів, а також низка 

модифікацій базових методів [1, 2, 3]. Для різних класів задач досліджуються методи, 

які найбільш якісно їх розв’язують. Тому важливо запропонувати метод, який для 

конкретної задачі знайде розв’язок з найменшими обчислювальними затратами та 

прийнятною точністю.  

У зв’язку з тим, що при вимірюванні чи оцінюванні різних величин часто 

виникають похибки, у числові методи вносять збурення для дослідження їхньої 

стійкості. Ми узагальнили трикрокові методи мінімізації функцій з використанням 

матриці збурення. Доведено збіжність збуреного аналогу трикрокового методу в 

загальному випадку. З’ясовано як з використанням матриці збурення можна будувати 

різні варіанти трикрокових методів і вплив матриці збурення на збіжність 

трикрокового методу. Для розв’язування систем нелінійних рівнянь також доведено 

можливість побудови трикрокових методів з використанням матриці збурення. 
 

2. ФОРМУЛЮВАННЯ ЗАДАЧІ 

Розглянемо задачу безумовної мінімізації функції багатьох зміннних 

   minxf , (1) 

де nRx ,    nRCxf 2 . 

Для розв’язування задачі (1) можна використовувати різні методи [1,2,3]. У 

[4,5,6] розглядається низка трикрокових методів розв’язування задачі (1), які виявили 

свою ефективність на певних типах задач. Наша мета – узгальнити деякі трикрокові 
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методи, використовуючи матрицю збурення. Використання збурених аналогів на 

практиці зумовлено похибками обчислень, апроксимацією тощо.  

У загальному випадку вигляд трикрокового методу, в якому використовується 

матриця збурення, такий: 

     kkkkk xfxHxu 
1

, (2) 

 kkkk hxv  , (3) 

   kkkk uvufx 


 minarg1 , ,1,0k . (4) 

де 

      kkk xSxfxH  , (5) 

і 

    0, 
kk xfh . (6) 

Параметр 0k  має забезпечувати монотонне спадання функції  xf . 

 

3. ОБҐРУНТУВАННЯ ЗБІЖНОСТІ 

Теорема. Нехай виконуються умови: 

1)    DCxf 2 ,     0: xfxfRxD n  ; 

2) Dyx  , , )(xf   задовольняє умову Ліпшиця 

 yxLyfxf  )()( , 

де  L0 ; 

3) Dx , nRy  

    
22

, yMyyxfym  , 

де  Mm0 ; 

4) матриця  kxS  задовольняє умову 

    kk xfxS  , 

де 0 ; 

5) початкове наближення 0x  вибирають так, що виконуються умови 

 1*0  xx
m

M
; 

      1*0  xfxfCq ,  

де 

 
 

2

2 1
2 














m

ML
MC . 

Тоді послідовність  kx , породжена методом (2) – (6), коректно визначена та 

збігається до розв’язку *x  задачі (1) і справджується оцінка 

         *0

12
1

0

2

* xfxfqxfxf
ki

k

i

ikk 







 





 , (7) 

де  1,0k , ,2,1k . 

Доведення. З умови 3) теореми випливає сильна опуклість функції  xf , отже, 

розв’язок задачі (1) *x  існує і єдиний. Аналогічно до результатів [2] можемо записати 
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   
m

xf
11




. (8) 

Нехай відоме деяке наближення Dxk  , 0k  до розв’язку задачі (1), тоді, 

використовуючи квадратичну частину приросту розкладу функції  xf  в точці *x  і 

умову 3) теореми, отримаємо оцінку 

             ******* ,
2

1
, xuxuxuxfxuxfxfuf kkkkk  

     
2

*****
2

,
2

1
xu

M
xuxuxuxf kkkk  . (9) 

Тут і надалі  1,0 . 

Використовуючи (2), одержуємо 

       


kkkkk xfxSxfxxxu
1

**  

               


kkkkkk xfxxxSxfxSxf *

1
 

               


***

1
xxxxxfxSxfxSxf kkkkkk  (10) 

                .****

1
xxxSxxxxxfxfxSxf kkkkkkk 


 

Використавши умови теореми, одержимо 

              
 111

kkkkk xSxfIxfxSxf  

           111 
 kkk xfxSxfI . 

Використовуючи умови 3) і 4) теореми 

           ***** xxMxxxxxfxfxfxS kkkkk  . (11) 

Згідно з умовою 5) теореми і нерівності (8) матимемо 

           1*

11



xx

m

M
xSxfxSxf kkkkk . 

Тоді одержимо оцінку 

     
 




1

11

m
xSxf kk . (12) 

Використовуючи (11), (12), умову 2) теореми , оцінимо (10) 

              


***

1

* xxxxxfxfxSxfxu kkkkkk  

     
 

  2

**
1

1
xxML

m
xxxS kkk 


 . 

З властивостей опуклих функцій, умови 3) теореми одержуємо таку оцінку: 

           
2

**k*k**
2

x,x
2

1
xx

m
xxxxxfxfxf kkkk  . 

     *

2

*

2
xfxf

m
xx kk  . 

Продовжимо оцінку (9), враховуючи наведені оцінки 

    
   

     












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






















2

*

22

2

**

2

1212
xfxf

mm

MLM
xx

m

MLM
xfuf kkk  
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 

         2*

2

*

2

2 1
2 xfxfCxfxf

m

ML
M kk 












 . 

З нерівності (6) випливає, що для обчислення kv  використовують деякий 

варіант методу спуску, тому    kk xfvf  . Тоді з врахуванням (4), матимемо 

                  *1**1*1 ,min xfufxfvfxfufxfxf kkkkkk   , 

де  1,0k . 

Отож, 

         2**1 xfxfCxfxf kkk  . (13) 

За допомогою методу математичної індукції, враховуючи (13), доведемо, що 

оцінка (7) виконується для довільного k . При 1k  одержимо 

               

*0

12

1

2

*01*1

1

xfxfqxfxfCxfxf  

       *0

12
11

0

2

1

1

xfxfq
i

i

i









 





 . 

Припустимо, що ця оцінка виконується для деякого 1k  

           *0

12
1

0

2

* xfxfqxfxf
ki

k

i

ikk 







 





 . 

Доведемо, що оцінка правильна для 1k  

                





















 





 
2

*0

12
1

0

2

1

2

*1*1 xfxfqCxfxfCxfxf
ki

k

i

ikkkkk  

             *0

12

0

2

1

2

*0

2
12

2
1

0

2

1

1

xfxfqxfxfqC
kiki

k

i

ik

k

i

ikk 
















 














 . 

Отже, послідовність наближень  kx , побудованих за формулами (2) – (6), 

збігається до точки розв’язку *x . Теорему доведено. 

Отож, при накладанні відповідних умов на матрицю збурення отримаємо 

квадратичну збіжність збуреного аналога методу Ньютона. Якщо матрицю  kxS  

вибрати нульовою, то отримаємо звичайний трикроковий метод на підставі методу 

Ньютона. 
 

4. ТРИКРОКОВІ МЕТОДИ РІЗНИЦЕВОГО ТИПУ 

На практиці часто виникають проблеми з обчисленням похідних, осболиво 

другого порядку. Це пов’язано з тим, що математичні моделі задач описуються 

досить складними формулами або значення функцій відомо лише на певній 

дискретній множині точок. У цьому випадку для обчислення других похідних 

використовують деякі наближені формули, наприклад, ітераційно-різницеві.  

Запис трикрокового алгоритму у вигляді (2)-(6) дає змогу узагальнити 

трикрокові ітераційно-різницеві методи, які були розглянуті у [5]. Розглянемо такі 

часткові випадки алгоритму (2)-(6).  

Якщо вибрати матрицю  kxH  так: 

     kkkk xfxxfxH  , , 
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то отримаємо трикроковий метод на підставі методу Стеффенсена, де  yxf ,  – 

поділена різниця першого порядку вектор функції  xf   [1]. Доведемо, що матрицю 

 kxH  можна подати у вигляді (5). Використовуючи властивість поділених різниць, 

отримаємо 

             kkkkkkkkkkk xxfxfxxfxxfxfxxfxH ,,,,  

        kkkkkkk xfxxfxxfxxf  ,,, . 

Отже, у нашому випадку       kkkkkk xfxxfxxfxS  ,, ,  kk xfh  . 

Накладемо обмеження на поділені різниці третього порядку, а саме  

   3,, Mzyxf  , 

де  30 M , Dyx , . Тоді матрицю  kxS  можна оцінити так: 

    kk xfMxS  3 . 

Якщо прийняти, що  3M , то умова 5) теореми виконується, а отже, 

трикроковий алгоритм на підставі методу Стеффенсена має другий порядок 

збіжності. 

Аналогічно до трикрокового методу на підставі методу Стеффенсена можна 

розглянути випадки трикрокових методів на базі методів лінійної інтерполяції та 

хорд. 
 

5. РОЗВ’ЯЗУВАННЯ СИСТЕМ НЕЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ 

Становить інтерес застосування методу (2)-(6) до розв’язування систем 

нелінійних рівнянь. 

Нехай  

   0xP ,  (14) 

де mn RRP : , nm  .  

Розглянемо функцію  

       xPxPxf ,
2

1
 . 

Задача   minxf , nRx , еквівалентна задачі (14). Розглянемо випадок, 

коли розв’язок системи (14) існує, тобто існує *x , для якого   0* xP . У такому 

випадку, якщо    nRCxP 2 , то одержуємо 

           xPxPxPxPxf
T

 , 

       xPxPxf
T

 . 

У цьому випадку алгоритм (2)-(6) для розв’язування задачі (14) набуде вигляду 

           xPxPxPxPxu
TT

kk


1

, (15) 

     xPxPxv
T

kkk
 , (16) 

   kkkk uvufx 


 minarg1 , ,1,0k . (17) 

Отже, ми вибрали 

      xPxPxS k
 ,  

     k

T

kk xPxPh  .  
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У випадку нульової нев’язки   0* xP  існує окіл точки *x , для якого 

     
00 xPxP , 

де 0  – деяке достатньо мале число, а це означає, що у разі виконання відповідних 

умов послідовність  kx , яку отримали за (15)-(17), буде збігатися квадратично до *x  

розв’язку задачі (14). 
 

6. ВИСНОВКИ 

Розглянуто збурений аналог трикрокового методу Ньютона розв’язування 

задач безумовної мінімізації. Доведено квадратичну збіжність збуреного аналогу у 

випадку певних обмежень на матрицю збурення. Виявлено можливість побудови 

різних варіантів трикрокових методів при різному виборі матриці збурення. Також 

доведено залежність збіжності методу від матриці збурення. Доведено застосування 

збуреного аналогу трикрокового методу Ньютона для розв’язування систем 

нелінійних рівнянь. 

Розглянуті у статті трикрокові методи було апробовано на низці тестових 

прикладів [5]. Вони виявили кращі результати в сенсі кількості обчислень, ніж 

методи, на підставі яких вони побудовані, особливо для функцій типу яру та функцій 

з виродженою матрицею Гессе. Також трикрокові методи працюють ефективно для 

задач великих розмірностей. 
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SOME PERTURBED THREE-STEP NEWTON METHOD 

V. Bartish, N. Ogorodnyk 
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We consider the perturbed three-step analogue of Newton’s method solving unconstrained 

minimization. The possibility of constructing different options based on the three-step methods 

perturbed analogue. We prove the convergence of three-step method using the same scheme using 

matrix of perturbation. The possibility of building a three-step methods for solving systems of 

nonlinear equations using matrix perturbation. 

Key words: unconstrained optimization, Newton method, matrix of perturbation, three-step methods, 

iterative-difference methods, systems of nonlinear equations. 
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