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Ïðîäîâæó¹ìî äîñëiäæóâàòè ïðîáëåìè íå¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíîãî iíòåã-

ðàëüíîãî ðiâíÿííÿ òèïó Óðèñîíà äëÿ áiëüø çàãàëüíîãî âèïàäêó, ïðè ââåäåííi â

ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ òðüîõ ÷èñëîâèõ ïàðàìåòðiâ. Òàêi ðiâíÿííÿ äàþòü çìîãó

îïèñàòè áiëüø çàãàëüíó ñòðóêòóðó îá'¹êòiâ i âèíèêàþòü, çîêðåìà ó çàäà÷àõ ñèíòåçó

âèïðîìiíþþ÷èõ ñèñòåì. Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåëiíiéíèõ ñïåêòðàëüíèõ

çàäà÷ äàëî çìîãó îòðèìàòè ðiâíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ ìíîæèíè ïàðàìåòðiâ, çà ÿêèõ

âiäáóâà¹òüñÿ ãàëóæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ. Ó ïiäñóìêó ðîçðîáëåíî àëãîðèòìè, ÿêi çâîäÿòü

çàäà÷ó äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi, i äàþòü çìîãó çíàéòè â çàäàíié îáëàñòi ìíîæèíó

òî÷îê ìîæëèâî¨ áiôóðêàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ ó âèãëÿäi ñïåêòðàëüíèõ ëiíié àáî ïîâåðõîíü.

Îòðèìàíà ìåòîäèêà çàñòîñîâàíà äî ïðàêòè÷íî¨ çàäà÷i � äîñëiäæåííÿ íå¹äèíîñòi

ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i ñèíòåçó âèïðîìiíþâà÷à ïëîñêîãî ðîçêðèâó çà çàäàíîþ äiàãðàìîþ

íàïðÿìëåíîñòi çà ïîòóæíiñòþ. Îñíîâíå ðiâíÿííÿ ñèíòåçó çàëåæèòü âiä òðüîõ ïàðà-

ìåòðiâ, ùî îïèñóþòü ôiçè÷íi õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìè, i çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ

ñèñòåìè íåëiíiéíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Çàäà÷à Êîøi äîïîìàãà¹ çíàõîäèòè ìíîæèíó

òî÷îê áiôóðêàöi¨ òà âèçíà÷àòè âëàñòèâîñòi áiôóðêóþ÷èõ ðîçâ'ÿçêiâ, ùî çàëåæàòü

âiä ñèìåòði¨ äiàãðàìè íàïðÿìëåíîñòi. ×èñëîâi ðåçóëüòàòè äåìîíñòðóþòü çìiíè ó

âëàñòèâîñòÿõ âëàñíèõ ôóíêöié íà ðiçíèõ òî÷êàõ áiôóðêàöi¨, ùî äà¹ ïiäñòàâè âèáèðàòè

îïòèìàëüíi ðîçâ'ÿçêè, ÿêi äàþòü íàéêðàùå íàáëèæåííÿ äî çàäàíèõ äiàãðàì íàïðÿì-

ëåíîñòåé ó ìåæàõ ôóíêöiîíàëà.

Êëþ÷îâi ñëîâà: óçàãàëüíåíå ðiâíÿííÿ Óðèñîíà, íåëiíiéíà òðèïàðàìåòðè÷íà ñïåêòðà-

ëüíà çàäà÷à, áiôóðêàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ, ÷èñëîâèé ïðèêëàä.

1. Ðiâíÿííÿ Óðèñîíà â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè

Ó çâ'ÿçêó ç ðîçâèòêîì ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè çðiñ iíòåðåñ äî äîñëiäæåííÿ
íåëiíiéíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü òèïó Óðèñîíà â ïðèêëàäíèõ çàñòîñóâàííÿõ. Çîê-
ðåìà, íåëiíiéíi iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ íà ïiäñòàâi ôóíêöi¨ Ãðiíà âèêîðèñòîâóþòü ïiä
÷àñ äîñëiäæåííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, çàëåæíèõ
âiä êiëüêîõ ÷èñëîâèõ ïàðàìåòðiâ. Îãëÿä îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ i ôóíäàìåíòàëüíà
òåîðiÿ ãàëóæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiçíèõ òèïiâ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ïîäàíî â ìîíîãðàôi¨
[1]. Ó òiì ÷èñëi äîñëiäæó¹òüñÿ íåëiíiéíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Óðèñîíà

u(x) ≡
∫
G

F (x, y, u(y), µ) dy, (∗)
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çàëåæíå âiä îäíîãî äiéñíîãî ÷èñëîâîãî ïàðàìåòðà µ, ó ïðèïóùåííi, ùî çà äåÿêîãî
çíà÷åííÿ öüîãî ïàðàìåòðà µ0, öå ðiâíÿííÿ ìà¹ íåïåðåðâíèé ðîçâ'ÿçîê u0(x). Ðîç-
ãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ âñiõ íåïåðåðâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ uµ(x) ðiâíÿííÿ (*)
äëÿ çíà÷åíü µ áëèçüêèõ äî µ0, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

max
x ∈G

|uµ(x)− u0(x)| → 0 ïðè µ→ µ0.

Ìè äîñëiäæó¹ìî áiëüø çàãàëüíå ðiâíÿííÿ òèïó Óðèñîíà

u(x) ≡
∫
G

K (x, y, u(y), λ1, λ2, λ3) dy, (1)

ÿêå íà âiäìiíó âiä [1] çàëåæèòü íå âiä îäíîãî, à âiä òðüîõ ÷èñëîâèõ ïàðàìåòðiâ
λ1, λ2, λ3, ÿêi äàþòü çìîãó îïèñóâàòè áiëüø çàãàëüíó ñòðóêòóðó i ïàðàìåòðè äîñ-
ëiäæóâàíîãî îá'¹êòà. Áà áiëüøå, çàñòîñóâàííÿ äî òàêîãî ðiâíÿííÿ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿ-
çóâàííÿ òðèïàðàìåòðè÷íèõ íåëiíiéíèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ äà¹ ìîæëèâiñòü çíàéòè

ìíîæèíó ïàðàìåòðiâ λ
(0)
1 , λ

(0)
2 , λ

(0)
3 , çà ÿêèõ âiäáóâà¹òüñÿ ãàëóæåííÿ (àáî áiôóðêàöiÿ)

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1).

2. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i, îñíîâíi ñïiââiäíîøåííÿ

Íåõàé G � îáìåæåíà çàìêíóòà ìíîæèíà ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðîñòî-
ðó, I, I1, I2, I3 � ïðîìiæêè äiéñíî¨ îñi àáî âèïóêëi îáëàñòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè i
K (x, y, u, λ1, λ2, λ3) � äiéñíà àáî êîìïëåêñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ, çàäàíà íà G×G× I ×
I1 × I2 × I3 i íåïåðåðâíà ïî ñóêóïíîñòi ñâî¨õ àðãóìåíòiâ. Íåõàé çà äåÿêèõ çíà÷åíü

λ
(0)
1 λ

(0)
2 , λ

(0)
3 ðiâíÿííÿ (1) ìà¹ íåïåðåðâíèé ðîçâ'ÿçîê u0(x), òîáòî

u0(x) ≡
∫
G

K
(
x, y, u0(y), λ

(0)
1 , λ

(0)
2 , λ

(0)
3

)
dy, (2)

ÿêèé íàäàëi íàçèâàòèìåìî ïåðâèííèì. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿ âñiõ

íåïåðåðâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ uλ(x) ðiâíÿííÿ (1) äëÿ çíà÷åíü λ1, λ2, λ3 áëèçüêèõ äî λ
(0)
1 ,

λ
(0)
2 , λ

(0)
3 ÿêi ïðè

∣∣λ− λ(0)
∣∣ → 0 çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

max
x ∈G

∣∣∣u ( x, λ1, λ2, λ3)−u0 (x, λ(0)1 , λ
(0)
2 , λ

(0)
3

)∣∣∣ → 0. (3)

Öÿ óìîâà îçíà÷à¹, ùî òðåáà çíàéòè òàêi ìàëi íåïåðåðâíi íà Ḡ ðîçâ'ÿçêè:

ω (x, λ1, λ2, λ3) = u (x, λ1, λ2, λ3)− u0

(
x, λ

(0)
1 , λ

(0)
2 , λ

(0)
3

)
, (4)

ÿêi ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ äî íóëÿ ïðè

λ1, λ2, λ3 → λ
(0)
1 , λ

(0)
2 , λ

(0)
3 . (5)

Ó âèïàäêó áiôóðêàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ â îêîëi òî÷êè λ
(0)
1 , λ

(0)
2 , λ

(0)
3 ïåðâèííèé ðîçâ'ÿçîê

(2)

u0

(
x, λ

(0)
1 , λ

(0)
2 , λ

(0)
3

)
≡ 0.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàëèõ ðîçâ'ÿçêiâ â îêîëi òî÷êè λ
(0)
1 , λ

(0)
2 , λ

(0)
3 íàäàìî ïàðàìåòðàì

λ
(0)
1 , λ

(0)
2 , λ

(0)
3 ìàëèõ ïðèðîñòiâ, òîáòî ïðèéìåìî

λ1= λ
(0)
1 + µ, λ2 = λ

(0)
2 + ν, λ3 = λ

(0)
3 + τ. (6)
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Øóêàíi ðîçâ'ÿçêè â îêîëi òî÷êè λ(0) =
(
λ
(0)
1 , λ

(0)
2 , λ

(0)
3

)
çíàõîäèòèìåìî ó âèãëÿäi

uλ(x, λ) = u0

(
x, λ(0)

)
+ w(x, µ, ν, τ ). (7)

Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàçè (6), (7) ó ðiâíÿííÿ (1) é ïðèéíÿâøè, ùî ïiäiíòåãðàëüíà

ôóíêöiÿ K
(
x, y, u0(y) + ω, λ

(0)
1 + µ, λ

(0)
2 + ν, λ

(0)
3 + τ

)
â îêîëi òî÷êè u0(y), λ

(0)
1 , λ

(0)
2 ,

λ
(0)
3 ïðè |w| ≤ ρ1, |µ| ≤ ρµ i |ν| ≤ ρν , ⌊τ⌋ ≤ ρτ ðîçêëàäà¹òüñÿ ó ðiâíîìiðíî çáiæíèé

ñòåïåíåâèé ðÿä çà ôóíêöiîíàëüíèì àðãóìåíòîì w é ÷èñëîâèìè ïàðàìåòðàìè µ, ν,
τ , îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ

K
(
x, y, u0(y) + w, λ

(0)
1 + µ, λ

(0)
2 + ν, λ

(0)
3 + τ

)
=

=
∑

m+n+p+q>1

Amnpq

(
x, y, u0

(
y, λ

(0)
1 , λ

(0)
2 , λ

(0)
3

))
wmµnνpτ q,

(8)

äå Amnpq

(
x, y, u0

(
y, λ

(0)
1 , λ

(0)
2 , λ

(0)
3

))
= Bmnpq(x, y) � íåïåðåðâíi ïî ñóêóïíîñòi çìií-

íèõ (x, y), à ðÿä çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî ïðè |w| ≤ ρ1, |µ| ≤ ρµ i |ν| ≤ ρν , ⌊τ⌋ ≤ ρτ .
Ïiäñòàâëÿþ÷è â ðiâíiñòü (1) âèðàçè (2) i (8), îòðèìà¹ìî

u(x) =
∑

m+n+p+q≥1

µnνpτ q
∫
G

Bmnpq (x, y, u0(y))w
m
(y)dy, (9)

îñêiëüêè B0000 = K
(
x, y, u0(y), λ

(0)
1 , λ

(0)
2 , λ

(0)
3

)
.

Ïðèéíÿâøè

B1000 (x, y, u0(y)) = K
(
x, y, u0(y), λ

(0)
1 , λ

(0)
2 , λ

(0)
3

)
,

∫
G

B0100 (x, y, u0(y))dy = α0100(x),∫
G

B0010 (x, y, u0(y))dy = α0010(x),∫
G

B0001 (x, y, u0(y))dy = α0001(x),

îäåðæèìî

u(x)−
∫
G

K
(
x, y, u0(y), λ

(0)
1 , λ

(0)
2 , λ

(0)
3

)
u(y)dy =

= α0100(x)µ+ α0010(x)ν + α0011(x)τ+

+
∑

m+n+p+q>1

µnνpτ q
∫
B

Bmnpq (x, y, u0(y))w
m(y)d.

(10)

Îòæå, ñôîðìóëüîâàíà çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæåííÿ âñiõ íåïåðåðâíèõ ðîç-
â'ÿçêiâ u(x) ðiâíÿííÿ (10), ÿêi çáiãàþòüñÿ äî íóëÿ (â ðîçóìiííi ìåòðèêè ïðîñòîðó
íåïåðåðâíèõ ôóíêöié C(G) ïðè µ→ 0.
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Äîñëiäæóþ÷è ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (10), ðîçãëÿäà¹ìî, àíàëîãi÷íî [1], äâà âèïàä-
êè: ðåãóëÿðíèé âèïàäîê i âèïàäîê ãàëóæåííÿ. Äëÿ âèçíà÷åííÿ ïåðøîãî ÷è äðóãîãî
âèïàäêó äîñëiäæó¹ìî ðiâíÿííÿ

u(x) =

∫
G

K
(
x, y, u0(y), λ

(0)
1 , λ

(0)
2 , λ

(0)
3

)
u(y)dy, (11)

îäåðæàíå ç ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (10).
Ó âèïàäêó, ÿêùî îäèíèöÿ íå ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà

Au =

∫
G

K
(
x, y, u0(y), λ

(0)
1 , λ

(0)
2 , λ

(0)
3

)
u(y)dy, (12)

âèçíà÷åíîãî â ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ ôóíêöié C(G), òî ðiâíÿííÿ (10) ìà¹ â êëàñi
íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ¹äèíèé ìàëèé ðîçâ'ÿçîê, çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi ðiâíîìiðíî
(ðåãóëÿðíî) çáiæíîãî iíòåãðî-ñòåïåíåâîãî ðÿäó.

Ó âèïàäêó ãàëóæåííÿ îäèíèöÿ ìîæå áóòè âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà A
îäèíè÷íî¨ êðàòíîñòi, àáî êðàòíîñòi n (n > 1). Ó ïåðøîìó âèïàäêó âiäáóâà¹òüñÿ
îäíîâèìiðíèé âèïàäîê ãàëóæåííÿ (áiôóðêàöi¨) ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ(10) i âiäïîâiä-
íîãî ðiâíÿííÿ (1). Ó äðóãîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ ðîçãàëóæåííÿ ìîæå ñêëàäàòèñü iç
ñèñòåìè n ðiâíÿíü.

Çàçíà÷èìî, ùî ðiâíÿííÿ (11) ¹ íåëiíiéíîþ òðèïàðàìåòðè÷íîþ ñïåêòðàëüíîþ
çàäà÷åþ, ÿêó ñôîðìóëþ¹ìî òàê: íåõàé îïåðàòîð-ôóíêöiÿ A(·) : Λ→ L(E, V ) âèç-
íà÷åíà ó êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ E i V , à âåêòîðíèé ïàðàìåòð λ =
(λ1, λ2, λ3) íàëåæèòü äî îáëàñòi (âiäêðèòî¨ çâ'ÿçíî¨ ìíîæèíè) Λ êîìïëåêñíîãî ïðîñ-
òîðó C3, äå λi ∈ Λi⊂ C. Ïðèéìåìî, ùî êîæíîìó λ ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü
îïåðàòîð A (λ) ∈ L(E, V ).

Ðîçãëÿíåìî íåëiíiéíó òðèïàðàìåòðè÷íó ñïåêòðàëüíó ïðîáëåìó

A (λ)x ≡ A (λ1, λ2, λ3)x = 0, (13)

â ÿêié òðåáà çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ λ(0) =
(
λ
(0)
1 , λ

(0)
2 , λ

(0)
3

)
∈ Λ i âiäïîâiäíi ¨ì âëàñíi

âåêòîðè x(0) ∈ E (x(0) ̸= 0) òàêi, ùî A
(
λ
(0)
1 , λ

(0)
2 , λ

(0)
3

)
x(0) = 0.

Íàâåäåìî, çãiäíî ç [2, 3], îñíîâíi ïîëîæåííÿ ïîáóäîâè îá÷èñëþâàëüíîãî àëãîðèò-

ìó íàáëèæåíîãî çíàõîäæåííÿ ìíîæèíè çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ λ
(0)
1 , λ

(0)
2 , λ

(0)
3 .

Ïðè äèñêðåòèçàöi¨ âèõiäíî¨ çàäà÷i (13) ïðèéìà¹ìî, ùî, êðiì ïðîñòîðiâ E i V ,
çàäàíî âiäïîâiäíi íèì áàíàõîâi ïðîñòîðè Ēn, V̄n (n∈ N ), à òàêîæ ñèñòåìà P = (Pn)
i Q = (Qn) ëiíiéíèõ çâ'ÿçóþ÷èõ îïåðàòîðiâ Pn : E → En òà Qn : V → V̄n òàêèõ, ùî

∥Pnx∥ → ∥x∥ i ∥Qny∥ → ∥y∥ (n∈ N) ∀x ∈ E, y ∈ V. (14)

Ïîçíà÷åííÿ åëåìåíòiâ ðiçíèõ ïðîñòîðiâ ïîäàþòü íà äiàãðàìi [5].

x, x
′
, xk i ..

A→ y, y
′
, yk i ò.ä.

E
↓ Pn

En

V
↓ Qn

V n

xn, x
′
n, xkn i ò.ä.

A→ yn, y
′
n, ykn i ò.ä.
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Îòæå, îïåðàòîð-ôóíêöiÿ A (λ1, λ2, λ3) àïðîêñèìó¹òüñÿ, âiäïîâiäíî, íàáëèæåíèìè
îïåðàòîð-ôóíêöiÿìè An (λ1, λ2, λ3), n∈ N. Ó ïiäñóìêó ïðè êîæíîìó λ ∈ Λ îäåð-
æó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ An ∈ L (En, Vn), ÿêà ïiä ÷àñ âèêîíàííÿ âiäïîâiäíèõ
óìîâ [4] äèñêðåòíî çáiãà¹òüñÿ äî îïåðàòîðà A ∈ L(E, V ).

Âíàñëiäîê äèñêðåòèçàöi¨ çàäà÷i îäåðæó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ñèñòåì ëiíiéíèõ àëãåá-
ðè÷íèõ ðiâíÿíü Tjk = (tjk (λ1, λ2, λ3)), n∈ N, à çàäà÷à çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü
çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæåííÿ êîðåíiâ âèçíà÷íèêà n-ãî ïîðÿäêó, òîáòî êîðåíiâ ðiâíÿííÿ

Ψnλ ≡ det ( tjk (λ1, λ2, λ3))
n
j,k=1 = 0, n ∈ N. (15)

Îòæå, âíàñëiäîê äèñêðåòèçàöi¨ çàäà÷i ïðè n∈ N îäåðæó¹ìî ôóíêöiîíàëüíó ïîñ-
ëiäîâíiñòü âèçíà÷íèêiâ {Ψn (λ1, λ2, λ3)}Nn=1 âiä òðüîõ çìiííèõ, â ÿêèõ åëåìåíòè
tnij (λ1, λ2, λ3) ¹ ãîëîìîðôíèìè ôóíêöiÿìè âiä λ1, λ2, λ3.

Äëÿ îá ðóíòóâàííÿ çáiæíîñòi íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ (15) äî òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ

çàäà÷i (13) ïðèïóñêà¹ìî, ùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi {Ψn (λ1, λ2, λ3)}Nn=1 âèêîíóþòüñÿ òàêi
óìîâè [3].

Ó ì î â à I. Ïðè n→ ∞ âèçíà÷íèê íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó Ψ(λ1, λ2, λ3) ¹ çáiæíèì
äëÿ áóäü-ÿêèõ (λ1, λ2, λ3) ∈ Λ, òîáòî âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè Ïóàíêàðå.

Ó ì î â à II. Ôóíêöiîíàëüíà ïîñëiäîâíiñòü {Ψn (λ1, λ2, λ3)} ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ
íà êîæíié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi îáëàñòi Λ.

Îòæå, ç ãîëîìîðôíîñòi ïîñëiäîâíîñòi {Ψn (λ1, λ2, λ3)} òà óìîâ I, II âèïëèâà¹
âèêîíàííÿ óìîâ òåîðåìè Âåé¹ðøòðàññà [4], ÿêà ñòâåðäæó¹, ùî ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ

Ψ(λ1, λ2, λ3) ãîëîìîðôíà íà Λ, à ïîñëiäîâíîñòi
{

∂Ψn(λ1,λ2,λ3)
∂λk

}
(k = 1, 2, 3) çáiãàþòü-

ñÿ äî ∂Ψ(λ1,λ2,λ3)
∂λk

, âiäïîâiäíî. Öÿ çáiæíiñòü ðiâíîìiðíà íà êîæíié êîìïàêòíié ïiä-
ìíîæèíi îáëàñòi Λ.

Îòîæ, çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (13) çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæåííÿ
ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (15), ÿêå ðîçãëÿäà¹ìî ÿê çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿ íåÿâíî çàäà-
íî¨ ôóíêöi¨, ïðèïóñêàþ÷è äëÿ âèçíà÷åíîñòi, ùî â ðiâíÿííi ¹ äâi íåçàëåæíi çìiííi,
çîêðåìà λ1, λ2. Òîáòî çíàõîäèìî ôóíêöiþ λ3 = λ3 (λ1, λ2) ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè.

3. Âèïàäîê äiéñíèõ ïàðàìåòðiâ, óçàãàëüíåíà çàäà÷à

òèïó Êîøi

Ïðèéìàòèìåìî, ùî ñïåêòðàëüíi ïàðàìåòðè ¹ äiéñíèìè âåëè÷èíàìè é íàëåæàòü
äî îáëàñòi Λ, ðîçìiùåíî¨ â ïî÷àòêó äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò XY Z. Ïî÷íåìî
ç âèâ÷åííÿ îäíi¹¨ ôóíêöi¨ F (x, y, z), âèçíà÷åíî¨ îäíèì ðiâíÿííÿì

F (x, y, z) = 0, (16)

ïðèïóñêàþ÷è äëÿ âèçíà÷åíîñòi, ùî ¹ äâi íåçàëåæíèõ çìiííèõ x, y.
Íàâåäåìî, çãiäíî ç [12], äâi âàæëèâi òåîðåìè ñòîñîâíî ðiâíÿííÿ (16).
Òåîðåìà 1. Íåõàé âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ F (x, y, z) çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

1) íåïåðåðâíà i ìà¹ íåïåðåðâíó ÷àñòèííó ïîõiäíó F
′

z â îêîëi çíà÷åíü (x0, y0, z0);

2) F (x0, y0, z0) äîðiâíþ¹ íóëþ, â òîé ÷àñ ÿê F
′

z (x0, y0, z0) âiäìiííà âiä íóëÿ.

Òîäi ðiâíÿííÿ (16) ìà¹ îäèí i òiëüêè îäèí êîðiíü, ÿêèé ïðÿìó¹ äî z0, ÿêùî x i y
ïðÿìóþòü äî x0i y0, âiäïîâiäíî.

Ðîçãëÿíåìî íåÿâíó ôóíêöiþ äâîõ çìiííèõ z(x, y), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì
(16). ßêùî çíà÷åííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ ðîçãëÿäàòè ÿê äåêàðòîâi êîîðäèíàòè òî÷êè ó
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ïðîñòîði, òî ðiâíÿííÿ F (x, y, z) = 0 íàãàäó¹ ïîâåðõíþ ó ïðîñòîði. Ïðèéìàòèìåìî,

ùî òî÷êà M0 =
(
x
(0)
1 , y

(0)
2 , x

(0)
3

)
íàëåæèòü äî öi¹¨ ïîâåðõíi.

Òåîðåìà 2. ßêùî êiëüêà ôóíêöié íåçàëåæíîãî çìiííîãî çàäîâîëüíÿþòü ñïiâ-
âiäíîøåííþ F = 0, òî ¨õíi ïîõiäíi áóäóòü çàäîâîëüíÿòè ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêå âèéäå,
ÿêùî ïðèðiâíÿòè äî íóëÿ ïîõiäíó, âçÿòó âiä ëiâî¨ ÷àñòèíè F , ÿê âiä ñêëàäíî¨
ôóíêöi¨.

Ñïðàâäi, ÿêùî ôóíêöiÿ F îáåðòà¹òüñÿ òîòîæíî â íóëü, êîëè çàìiíèìî â íié
çìiííi, âiä ÿêèõ âîíà çàëåæèòü, ôóíêöiÿìè íåçàëåæíîãî çìiííîãî, òî áóäå òîòîæíî
äîðiâíþâàòèìå íóëþ i ïîõiäíà âiä ôóíêöi¨ F . Öå òâåðäæåííÿ çàëèøà¹òüñÿ ïðàâèëü-
íèì i â òîìó âèïàäêó, êîëè ôóíêöi¨, ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì F = 0, çàëåæàòü âiä
áàãàòüîõ íåçàëåæíèõ çìiííèõ [6].

Îñêiëüêè ðiâíiñòü F (x, y, z) = 0 ¹ òîòîæíiñòþ, òî çãiäíî ç òåîðåìîþ 2, ¨¨ ïîõiäíi
áóäóòü çàäîâîëüíÿòè ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêå âèéäå, ÿêùî ïðèðiâíÿòè äî íóëÿ ïîõiäíó,
âçÿòó âiä ëiâî¨ ÷àñòèíè öi¹¨ ðiâíîñòi, ÿê âiä ñêëàäíî¨ ôóíêöi¨ ïðè z = z(x, y, ).
Äèôåðåíöiþþ÷è F (x, y, z) = 0, çíàõîäèìî, ùî ÷àñòèííi ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó
âèçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

∂F

∂x
+
∂F

∂z

∂z

∂x
= 0,

∂F

∂y
+
∂F

∂z

∂z

∂y
= 0. (17)

Ðîçâ'ÿçóþ÷i öi âèðàçè ùîäî ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ∂z
∂x ,

∂z
∂y , îäåðæèìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, ÿêà îïèñó¹ íåÿâíî çàäàíó ïîâåðõíþ ôóíêöi¹þ z = z(x, y)

∂z

∂x
= −

∂F
∂x
∂F
∂z

, (18)

∂z

∂y
= −

∂F
∂y

∂F
∂z

. (19)

Øóêàíà ôóíêöiÿ z = z(x, y) ó òî÷öiM1 = (x1, y1, z1) ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè ãðàíè÷íó
óìîâó

z (x1, y1) = z1. (20)

Îòæå, äëÿ çíàõîäæåííÿ ñïåêòðàëüíî¨ ïîâåðõíi z = z(x, y), íà ïiäñòàâi íåÿâíî
çàäàíî¨ ôóíêöi¨ F (x, y, z) = 0 îòðèìàíî ñèñòåìó ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ (18),
(19) çà ïî÷àòêîâî¨ óìîâè (20).

Ðîçâ'ÿçóâàòè ñèñòåìó (18), (19) çi ñïiëüíîþ ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ (20) ìîæíà ïî-

ðiçíîìó. Îñêiëüêè øóêàíèé ðîçâ'ÿçîê â îêîëi òî÷êèM0 =
(
x
(0)
1 , y

(0)
2 , z

(0)
3

)
ñòàíîâèòü

ãëàäêó ïîâåðõíþ, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó M0 i îïèñó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ z = z(x, y),
òî äëÿ çíàõîäæåííÿ òî÷îê øóêàíî¨ ïîâåðõíi ìîæíà çàñòîñóâàòè îäíîêðîêîâi ìåòîäè.
Äëÿ öüîãî â îêîëi òî÷êè ââåäåìî ëîêàëüíó ñèñòåìó êîîðäèíàò ç ïî÷àòêîì ó òî÷öiM0

òà ïîáóäó¹ìî ç âiäïîâiäíèìè êðîêàìè h1, h2 ïðÿìîêóòíó ñiòêó (ðèñ. 1). Ïîðÿäîê
îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ z = z(x, y) ó òî÷êàõ ñiòêè ñõåìàòè÷íî çîáðàæåíèé
ñòðiëêàìè. Îäèí êðîê ïiä ÷àñ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ (18) (ïðè h1 > 0) ïðèâîäèòü
ó ñóñiäíþ òî÷êó ñïðàâà. Îäèí êðîê ïiä ÷àñ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ (19) (ïðè h2 > 0)
ïðèâîäèòü ó ñóñiäíþ òî÷êó çâåðõó.

Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî åëåìåíòàðíèé ÷èñëîâèé ïðèêëàä ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè
ðiâíÿíü (18), (19) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ (20) äëÿ âèïàäêó, êîëè
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F (λ1, λ2, λ3) =
λ21
4

+
λ22
4

+
λ23
9

− 1 = 0

îïèñó¹ åëiïñî¨ä, à ïî÷àòêîâîþ ¹ óìîâà λ3(0, 0) = λ
(0)
3 = 3.

Ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ çàõîäæåííÿ øóêàíî¨ ïîâåðõíi íàáóëà
âèãëÿäó

∂λ3
∂λ1

= −9λ1
4λ3

,
∂λ3
∂λ2

= −9λ2
4λ3

, (21)

à ïî÷àòêîâà óìîâà

λ3(0, 0) = λ
(0)
3 = 3. (22)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ F îïèñó¹ ïîâåðõíþ îáåðòàííÿ, òî äëÿ ¨¨ çíàõîäæåííÿ äîñòàò-
íüî ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó (21) ëèøå â îäíîìó ç ïåðåðiçiâ, çîêðåìà â ïëîùèíi Z0Y . Äëÿ
÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ öi¹¨ ñèñòåìè çàñòîñîâóâàëè îäíîêðîêîâi ìåòîäè Åéëåðà òà
Ðóí å � Êóòòà ïðè äâîõ ðiçíèõ êðîêàõ. Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü çîáðàæåíî íà ðèñ. 2
ïðè h = 0.1. Êðèâà 2 âiäîáðàæà¹ ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ìåòîäîì Åéëåðà, êðèâà 3 �
ìåòîäîì Ðóí å � Êóòòà, êðèâà 1 âiäïîâiäà¹ ïîâåðõíi åëiïñî¨äà. Ç àíàëiçó ðèñóíêà
âèïëèâàþòü âèñíîâêè ïðî òî÷íiñòü îá÷èñëåíü ðiçíèìè ìåòîäàìè.

Ðèñ. 1. Ïðÿìîêóòíà ñiòêà
Rectangular grid

Ðèñ. 2. Ðåçóëüòàòè ïðè h = 0.1
Results at h = 0.1

4. ×èñëîâèé ïðèêëàä

Ðîçãëÿíåìî ïðàêòè÷íå çàñòîñóâàííÿ ðîçðîáëåíî¨ ìåòîäèêè äî äîñëiäæåííÿ ïðîá-
ëåìè íå¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ó çàäà÷àõ ñèíòåçó âèïðîìiíþþ÷èõ ñèñòåì, çîêðåìà ç
ïëîñêèì ðîçêðèâîì çà çàäàíîþ äiàãðàìîþ íàïðÿìëåíîñòi çà ïîòóæíiñòþ. Îïóñêàþ-
÷è ïðîìiæíi âèêëàäêè, çãiäíî ç [7, 8], òàêà çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî äîñëiäæåííÿ
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ïðîáëåìè íå¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òèïó Óðèñîíà âèãëÿäó

f = B(C) ≡ 2

α
AA∗ (N0 − |f |2

)
· f, (23)

çàëåæíîãî âiä òðüîõ ÷èñëîâèõ ïàðàìåòðiâ, ÿêå âèíèêà¹ â çàäà÷àõ ñèíòåçó ïëîñêîãî
âèïðîìiíþþ÷îãî ðîçêðèâó S çà çàäàíîþ äiàãðàìîþ íàïðÿìëåíîñòi (ÄÍ) çà ïîòóæ-
íiñòþ N0.

Ââåäåìî áåçðîçìiðíi ïàðàìåòðè, ïðèéìàþ÷è, ùî ðîçêðèâ S ìà¹ ôîðìó ïðÿìî-
êóòíèêà D = {|x̃| ≤ a1, |ỹ| ≤ a2}, ãåîìåòðè÷íèé öåíòð ÿêîãî çáiãà¹òü	ñÿ ç ïî÷àòêîì
ñèñòåìè êîîðäèíàò, à ñòîðîíè ïàðàëåëüíi îñÿì OX, OY (äåòàëüíiøå äèâèñü [10]).
Ïðèéìåìî, ùî ÄÍ N0(s1, s2) òàêîæ çàäàíà â îáëàñòi G, ùî íàëåæèòü äåÿêîìó
ïðÿìîêóòíèêó, ñòîðîíè ÿêîãî ïàðàëåëüíi äî êîîðäèíàòíèõ îñåé äåÿêî¨ óçàãàëüíå-
íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò S1S2S3. Ïîçíà÷èìî, âiäïîâiäíî, ÷åðåç γ1 i γ2 iíòåðâàëè çìiíè
êóòà θ, â ÿêèõ çàäàíà àìïëiòóäíà ÄÍ N0 (s̃1, s̃2) ïðè φ = 0 i φ = π

2 , òà âèêîíà¹ìî
çàìiíó çìiííèõ

s1 =
s̃1

sin γ1
, s2 =

s̃2
sin γ2

; x =
x̃

a1
, y =

ỹ

a2
.

Ââåäåìî òàêîæ äâà îñíîâíi áåçðîçìiðíi ïàðàìåòðè çàäà÷i

c1 = ka1 sin γ1, c2 = ka2 sin γ2, (24)

äå k = 2π
λ � õâèëüîâå ÷èñëî.

Ïðèéìåìî, ùî ïîëå â ðîçêðèâi U(x, y) ëiíiéíî ïîëÿðèçîâàíå âçäîâæ îäíi¹¨ ç
êîîðäèíàòíèõ îñåé. Ó öüîìó âèïàäêó ÄÍ ïëîñêîãî ðîçêðèâó ìà¹ ëèøå îäíó
ñêëàäîâó

f (s1, s2) = AU ≡
∫∫

S̄

U(x, y)ei(c1xs1+c2ys2)dxdy, (25)

äå A � ëiíiéíèé iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð, ùî äi¹ ç ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó HU = L2

(
S̄
)

ó ïðîñòið íåïåðåðâíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié C
(2)

(Ḡ)
, îñíàùåíèé ñêàëÿðíèì

äîáóòêîì

(f1, f2)C(2)

(Ḡ)
=

∫∫
Ḡ

f1 (s1, s2) f2 (s1, s2)ds1ds2, ∥f∥
C

(2)

(Ḡ)
= (f, f)

1
2

C
(2)

(Ḡ)

. (26)

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê ó ïðîñòîði HU ââîäèìî òàê:

(U1, U2)L2(S) =
4π2

c1c2

∫∫
S̄

U1(x, y)U2(x, y)dxdy, ∥U∥L2(S) = (U,U)
1
2

L2(S). (27)

Çàäà÷à ñèíòåçó çâîäèòüñÿ äî ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëà âèãëÿäó

σNα
(U) =

∫∫
Ḡ

[
N0 (s1, s2)− |f (s1, s2)|2

]2
ds1ds2 + α

∫∫
S̄

|U(x, y)|2 dxdy. (28)

Ç íåîáõiäíî¨ óìîâè ìiíiìóìó ôóíêöiîíàëà (28), äèôåðåíöiþþ÷è σNα(U) çà Ãàòî é
âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (25), îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ ùîäî ñèíòåçîâàíî¨ ÄÍ ó ïðîñòîði

C
(2)

(Ḡ)

f = B(f) ≡ 2

α
AA∗ (N0 · f)−

2

α
AA∗ (|f |2 · f) . (29)
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äå A∗ � ñïðÿæåíèé ç A îïåðàòîð. Ðîçãîðíóòà ôîðìà öüîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

f(x) =

∫∫
Ḡ

(
N0

(
s
′

1, s
′

2

)
−
∣∣∣f (s′1, s′2)∣∣∣2)×

×K
(
s1, s2, s

′

1, s
′

2; c1, c2

)
f
(
s
′

1, s
′

2

)
ds

′

1ds
′

2.

(30)

ßêùî îáëàñòü ðîçêðèâó S̄ ìà¹ äâi îñi ñèìåòði¨, à ¨¨ âåðõíÿ é íèæíÿ ìåæi îïèñóþòüñÿ,

âiäïîâiäíî, ôóíêöiÿìè y = ±η(x) ïðè x ∈ [−1, 1], òî ÿäðî K
(
Q,Q

′
, c
)
¹ äiéñíèì é

íàáóâà¹ âèãëÿäó

K
(
Q,Q

′
, c
)
=
c1
2π

∫ 1

−1

cos c1x(s
′

1 − s1)
sin c2(s

′

2 − s2)η(x)

π(s
′

2 − s2)
dx. (31)

Ó âèïàäêó ïðÿìîêóòíîãî ðîçêðèâó ÿäðî çàïèñó¹òüñÿ òàê:

K
(
s1, s2, s

′

1, s
′

2 ; c1, c2

)
=

sin c1(s1 − s
′

1)

π(s1 − s
′

1
)

.
sin c2(s2 − s

′

2)

π(s2 − s
′

2
)

. (32)

Òóò i íàäàëi äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñiâ âèêîðèñòîâó¹ìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

Q = (s1, s2) , dQ = ds1ds2, P = (x, y). (33)

Îñêiëüêè ìíîæèíà çíà÷åíü îïåðàòîðà A ¹ ìíîæèíîþ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, ùî
íàëåæàòü äî ïðîñòîðó L2

(
Ḡ
)
, à ìíîæèíà ôóíêöié, íåïåðåðâíèõ íà îáëàñòi Ḡ, ¹

ùiëüíîþ ó ïðîñòîði L2

(
Ḡ
)
[9], òî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (30) áóäåìî äîñëiäæóâàòè ó

êîìïëåêñíîìó ïðîñòîði C
(
Ḡ
)
.

5. Ðiâíÿííÿ íà çíàõîäæåííÿ òî÷îê áiôóðêàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ùî ïðè äîâiëüíèõ îáìåæåíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ c1,
c2 ðiâíÿííÿ (30) ìà¹ íóëüîâi ðîçâ'ÿçêè. Ç ðîñòîì ïàðàìåòðiâ c1, c2 âiäáóâà¹òüñÿ

áiôóðêàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ, òîáòî çà ïåâíèõ çíà÷åíü öèõ ïàðàìåòðiâ c
(k)
1 , c

(k)
2 ç'ÿâëÿþòü-

ñÿ ðîçâ'ÿçêè, âiäìiííi âiä íóëüîâîãî.
Ïðèéìåìî, ùî îáëàñòü Ḡ ìà¹ äâi îñi ñèìåòði¨, à äî ðiâíÿííÿ (30) çàñòîñó¹ìî

ïðîöåñ äåêîìïëåêñèôiêàöi¨. Êîìïëåêñíèé ïðîñòiðC
(
Ḡ
)
ðîçãëÿäà¹ìî ÿê ïðÿìó ñóìó

äâîõ äiéñíèõ ïðîñòîðiâ íåïåðåðâíèõ íà îáëàñòi Ḡ ôóíêöié: C
(
Ḡ
)
= C

(
Ḡ
)
⊕ C

(
Ḡ
)
,

åëåìåíòè ÿêîãî ïîäàþòüñÿ ó âèãëÿäi: f = (u, v)T ∈ C
(
Ḡ
)
, u = Re(f) ∈ C

(
Ḡ
)
,

v = Im(f) ∈ C
(
Ḡ
)
. Íîðìè ó öèõ ïðîñòîðàõ ââîäèìî çà ôîðìóëàìè

∥u∥C(Ḡ) = max
Q ∈G

|u(Q)| ,

∥v∥C(Ḡ) = max
Q ∈G

|v(Q)| ,

∥f∥C(Ḡ) = max
(
∥u∥C(Ḡ) , ∥v∥C(Ḡ)

)
.

Â íàñëiäîê äåêîìïëåêñèôiêàöi¨ ðiâíÿííÿ (30) îäåðæó¹ìî åêâiâàëåíòíó éîìó
ñèñòåìó ðiâíÿíü ó ïðîñòîðàõ äiéñíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

αu(Q) = 2

∫∫
Ḡ

N0

(
Q

′
)
K

(
Q,Q

′
; c1, c2

)
u
(
Q

′
)
dQ

′
−

− 2

∫∫
Ḡ

K
(
Q,Q

′
; c1, c2

)(
u2

(
Q

′
)
+ v2

(
Q

′
))

u
(
Q

′
)
dQ

′
,

(34)
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αv(Q) = 2

∫∫
Ḡ

N0

(
Q

′
)
K

(
Q,Q

′
; c1, c2

)
v
(
Q

′
)
dQ

′
−

− 2

∫∫
Ḡ

K
(
Q,Q

′
; c1, c2

)(
u2

(
Q

′
)
+ v2

(
Q

′
))

v
(
Q

′
)
dQ

′
.

(35)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìíîæèíè òî÷îê áiôóðêàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ (ó öüîìó âèïàäêó ëiíié
áiôóðêàöi¨) i êîìïëåêñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (30), ÿêi âiäãàëóæóþòüñÿ âiä íóëüîâî-
ãî ðîçâ'ÿçêó, ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿ òàêî¨ ìíîæèíè çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ

c(0) =
(
c
(0)
1 , c

(0)
2

)
i âñiõ âiäìiííèõ âiä òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (34), (35), ÿêi

ïðè
∣∣c− c(0)

∣∣ → 0 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

max
Q ∈G

|u(Q, c)| → 0, max
Q ∈G

|v(Q, c)| → 0 (36)

òîáòî öi ðîçâ'ÿçêè ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ äî íóëÿ.
Ïðèéìåìî

c1 = c
(0)
1 + µ, c2 = c

(0)
2 + ν, (37)

à øóêàíi ðîçâ'ÿçêè çíàõîäèòèìåìî ó âèãëÿäi

u (Q, c) = 0 + w(Q,µ, ν), v (Q, c) = 0 + ω(Q,µ, ν). (38)

Íàäàëi, äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñiâ, çàëåæíiñòü ôóíêöié w(Q,µ, ν), ω(Q,µ, ν) âiä ïàðà-
ìåòðiâ µ, ν òàì, äå íåìà¹ íåîáõiäíîñòi íà öüîìó íàãîëîøóâàòè, áóäåìî îïóñêàòè.

Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàçè (37), (38) ó ñèñòåìó (34), (35) i ðîçêëàäàþ÷è ïiäiíòåãðàëüíi

ôóíêöi¨ â îêîëi òî÷êè
(
c
(0)
1 , c

(0)
2 , 0, 0

)
ó ðiâíîìiðíî çáiæíi ñòåïåíåâi ðÿäè çà ôóíê-

öiîíàëüíèìè àðãóìåíòàìè w, ω é ÷èñëîâèìè ïàðàìåòðàìè µ, ν, îäåðæó¹ìî ñèñòåìó
íåëiíiéíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü òèïó Ëÿïóíîâà-Øìiäòà [1] ùîäî ìàëèõ ðîçâ'ÿçêiâ
w, ω

w(Q) =
2

α

∫∫
Ḡ

N0

(
Q

′
)
K

(
Q,Q

′
, c

(0)
1 , c

(0)
2

)
w
(
Q

′
)
dQ

′
−

− 2

α

∑
m+n+p+q≥2

µpνq
∫∫

Ḡ

Amnpq

(
Q,Q

′
, c

(0)
1 , c

(0)
2

)
wm

(
Q

′
)
ωn

(
Q

′
)
dQ

′
,

(39)

ω(Q) =
2

α

∫∫
Ḡ

N0

(
Q

′
)
K

(
Q,Q

′
, c

(0)
1 , c

(0)
2

)
ω
(
Q

′
)
dQ

′
−

− 2

α

∑
m+n+p+q≥2

µpνq
∫∫

Ḡ

Bmnpq

(
Q,Q

′
, c

(0)
1 , c

(0)
2

)
wm

(
Q

′
)
ωn

(
Q

′
)
dQ

′
,

(40)

äå Amnpq

(
Q,Q

′
, c

(0)
1 , c

(0)
2

)
, Bmnpq

(
Q,Q

′
, c

(0)
1 , c

(0)
2

)
� êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó ïiäiíòåã-

ðàëüíèõ ôóíêöié, íåïåðåðâíî çàëåæíi âiä ñâî¨õ àðãóìåíòiâ.
Çãiäíî ç òåîði¹þ ãàëóæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ [1] òî÷êè áiôóðêàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ âèçíà÷à-

þòüñÿ ç ëiíiéíî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè ðiâíÿíü (39), (40), òîáòî äëÿ çíàõîäæåííÿ ìíîæèíè
òî÷îê áiôóðêàöi¨ ìà¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ äâîâèìiðíèõ iíòåãðàëüíèõ
ðiâíÿíü

ϕ(Q) =
2

α

∫∫
Ḡ

N0

(
Q

′
)
K

(
Q,Q

′
, c1, c2

)
ϕ
(
Q

′
)
dQ

′
, (41)

ψ(Q) =
2

α

∫∫
Ḡ

N0

(
Q

′
)
K

(
Q,Q

′
, c1, c2

)
ψ
(
Q

′
)
dQ

′
, (42)
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â ÿêié ñïåêòðàëüíèìè ïàðàìåòðàìè ¹ ïàðàìåòð α òà ïàðàìåòðè (c1, c2) = c, ùî
âõîäÿòü íåëiíiéíî â ÿäðà iíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, ïðè ôiêñîâàíîìó çíà÷åííi ïàðàìåòðà α, çíàõîäæåííÿ
âëàñíèõ çíà÷åíü i âëàñíèõ ôóíêöié ñèñòåìè ðiâíÿíü (41), (42) ¹ íåëiíiéíîþ äâî-
ïàðàìåòðè÷íîþ ñïåêòðàëüíîþ çàäà÷åþ [2, 3]. Çàçíà÷èìî, ùî öÿ ñèñòåìà íå âçà¹ìî-

çâ'ÿçàíà ùîäî ôóíêöié ϕ
(
Q

′
)
òà ψ

(
Q

′
)
i ÿäðà ó öèõ ðiâíÿííÿõ çáiãàþòüñÿ, òî,

î÷åâèäíî, ùî çáiãàþòüñÿ i ¨õíi ðîçâ'ÿçêè. Òîìó çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ
çíà÷åíü i âëàñíèõ ôóíêöié ñèñòåìè ðiâíÿíü (41), (42) çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ
îäíîãî ç íèõ, ÿêå ç óðàõóâàííÿì óæå ïðèéíÿòèõ ðàíiøå çàïèñiâ äëÿ ñïåêòðàëüíèõ
çàäà÷ ïîäàìî ó âèãëÿäi

ϕ(Q) = T (c)ϕ ≡ 2

α

∫∫
Ḡ

N0

(
Q

′
)
K

(
Q,Q

′
, c1, c2

)
ϕ
(
Q

′
)
dQ

′
. (43)

6. Àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ ìíîæèíè òî÷îê áiôóðêàöi¨

Ðîãëÿíåìî íåëiíiéíó äâîïàðàìåòðè÷íó ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó, ùî âiäïîâiäà¹ ðiâ-
íÿííþ (43), íà îïåðàòîðíîìó ðiâíi. Íåõàé

(c1, c2) ∈ Λc, Λc = Λc1 × Λc2 , äå Λci = {ci ∈ Λci : 0 < ci < ri} , i = 1, 2.

Íåëiíiéíó äâîïàðàìåòðè÷íó ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó ñòîñîâíî ðiâíÿííÿ (43) çàïèøåìî â
îïåðàòîðíié ôîðìi

A (c1, c2)ϕ = (T (c1, c2)− I)ϕ = 0, (44)

äå I � îäèíè÷íèé îïåðàòîð ó ïðîñòîði C
(
Ḡ
)
. Òðåáà çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ

c(0) =
(
c
(0)
1 , c

(0)
2

)
∈ Λc i âiäïîâiäíi ¨ì âëàñíi âåêòîðè (0) ∈ E (ϕ(0) ̸= 0) òàêi, ùî

A
(
c
(0)
1 , c

(0)
2

)(0)

= 0.

Îñêiëüêè ÿäðî

A
(
s1, s2, s

′

1, s
′

2; c1, c2

)
= N0

(
s
′

1, s
′

2

)
K

(
s1, s2, s

′

1, s
′

2; c1, c2

)
(45)

ó ðiâíÿííi (43) íåïåðåðâíå çà ñóêóïíiñòþ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

T̃ (c) ¹ îïåðàòîðîì Ôðåäãîëüìà ç íóëüîâèì iíäåêñîì [4]. Áà áiëüøå, âií ¹ öiëêîì
íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì ó ïðîñòîði L2(Ω) [9].

Ôóíêöi¨, ùî âõîäÿòü â ÿäðî iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà (43), äîïóñêàþòü àíàëiòè÷íå
ïðîäîâæåííÿ â êîìïëåêñíó îáëàñòü Λc, ÿêùî c1, c2 ââàæàòè êîìïëåêñíèìè ïàðà-
ìåòðàìè. Ãîëîìîðôíiñòü îïåðàòîð-ôóíêöi¨ A (c1, c2) = T (c1, c2) − I âèïëèâà¹
[4] ç äèôåðåíöiéîâíîñòi iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà T (c1, c2) çà ïàðàìåòðàìè c1, c2.
Çîêðåìà, iñíóâàííÿ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ∂A (c1, c2)

/
∂ci (i = 1, 2) ó äîâiëüíié òî÷öi(

c
(0)
1 , c

(0)
2

)
∈ Λc âèïëèâà¹ ç íåïåðåðâíîñòi ÿäðà K

(
Q,Q

′
, c
)
çà ñóêóïíiñòþ ñâî¨õ

çìiííèõ â îáëàñòi Ḡ× Ḡ× Λ̄c òà iñíóâàííÿ é íåïåðåðâíîñòi â Ḡ× Ḡ× Λ̄c ÷àñòèííèõ

ïîõiäíèõ ∂K(c1,c2)
∂ci

(i = 1, 2), ó ÷îìó ëåãêî ïåðåêîíàòèñü.
Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (44) ìåòîäîì íåÿâíî¨ ôóíêöi¨ áóäåìî ðîçãëÿ-

äàòè òàêîæ äîïîìiæíó íåëiíiéíó îäíîïàðàìåòðè÷íó ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó, ïðèéìàþ-
÷è, çîêðåìà â (44) c2 = βc1

ϕ(Q) = T̃ (c1)u ≡ 2

α

∫∫
G

N0

(
Q

′
)
K̃

(
Q,Q

′
, c1

)
ϕ
(
Q

′
)
dQ

′
, (46)
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äå K̃
(
Q,Q

′
, c1

)
= K

(
Q,Q

′
, c1, βc1

)
. Îïåðàòîðíà ôîðìà öüîãî ðiâíÿííÿ íàáóëà

âèãëÿäó

Aβ (c1)ϕ =
(
T̃ (c1)− I

)
ϕ = 0. (47)

Ñïåêòð îïåðàòîð-ôóíêöi¨ (47) ïîçíà÷èìî ÷åðåç s(Aβ).

Îñêiëüêè T̃ (c1) ¹ çâóæåííÿì îïåðàòîðà T (c), òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî T̃ (c1) �
ôðåäãîëüìiâ îïåðàòîð ç íóëüîâèì iíäåêñîì çà áóäü-ÿêîãî c1 ∈ Λc1 , à îïåðàòîð-

ôóíêöiÿ Aβ(·) ≡
(˜̃
T (·)− I

)
: : Λc1→ L(E,E), äå E = C

(
Ḡ
)
, ¹ ãîëîìîðôíîþ.

Äëÿ ïîáóäîâè ÷èñåëüíèõ àëãîðèòìiâ çàñòîñîâó¹ìî äî ðiâíÿííÿ (43) êóáàòóðíó
ôîðìóëó [5]. Ó ïiäñóìêó îäåðæó¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü ðîç-
ìiðíîñòi m = n2

ukl = TMn (c1, c2)u ≡
n∑

i=1

ai

n∑
j=1

ajK (Qkl, Qij , c1, c2)uij (k, l = 1÷ n) (48)

øîäî âåêòîðà um = {u11, . . . , u1n, u21, . . . , u2n, . . . , un1, . . . , unn}T .
Âiäçíà÷èìî, ùî ìàòðèöÿ TMn (c1, c2) ñèñòåìè (48) ¹ ÷îòèðèâèìiðíîþ. Äëÿ

çàñòîñóâàííÿ âiäîìèõ ìåòîäiâ ëiíiéíî¨ àëãåáðè ïðè çíàõîäæåííi ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè
(48) ìàòðèöþ TMn

(c1, c2) çâîäèìî âiäïîâiäíî äî äâîâèìiðíî¨.
Äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà (48) ìàëà âiäìiííi âiä òîòîæíîãî íóëÿ ðîçâ'ÿçêè, òðåáà,

ùîá ïàðàìåòðè c1, c2 áóëè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ

Ψn (c1, c2) = detTMn(c1, c2)− Im = 0, n ∈ N, (49)

äå Im � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ðîçìiðíîñòi m = n2.
Âíàñëiäîê äèñêðåòèçàöi¨ ðiâíÿííÿ (46) îäåðæó¹ìî îäíîðiäíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ

àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü

ukl = T̃Mn (c1)u ≡
n∑

i=1

ai

n∑
j=1

ajK̃ (Qkl, Qij , c1)uij , (k, l = 1÷ n). (50)

Öÿ ñèñòåìà ìà¹ âiäìiííi âiä òîòîæíîãî íóëÿ ðîçâ'ÿçêè, ÿêùî ïàðàìåòð c1 ¹ ðîçâ'ÿç-
êîì ðiâíÿííÿ

Ψ̃n (c1) = det T̃Mn
(c1, βc1)− Im = 0, n ∈ N. (51)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (49) çàñòîñîâó¹ìî ìåòîä íåÿâíî¨ ôóíêöi¨,
ðîçâ'ÿçóþ÷è ÷èñåëüíî çàäà÷ó Êîøi

dc2
dc1

= −∂Ψn (c1, c2) /∂c1
∂Ψn (c1, c2) /∂c2

, (52)

c2

(
c
(ν)
1

)
= c

(ν)
2 . (53)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïî÷àòêîâî¨ óìîâè ðîçâ'ÿçó¹ìî íåëiíiéíó îäíîïàðàìåòðè÷íó
çàäà÷ó (47) íà ïðîìåíi c2 = βc1, çíàõîäÿ÷è êîðåíi ðiâíÿííÿ (51).

Îòæå, ðîçâ'ÿçóþ÷è çàäà÷ó Êîøi (52), (53), îäåðæó¹ìî ìíîæèíó òî÷îê áiôóðêàöi¨
ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü (39), (40). Îñêiëüêè êîåôiöi¹íòè ìàòðèöi â ñèñòåìi
ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü (48) ¹ àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè âiä ïàðàìåòðiâ c1, c2,
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òî ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i Êîøi (52), (53) ¹ ãëàäêi êðèâi, ÿêi îïèñóþòü çâ'ÿçíi êîìïîíåíòè
ñïåêòðà ðiâíÿííÿ (43).

Ðîçãëÿíåìî ÷èñëîâi ðåçóëüòàòè çíàõîäæåííÿ ìíîæèíè òî÷îê áiôóðêàöi¨ ðiâíÿííÿ
(43) çà çàäàíî¨ ðiâíîìiðíî¨ ÄÍ çà ïîòóæíiñòþ N0 (s1, s2) ≡ 1. Íà ðèñ. 3 íàâåäåíî
ðåçóëüòàòè ðîçâ'ÿçóâàííÿ äîïîìiæíî¨ îäíîïàðàìåòðè÷íî¨ íåëiíiéíî¨ ñïåêòðàëüíî¨
çàäà÷i íà ïðîìåíÿõ c2 = βc1 ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ β øëÿõîì ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ
(51). Öi ðåçóëüòàòè âèêîðèñòîâóþòü ÿê ïî÷àòêîâi óìîâè (53) â çàäà÷i Êîøi äëÿ
çíàõîäæåííÿ ñïåêòðàëüíèõ ëiíié. Ïåðøi ñïåêòðàëüíi ëiíi¨ ðiâíÿííÿ (43), ùî ñòà-
íîâëÿòü ñîáîþ ìíîæèíè òî÷îê áiôóðêàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ ïðè α = 0.1, çîáðà-
æåíî íà ðèñ. 4.

Ðèñ. 3. Äîïîìiæíà çàäà÷à
Auxiliary task

Ðèñ. 4. Ìíîæèíè òî÷îê áiôóðêàöi¨
Sets of bifurcation points

Íà ðèñ. 5 çîáðàæåíî íîðìîâàíi (çà åâêëiäîâîþ íîðìîþ) âëàñíi ôóíêöi¨ ðiâíÿííÿ
(43), ÿêi âiäïîâiäàþòü ïåðøèì ÷îòèðüîì òî÷êàì áiôóðêàöi¨, ùî íàëåæàòü ïðîìåíþ
c2 = 0.8c1, ïðè N0 (s1, s2) ≡ 1. Çàóâàæèìî [8], ùî âëàñíi ôóíêöi¨ öüîãî ðiâíÿííÿ
âèêîðèñòîâóþòü äëÿ ïîáóäîâè áiôóðêóþ÷èõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè íåëiíiéíèõ iíòåã-
ðàëüíèõ ðiâíÿíü (34), (35), ùî âiäãàëóæóþòüñÿ âiä íóëüîâîãî é îïèñóþòü ó ïåðøîìó
íàáëèæåííi ¨õíi âëàñòèâîñòi. Âëàñòèâîñòi áiôóðêóþ÷èõ ðîçâ'ÿçêiâ çíà÷íîþ ìiðîþ
çàëåæàòü âiä âëàñòèâîñòåé ñèìåòði¨ (ïàðíîñòi) çàäàíî¨ ÄÍN0 (s1, s2) òà âëàñòèâîñòåé
âëàñíèõ ôóíêöié.

Iç àíàëiçó ðèñóíêiâ áà÷èìî, ùî âëàñíi ôóíêöi¨, íàâåäåíi ó ðiçíèõ òî÷êàõ áiôóð-
êàöi¨, ìàþòü ðiçíi âëàñòèâîñòi. Çîêðåìà, âëàñíà ôóíêöiÿ ó ïåðøié òî÷öi áiôóðêàöi¨
c1 = 0.3927, c2 = 0.3142 (ðèñ. 5, à) ¹ ïàðíîþ çà îáîìà àðãóìåíòàìè. Âëàñíà ôóíêöiÿ
ó òî÷öi c1 = 1.1554, c2 = 0.9243 (ðèñ. 5,á ) ¹ ïàðíîþ ïî s1 i íåïàðíîþ ïî s2. Ó òðåòié
òî÷öi c1 = 1.3102, c2 = 1.0482 íàâïàêè � âëàñíà ôóíêöiÿ íåïàðíà ïî s1 i ïàðíà ïî s2
(ðèñ. 5, â). Ó òî÷öi c1 = 1.8260, c2 = 1.4608 âëàñíà ôóíêöiÿ íåïàðíà ïî s1 i íåïàðíà
ïî s2 (ðèñ. 5, ã).

Îòæå, ó êîæíié ç íàâåäåíèõ òî÷îê áiôóðêàöi¨ âiä íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó ìîæóòü
âiäãàëóæóâàòèñü íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè ç ðiçíèìè âëàñòèâîñòÿìè.

Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ'ÿçêè ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (43)
çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöi¨ α. Öi ðîçâ'ÿçêè � ëiíi¨, íàëåæíi äî îáëàñòi
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à á

â ã

Ðèñ. 5. Âëàñíi ôóíêöi¨ ðiâíÿííÿ (44) ó ïåðøèõ òî÷êàõ áiôóðêàöi¨
The eigenfunctions of equation (44) at the �rst bifurcation points

Λc, ó òî÷êàõ ÿêèõ âiä íóëüîâîãî âiäãàëóæóþòüñÿ íåòðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíîãî
òèïó îñíîâíîãî ðiâíÿííÿ ñèíòåçó (31). Ïåðøå ãàëóæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íà ïðîìåíi c2 =

βc1 âiäáóâà¹òüñÿ ó òî÷öi ïåðåòèíó
(
c
(0)
1 , βc

(0)
1

)
ïåðøî¨ ñïåêòðàëüíî¨ ëiíi¨ (íàéáëèæ÷î¨

äî ïî÷àòêó ñèñòåìè êîîðäèíàò) ç öèì ïðîìåíåì. Ïðè c1 ≤ c
(0)
1 âiäìiííèõ âiä íó-

ëüîâîãî ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (30) íà ïðîìåíi c2 = βc1 íå iñíó¹.

Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ (43) çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà α, òî, âiäïîâiäíî, âiä öüîãî
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ïàðàìåòðà çàëåæèòü ìíîæèíà éîãî âëàñíèõ çíà÷åíü � ñïåêòðàëüíi ëiíi¨. Ðîçãëÿíåìî
çàëåæíiñòü ëiíié áiôóðêàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (43) âiä ïàðàìåòðà α, ÿêà çîáðàæåíà
òîâñòèìè ëiíiÿìè íà ðèñ. 6. Ç àíàëiçó öüîãî ðèñóíêà âèïëèâà¹, ùî ÷èì ìåíøå
çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà α, òî òèì áëèæ÷å ïåðøà ëiíiÿ áiôóðêàöi¨ íàáëèæà¹òüñÿ äî
ïî÷àòêó ñèñòåìè êîîðäèíàò. Îòæå, âiäìiííi âiä òîòîæíîãî íóëÿ ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i
ñèíòåçó (30) çà äóæå ìàëèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ (c1, c2) ìîæóòü iñíóâàòè ëèøå ïðè
α→ 0.

à −α = 0.05 á −α = 0.1

â −α = 0.25 ã −α = 0.5

Ðèñ. 6. Çàëåæíiñòü ëiíié áiôóðêàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (43) âiä ïàðàìåòðà α
Dependence of the bifurcation lines of the solutions of equation (43) on the parameter α

7. ×èñåëüíå çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

×èñåëüíå çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i ñèíòåçó çà çàäàíîþ ÄÍ çà ïîòóæíiñòþ
ó âèïàäêó ëiíiéíî¨ ïîëÿðèçàöi¨ ïîëÿ ó ðîçêðèâi âiäáóâà¹òüñÿ íà ïiäñòàâi ðiâíÿííÿ
(30), ÿêå ïîäàìî ó ôîðìi{

u = B1(u, v) ≡ 2
αAA

∗ (N0 · u)− 2
αAA

∗ ((u2 + v2
)
u
)
,

v = B2(u, v) ≡ 2
αAA

∗ (N0 · v)− 2
αAA

∗ ((u2 + v2
)
v
)
,

(54)
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äå ÷åðåç (B1, B2)
T

= B ïîçíà÷åíî îïåðàòîð îñíîâíîãî ðiâíÿííÿ ñèíòåçó (30), à
(u, v)T = f .

Çíàõîäæåííÿ îäíîãî ç ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü (54) âèêîíó¹ìî, çàñòîñîâóþ÷è
òàêèé iòåðàöiéíèé ïðîöåñ:(

un+1

vn+1

)
= τ

(
un
vn

)
+ (1− τ)

(
B1 (un, vn)
B2 (un, vn)

)
(n = 1, 2, 3, . . .), (55)

äå τ � äåÿêå ôiêñîâàíå ÷èñëî ç ïðîìiæêó (0, 1).

à −α = 0.05 á −α = 0.1 â −α = 0.1

Ðèñ. 7. Ñèíòåç ÄÍ çà ïîòóæíiñòþ Synthesis of DN by power

Ïðè âèçíà÷åííi óìîâ òà îá ðóíòóâàííi çáiæíîñòi iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (55) çàñ-
òîñó¹ìî òåîðåìó [13]:

Òåîðåìà 3. Íåõàé íåðîçòÿãóþ÷èé îïåðàòîð U ïåðåòâîðþ¹ çàìêíåíó îïóêëó
ìíîæèíó ω ñòðîãî îïóêëîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X ó ñâîþ êîìïàêòíó ÷àñòèíó.

Òîäi çà áóäü-ÿêîãî x0 ∈ ω ïîñëiäîâíi íàáëèæåííÿ

xn+1 = τxn + (1− τ)U (xn) (n = 0, 1, 2, . . .),

äå τ � äåÿêå ôiêñîâàíå ÷èñëî ç ïðîìiæêó (0, 1), çáiãàþòüñÿ äî äåÿêîãî ðîçâ'ÿçêó
ðiâíÿííÿ x = U(x).

ßê çàçíà÷àëîñÿ âèùå, ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü íàëåæàòü äî ïðîñòîðó íåïå-

ðåðâíèõ ôóíêöié C
(2)

(Ḡ)
, îñíàùåíîãî ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Öåé ïðîñòið äîïóñêà¹

ïîïîâíåííÿ, ÿêå çáiãà¹òüñÿ ç ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì L2

(
Ḡ
)
. Áà áiëüøå, ìíîæèíà

íåïåðåðâíèõ íà îáëàñòi Ḡ ôóíêöié ¹ ùiëüíîþ ó ïðîñòîði L2

(
Ḡ
)
. Òîìó ñèñòåìó

ðiâíÿíü (54) ìîæíà äîñëiäæóâàòè ó ïðîñòîði L2

(
Ḡ
)
.

Îñêiëüêè ïðîñòið Hf = L2

(
Ḡ
)
¹ áàíàõîâèì ñòðîãî îïóêëèì ïðîñòîðîì, òî äëÿ

âèêîíàííÿ óìîâ òåîðåìè 3 ñòîñîâíî ñèñòåìè ðiâíÿíü (54) äîñòàòíüî ïðîäåìîíñòðó-
âàòè, ùî ó ïðîñòîði Hf iñíó¹ çàìêíåíà îïóêëà ìíîæèíà Sr0 , íà ÿêié îïåðàòîð B(f)
¹ íåðîçòÿãóþ÷èì i öiëêîì íåïåðåðâíèì, äå ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ B (Sr0) ⊂
Sr0 .

Îïóñêàþ÷è ïðîìiæíi âèêëàäêè, íàâåäåìî, çãiäíî ç [7, 8], ïðèêëàä ñèíòåçó çàäàíî¨
ÄÍ çà ïîòóæíiñòþ. Íà ðèñ. 7 çîáðàæåíî çàäàíó ÄÍ (à) é ñèíòåçîâàíó ÄÍ
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çà ïîòóæíiñòþ (á ) òà âiäïîâiäíó ¨é ôàçîâó ÄÍ (â). Iç àíàëiçó öüîãî ðèñóíêà
áà÷èìî, ùî ôàçîâà ÄÍ ïàðíà çà àðãóìåíòîì s1 é íåïàðíà ïî s2. Îòæå, ôàçîâà
ÄÍ çà âëàñòèâîñòÿìè ïàðíîñòi êîðåëþ¹ ç âëàñòèâîñòÿìè ïàðíîñòi âëàñíî¨ ôóíêöi¨,
çîáðàæåíî¨ íà ðèñ. 7 á, ùî âiäïîâiäà¹ äðóãié òî÷öi áiôóðêàöi¨.

Íà ïiäñòàâi ôîðìóëè

U∗(x, y) =
2

α
· c1c2
(2π)2

∫∫
Ω̄

(
N0 (s1, s2)− |f∗ (s1, s2)|2

)
×

× f∗ (s1, s2) e
−i

(
c1x

′
s1+c2y

′
s2

)
ds1ds2

(56)

ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî îïòèìàëüíèé ÀÔÐ ïîëÿ ó ðîçêðèâi, ùî âiäïîâiäà¹ ðîçâ'ÿçêó öüîãî
òèïó, ¹ íåñèìåòðè÷íèì ùîäî îñi OY. Îòæå, ñèìåòðè÷íà ÄÍ çà ïîòóæíiñòþ ìîæå
áóòè ñòâîðåíà íåñèìåòðè÷íèì ðîçïîäiëîì ïîëÿ â ðîçêðèâi.

8. Âèñíîâêè

Óâåäåííÿ â iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð Óðèñîíà äîäàòêîâèõ ÷èñëîâèõ ïàðàìåòðiâ
äà¹ çìîãó â ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàííÿõ äîñëiäèòè ïðîáëåìó íå¹äèíîñòi iñíóþ÷èõ
ðîçâ'ÿçêiâ òà ¨õ âëàñòèâîñòi çi çìiíîþ âåëè÷èíè ïàðàìåòðiâ ó çàäàíié îáëàñòi.

Âñi îñîáëèâîñòi íàâåäåíîãî àëãîðèòìó íàáëèæåíîãî çíàõîäæåííÿ çâ'ÿçíèõ êîì-
ïîíåíò ñïåêòðà ïðè m = 3 áåç îñîáëèâèõ òðóäíîùiâ ç âèêîðèñòàííÿì ðåçóëüòàòiâ
[14] ïåðåíîñÿòüñÿ íà âèïàäîê áàãàòîïàðàìåòðè÷íèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ ïðè m > 3.
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This paper continues the study of the non-uniqueness problem of solutions to a non-

linear integral equation of the Urysohn type in a more general case, by introducing three

numerical parameters into the integrand function. Such equations allow for the description

of a more general structure of objects and arise, in particular, in problems of synthesiz-

ing radiating systems. The application of methods for solving nonlinear spectral problems

made it possible to derive equations for determining the set of parameters at which solution

branching occurs. As a result, algorithms have been developed that reduce the problem to

solving a Cauchy problem, enabling the identi�cation of a set of possible bifurcation points

of the solutions within a given domain in the form of spectral lines or surfaces.

The proposed method has been applied to a practical problem � the study of the

non-uniqueness of solutions in the synthesis of a �at aperture radiator with a given power

radiation pattern. The main synthesis equation depends on three parameters that describe

the physical characteristics of the system and is reduced to solving a system of nonlinear

integral equations. The Cauchy problem allows �nding the set of bifurcation points and

determining the properties of bifurcating solutions, depending on the symmetry of the ra-

diation pattern. Numerical results demonstrate changes in the properties of eigenfunctions

at various bifurcation points, which makes it possible to choose optimal solutions that pro-

vide the best approximation to the given radiation patterns within the functional.

Key words: generalized Urysohn equation, nonlinear three-parameter spectral problem, bi-

furcation of solutions, numerical example.


