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Ðîçâ'ÿçàííÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨ äâîâèìiðíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äèôóçi¨-àäâåêöi¨-
ðåàêöi¨ (ÄÀÐ) âèêîíó¹òüñÿ ìåòîäîì ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ (ÌÑÅ) ç âèêîðèñòàííÿì
êóñêîâî ëiíiéíèõ, êâàäðàòè÷íèõ àáî êóái÷íèõ àïðîêñèìàöié íà ñiòêàõ ç òðèêóòíèõ
ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ. Äëÿ êîíòðîëþ òî÷íîñòi çíàéäåíîãî íàáëèæåííÿ çàïðîïîíîâàíî
ïîåëåìåíòíî âèçíà÷åíi ïîëiíîìiàëüíi àïîñòåðiîðíi îöiíþâà÷i ïîõèáîê (ÀÎÏ), ÿêi îá-
÷èñëþþòü íèæíi ìåæi iñòèííèõ ïîõèáîê ÌÑÅ. Öi ÀÎÏ ôîðìóþòü ñèñòåìè êåðóâàí-
íÿ h-àäàïòèâíèìè ñõåìàìè ÌÑÅ, ÿêi âæèâàþòü ëîêàëüíå ïîëiïøåííÿ òðiàíãóëÿöié
ìåòîäîì áiñåêöié. Íàäiéíiñòü òà åôåêòèâíiñòü çàïðîïîíîâàíèõ ñõåì iëþñòðó¹òüñÿ
ðåçóëüòàòàìè ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: çàäà÷à äèôóçi¨-àäâåêöi¨-ðåàêöi¨, ìåòîä ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ, àïîñòå-
ðiîðíèé îöiíþâà÷ ïîõèáêè, h-àäàïòèâíà ñõåìà, ìåòîä áiñåêöi¨.

1. Âñòóï

Ó çàñòîñóâàííÿõ êîìï'þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ áàãàòüîõ âàæëèâèõ ôiçè÷íèõ îá'¹-
êòiâ i ïðîöåñiâ îäíèì iç íàéáiëüø ïîøèðåíèõ ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ ¹ ìåòîä ñêií÷åí-
íèõ åëåìåíòiâ [2, 9]. Ïîðÿä iç ïðîãðåñîì iíôîðìàöiéíèõ òåõíîëîãié i ìîæëèâîñ-
òåé êîìï'þòåðiâ äâà ôàêòîðè ñòàëè îñíîâîþ öi¹¨ óñïiøíî¨ ìåòîäîëîãi¨: (i) âàðiàöié-
íå ôîðìóëþâàííÿ iíæåíåðíèõ i íàóêîâèõ ïðîáëåì, (ii) ïðîñòîðè àïðîêñèìàöié
Ðiòöà-Ãàëüîðêiíà ç áàçèñíèìè ôóíêöiÿìè ç ëîêàëüíèìè íîñiÿìè òà iíòåðïîëÿöié-
íèìè âëàñòèâîñòÿìè. ßêùî ïåðøèé ôàêòîð äîïîìiã ñòâîðèòè ñîëiäíi ìàòåìà-
òè÷íi çàñàäè ÌÑÅ [3, 4], òî äðóãèé ÷åðåç ïîäië îáëàñòåé âèçíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêiâ
çi ñêëàäíîþ ãåîìåòðè÷íîþ ñòðóêòóðîþ íà ïðîñòiøi ÷àñòèíè (ñêií÷åííi åëåìåíòè)
çíà÷íî ðîçøèðèâ ìîæëèâîñòi àíàëiçó ðåàëüíèõ iíæåíåðíèõ i íàóêîâèõ ïðîáëåì [5, 9].
Äëÿ áiëüøîñòi ñõåì ÌÑÅ ñüîãîäíi çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòåé
éîãî àïðîêñèìàöié äî òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ òà àïðiîðíi îöiíêè ïîðÿäêiâ öi¹¨ çáiæíîñòi
[2-4, 8].

Ùîá íàäàòè íàäiéíó êiëüêiñíó õàðàêòåðèñòèêó îêðåìîãî êîíêðåòíîãî íàáëèæåí-
íÿ, îñòàííiìè äåñÿòèëiòòÿìè àëãîðèòìè òà ïðîãðàìíi çàñîáè ÌÑÅ àêòèâíî äîïîâ-
íþþòüñÿ àïîñòåðiîðíèìè îöiíþâà÷àìè ïîõèáîê éîãî àïðîêñèìàöié [3, 4, 8] òà àäàï-
òèâíèìè âèäîçìiíàìè éîãî ñõåì (ÀÌÑÅ) [1-4, 8, 9]. Îñîáëèâî âàæëèâèì iíñòðóìåí-
òîì ÀÌÑÅ ñòàþòü â àíàëiçi òà åôåêòèâíîìó ðîçâ'ÿçàííi ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ çàäà÷,
ðîçâ'ÿçêè ÿêèõ ìàþòü îñîáëèâîñòi ó âèãëÿäi ïðèìåæîâèõ òà/àáî âíóòðiøíiõ øàðiâ
[1, 4, 9]. Îìèíàþ÷è iíøi âiäîìi âàðiàíòè ÀÌÑÅ, ìè âèçíà÷èìî ñõåìè ïîëiïøåííÿ
ÿêîñòi íàáëèæåíü øëÿõîì ëîêàëüíîãî çãóùåííÿ ñiòêè ëèøå â îêîëi çãàäàíèõ øàðiâ
(h-àäàïòóâàííÿ, h-ÀÌÑÅ), çà äåòàëÿìè äèâ. [6, 7-9]. Òàêi ÀÎÏ òà h-ÀÌÑÅ áóëî
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ñêîíñòðóéîâàíî, äîñëiäæåíî òà óñïiøíî âèêîðèñòàíî, íàïðèêëàä, ïiä ÷àñ ðîçâ'ÿçàí-
íÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ çàäà÷ äèôóçi¨-àäâåêöi¨-ðåàêöi¨ [1, 6, 7] òà åëàñòîñòàòèêè [9].

Ìè äîïîâíþ¹ìî ìåòîäèêó ïîáóäîâè ÀÎÏ òà h-ÀÌÑÅ, ðîçâèíåíó àâòîðàìè [1, 2,
6, 7] äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ äâîâèìiðíèõ çàäà÷ ÄÀÐ ç êóñêîâî ëiíiéíèìè àïðîêñèìàöiÿìè
íà ñiòêàõ ç òðèêóòíèêiâ, ïîäiáíèìè ÀÎÏ i ñõåìàìè ç êâàäðàòè÷íèìè òà êóái÷íèìè
àïðîêñèìàöiÿìè íà òðèêóòíèõ ñêií÷åííèõ åëåìåíòàõ.

Ó ïï. 2 i 3 ìè ôîðìóëþ¹ìî êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ åëiïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ÄÀÐ,
âiäïîâiäíó ¨é âàðiàöiéíó çàäà÷ó òà âiäçíà÷à¹ìî äîñòàòíi óìîâè ¨¨ êîðåêòíîñòi. Ó ïï. 4
i 5 ïîäàíî äèñêðåòèçàöiþ Ãàëüîðêiíà é îñîáëèâîñòi îá÷èñëåííÿ ¨¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ
àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü ç âèêîðèñòàííÿì áàçèñíèõ ôóíêöié ç ëîêàëüíèìè íîñiÿìè. Òóò
æå çàçíà÷åíî, ùî âñi íåîáõiäíi îá÷èñëåííÿ íà ñêií÷åííèõ åëåìåíòàõ óíiôiêóþòüñÿ
ââåäåííÿì âçiðöåâîãî òðèêóòíèêà òà ôóíêöié áàçèñó â éîãî áàðèöåíòðè÷íèõ êîîð-
äèíàòàõ. Ó ï. 6 êîíêðåòèçó¹ìî âèãëÿä ëiíiéíèõ, êâàäðàòè÷íèõ i êóái÷íèõ áàçèñíèõ
ôóíêöié íà âçiðöåâîìó òðèêóòíèêó i ó ï. 7 ïîäà¹ìî âiäïîâiäíi ¨ì ïîåëåìåíòíî
âèçíà÷åíi ïîëiíîìiàëüíi àïîñòåðiîðíi îöiíþâà÷i ïîõèáîê àïðîêñèìàöié ÌÑÅ. Ó ï. 9
ðîçãëÿíóòî ñòðàòåãiþ ïîøóêó îïòèìàëüíî¨ ñõåìè ÌÑÅ, ÿêà ãàðàíòó¹ ðiâíîìiðíèé
ðîçïîäië ïîõèáîê ïî âñiõ ñêií÷åííèõ åëåìåíòàõ. Ï. 10 ïðèñâÿ÷åíî àíàëiçó ÷èñëîâèõ
åêñïåðèìåíòiâ iç çàçäàëåãiäü çàäàíîþ òî÷íiñòþ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ i ïîðiâíÿííþ
çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòåé àïðîêñèìàöié ÌÑÅ, îá÷èñëåíèõ íà ðiâíîìiðíî òà ëîêàëüíî
çãóùóâàíèõ ñiòêàõ.

2. Ôîðìóëþâàííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i

Ðîçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó äèôóçi¨-àäâåêöi¨-ðåàêöi¨
çíàéòè u = u(x) òàêó, ùî

−∇.(µ∇u) + β.∇u+ σu = f â Ω,

u = 0 íà Γu ⊂ Γ, mes(Γu) > 0,

− (µ∇u).n = αu+ g íà Γq := Γ\Γu,

(1)

äå Ω − îáìåæåíà çâ'ÿçíà îáëàñòü òî÷îê x = {xi}2i=1 åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó R2 ç
íåïåðåðâíîþ çà Ëiïøèöåì ìåæåþ Γ = ∂Ω, n = {ni} 2

i=1 , ni = cos(n, xi) � âåêòîð

îäèíè÷íî¨ çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî ìåæi Γ, ∇ = {∂/∂xi}2i=1 − îïåðàòîð îá÷èñëåííÿ

ãðàäi¹íòà, a.b =
∑2

i=1 aibi − ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ a = {ai}2i=1 i b = {bi}2i=1.

Ó ðiâíÿííÿõ çàäà÷i ÄÀÐ (1) âèêîðèñòàíî òàêi ïîçíà÷åííÿ: µ = {µij(x)}2i,j=1

� ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ äèôóçi¨, β = {βi(x)}2i=1
− âåêòîð øâèäêîñòi ïåðåíåñåííÿ

(àäâåêöi¨), σ = σ(x) ≥ 0 − êîåôiöi¹íò áiîõiìi÷íî¨ ðåàêöi¨, f = f(x) − iíòåíñèâíîñòi
äæåðåë, ðîçïîäiëåíèõ â îáëàñòi Ω, α = α(x) ≥ 0 − êîåôiöi¹íò âçà¹ìîäi¨ ñóáñòàíöi¨
ç äîâêiëëÿì, g = g(x) − iíòåíñèâíiñòü äæåðåë ïðèòîêó (âiäòîêó) ñóáñòàíöi¨ íà ìåæi
îáëàñòi Ω.

Òóò i äàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî çàäàíi ôóíêöi¨ µ, β, σ, f, α òà g äîñòàòíüî ðåãóëÿð-
íi.

(i) Çîêðåìà, êîåôiöi¹íòè äèôóçi¨ µ = {µij}2i,j=1 ∈ [L∞(Ω)]
2×2

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
äîäàòíî¨ âèçíà÷åíîñòi òà ñèìåòði¨µ0|ξ|2 ≤

∑2

i,j=1
µij(x)ξiξj ≤ µ1|ξ|2 ∀ξ = {ξi}

2

i=1 ∈ R2,

µij(x) = µji(x), i, j = 1, 2 ìàéæå ñêðiçü â Ω, µ0, µ1 = const > 0;
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(ii) âåêòîð àäâåêöi¨ β = {βi}2i=1
∈ H(div; Ω)∩ [L∞ (Ω)]

2
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íåñòèñëè-

âîñòi

∇.β =
∑2

i=1
∂βi/∂xi = 0 ìàéæå ñêðiçü â Ω;

(iii) êîåôiöi¹íò âçà¹ìîäi¨ ç äîâêiëëÿì α ∈ L∞(Γq) i

α ≥ 0 ìàéæå ñêðiçü íà Γq.

Ùîá ðîçïî÷àòè àíàëiç çàäà÷i (1) ñòîñîâíî ¨¨ ñèíãóëÿðíî¨ çáóðåíîñòi, ïåðåéäåìî
â îáëàñòi Ω äî áåçðîçìiðíèõ âåëè÷èí, äëÿ öüîãî ââåäåìî çàìiíó çìiííèõ t =
(diamΩ)

−1
x, äå t ∈ [0, 1]

2
. Òîäi ðiâíÿííÿ çàäà÷i (1) íàáóäå âèãëÿäó

çíàéòè u = u(t) òàêó, ùî

−∇.(µ̄∇u) + Pe[β̄.∇u+ Shσ̄u] = f̄ â Ω̄ ⊂ [0, 1]
2
,

u = 0 íà Γu ⊂ Γ, mes(Γu) > 0,

− (µ̄∇u).n = ᾱu+ ḡ íà Γq := Γ\Γu,

äå {
µ̄ := µ||µ||−1, β̄ := β||β||−1

∞ , σ̄ := σ||σ||−1
∞ ,

f̄ := (diamΩ)
2||µ||−1f, ᾱ := αdiamΩ||µ||−1, ḡ := diamΩ||µ||−1g,

||σ||∞ := ess sup
t∈Ω

|σ(x)|, ||β||2∞ :=
∑2

i=1
||βi||2∞, ||µ||2 :=

∑2

i,j=1
||µ i,j ||2∞.

ßêùî ÷èñëî Ïåêëå Pe := diamΩ||β||∞||µ||−1 → ∞, òî â ïðîöåñi ìiãðóâàííÿ
äîìiíó¹ êîíâåêòèâíå ïåðåíåñåííÿ ÷àñòèíîê ñóáñòàíöi¨, àáî ÿêùî ÷èñëî Ñòðóõàëÿ
Sh := diamΩ||σ||∞||µ||−1 → ∞, òîáòî êîåôiöi¹íòè ðåàêöi¨ çíà÷íî ïåðåâàæàþòü íàä
êîåôiöi¹íòàìè äèôóçi¨, i ñôîðìóëüîâàíà çàäà÷à ñòà¹ ñèíãóëÿðíî çáóðåíîþ, òî äëÿ ¨¨
ðîçâ'ÿçàííÿ ïîòðiáíî çàñòîñîâóâàòè àäàïòèâíi ñõåìè ÌÑÅ.

Ñêðiçü íèæ÷å ìè âèêîðèñòîâó¹ìî âàðiàöiéíå ôîðìóëþâàííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i (1),
íà ïiäñòàâi ÿêîãî ÌÑÅ äà¹ çìîãó îá÷èñëþâàòè ÿêiñíi íàáëèæåííÿ äî ¨¨ óçàãàëüíåíîãî
ðîçâ'ÿçêó.

3. Âàðiàöiéíå ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i

Âàðiàöiéíå ôîðìóëþâàííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i (1) ìà¹ òàêèé âèãëÿä:{
çíàéòè u ∈ V := {v ∈ H1(Ω) : v = 0 íà Γu} òàêó, ùî

a(u, v) = < l, v > ∀v ∈ V,
(2)

äå ñòðóêòóðíi åëåìåíòè âàðiàöiéíîãî ðiâíÿííÿ âèçíà÷åíî òàêèì ñïîñîáîì:

a(u, v) :=

∫
Ω

[(µ∇u).∇v + v(β.∇u+ σu)]dx+

∫
Γq

αuvdγ ∀u, v ∈ V,

< l, v > :=

∫
Ω

fvdx+

∫
Γq

gvdγ ∀v ∈ V,

àáî

a(u, v) :=

∫
Ω

[(µ∇u).∇v + 1
2β.(v∇u− u∇v) + (σ − 1

2∇.β)uv]dx

+

∫
Γq

(α+ 1
2β.n)uvdγ ∀u, v ∈ V,

(3)
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< l, v > :=

∫
Ω

fvdx+

∫
Γq

gvdγ ∀v ∈ V. (4)

Çà óìîâè
α+ 1

2β.n ≥ 0 ìàéæå ñêðiçü íà Γq

ó [1] äîâåäåíî, ùî áiëiíiéíà ôîðìà (3) ¹ V − åëiïòè÷íîþ òà íåïåðåðâíîþ i ïîðîäæó¹
åíåðãåòè÷íó íîðìó

||v||V :=
√
a(v, v) ∀v ∈ V,

ÿêà åêâiâàëåíòíà ñòàíäàðòíié íîðìi ïðîñòîðó Ñîáîë¹âà H1 (Ω). Íà äîäàòîê çà
äîïóùåííÿ, ùî

f ∈ L2(Ω), g ∈ L2(Γq),

ç'ÿñîâàíî, ùî ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë (4) íåïåðåðâíèé íà ïðîñòîði V .
Íàâåäåíi òóò âëàñòèâîñòi áiëiíiéíî¨ ôîðìè òà ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà ðîçãëÿäó-

âàíî¨ çàäà÷i çàäîâîëüíÿþòü ãiïîòåçè òåîðåìè Ëàêñà-Ìiëüãðàìà-Âèøèêà, ÿêà ñòâåð-
äæó¹: âàðiàöiéíà çàäà÷à (2) êîðåêòíî ñôîðìóëüîâàíà, òîáòî iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê
u ∈ V i âií íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä äàíèõ çàäà÷i.

4. Äèñêðåòèçàöiÿ Ãàëüîðêiíà

Îñíîâíà iäåÿ ìåòîäó Ãàëüîðêiíà ïîëÿãà¹ â ïåðåíåñåííi ðîçâ'ÿçàííÿ âàðiàöiéíî¨
çàäà÷i ç íåñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó äîïóñòèìèõ ôóíêöié V â íàëåæíî âèáðàíèé
ñêií÷åííîâèìiðíèé ïiäïðîñòið Vh ⊂ V . Íà öüîìó øëÿõó âàðiàöiéíà çàäà÷à âðåøòi-
ðåøò ïåðåôîðìóëþ¹òüñÿ â ñèñòåìó àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü, ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ ÿêèõ
äîáðå ðîçâèíåíi òà ðåàëiçîâàíi â ïîòóæíèõ ïàêåòàõ ïðîãðàì. Çà íàäàíi íàì ìîæëè-
âîñòi ïîòðiáíî ðîçðàõîâóâàòèñÿ � çàìiñòü òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó u ∈ V âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i
îäåðæó¹ìî ëèøå éîãî íàáëèæåííÿ uh ∈ Vh òå, ùî ìîæíà íàçâàòè àïðîêñèìàöi¹þ
ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i â ïðîñòîði V .

Äîòðèìóþ÷èñü öi¹¨ äóìêè, ó çàäàíîìó ïðîñòîði äîïóñòèìèõ ôóíêöié V âèáåðåìî
ïîñëiäîâíiñòü ïiäïðîñòîðiâ Vh ⊂ V , ïðîâiâøè äèñêðåòèçàöiþ îáëàñòi Ω òàê. Ïîêðè-
¹ìî îáëàñòü Ω ñiòêîþ ℑh = {K} ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ K, áóäåìî ïîçíà÷àòè hK =
diam K, h = maxK∈ℑh

hK . Òîäi âàðiàöiéíà çàäà÷à ïåðåôîðìóëþ¹òüñÿ â ïîñëiäîâ-
íiñòü çàäà÷ {

çàäàíî h = const > 0 i Vh ⊂ V, dimVh = n < +∞,

çíàéòè uh ∈ Vh òàêèé, ùî a(uh, v) = < l, v > ∀v ∈ Vh.

Äîáðå âiäîìî, ùî çà âèêîíàííÿ óìîâ

dimVh = N(h) → ∞ ïðè h→ 0, ∪
h>0

Vh = V,

ïîñëiäîâíiñòü àïðîêñèìàöié Ãàëüîðêiíà {uh}h>0 ⊂ V çáiãà¹òüñÿ äî iñòèííîãî ðîç-
â'ÿçêó âèõiäíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (2) ðàçîì ç h→ 0.

Ïîçíà÷èìî Ih = {Ai}Ni=1 ìíîæèíó âñiõ âóçëiâ Ai = (xi, yi), Ai /∈ Γu, òðiàíãóëÿöi¨
ℑh, i ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü êîæíié òî÷öi Ai êóñêîâî âèçíà÷åíó íåïåðåðâíó
ôóíêöiþ φi = φi(x, y) ç ïðîñòîðó ïîëiíîìiâ Pm(K) òàêó, ùî{

Ωi ≡ suppφi := {∪K ∈ ℑh : Ai ∈ K̄},
φi(Aj) = δij ∀Ai ∈ Ih, φi ∈ Pm(K) ∀K ∈ Ωi,

(5)
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äå Pm(K) − ïðîñòið ïîëiíîìiâ ïîðÿäêó m, âèçíà÷åíèõ íà K. Òîäi ïiäïðîñòið
àïðîêñèìàöié ÌÑÅ ìàòèìå òàêèé âèãëÿä: Vh := span{φ1, ..., φN}, à íàáëèæåíèé
ðîçâ'ÿçîê uh âèçíà÷à¹òüñÿ ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨

uh(x) =

N∑
j=1

qjφj(x),

çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ q1, ..., qN ÿêî¨ âèçíà÷àþòüñÿ ïðîöåäóðîþ Ðiòöà-Ãàëüîðêiíà ç
ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü

N∑
j=1

a(φj , φi)qj = < l, φi >, i = 1, 2, ... , N. (6)

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî çà âèêîíàííÿ ãiïîòåç òåîðåìè Ëàêñà-Ìiëüãðàìà-
Âèøèêà ñèñòåìà ðiâíÿíü ÌÑÅ (6) îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíà, à ¨¨ ìàòðèöÿ

S = {a(φi, φj)}Ni,j=1

äîäàòíî âèçíà÷åíà.

5. Ñèñòåìà àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü ÌÑÅ

Îäíèìè ç êëþ÷îâèõ îñîáëèâîñòåé, ÿêi âèçíà÷àþòü îá÷èñëþâàëüíó åôåêòèâíiñòü
âèêîðèñòàííÿ ÌÑÅ, ¹ òåõíîëîãi¨ çíàõîäæåííÿ êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü (6),
âèáið ôîðìàòiâ ¨õ çáåðåæåííÿ â ïàì'ÿòi êîìï'þòåðà òà ìåòîäiâ ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ. Âñi
âîíè ïîâ'ÿçàíi ç ëîêàëüíiñòþ íîñi¨â áàçèñíèõ ôóíêöié ÌÑÅ, ïîçíà÷åíó ó âèçíà÷åííi
(5).

Ïî-ïåðøå, çàçíà÷èìî ïðàâèëî

a(φi, φj) = 0, ÿêùî Ωij := Ωi ∩ Ωj=∅, i, j = 1, 2, .., N, (7)

ÿêå àïðiîði âèçíà÷à¹ íóëüîâi çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ ìàòðèöi S = {a(φi, φj)}Ni,j=1

òà ¨õí¹ ìiñöå ðîçòàøóâàííÿ â ¨¨ ñòðóêòóði. Îòæå, â çàãàëüíîìó âèïàäêó ìàòðèöÿ
ÌÑÅ ëèøå ÷àñòêîâî (íåçíà÷íî) çàïîâíåíà íåíóëüîâèìè êîåôiöi¹íòàìè. Öåé ôàêò
ñòàâèòü íàñ ïåðåä âèáîðîì: ÷è çàïàì'ÿòàòè íóëüîâå çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà ìàòðèöi
Sij = a(φi, φj) = 0 â ¨¨ ñòðóêòóði (äëÿ ïîäàëüøîãî âèêîðèñòàííÿ ïðÿìèõ ìåòîäiâ
ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè (6) íå íàäòî âåëèêèõ ïîðÿäêiâ), ÷è çàïàì'ÿòàòè ëèøå ïàðó
iíäåêñiâ {i, j} íåíóëüîâîãî êîåôiöi¹íòà (ç ìåòîþ çàñòîñóâàííÿ iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ
ðîçâ'ÿçàííÿ (6) âåëèêèõ ïîðÿäêiâ).

Ïî-äðóãå, ïðàâèëî (7) ïiäêàçó¹ ïðèðîäíó äåêîìïîçèöiþ îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ
íåíóëüîâèõ êîåôiöi¹íòiâ ìàòðèöi òà ïðàâèõ ÷àñòèí ñèñòåìè (6)

Sij = a(φi, φj) =
∑

K∈Ωij

aK(φi, φj),

aK(φi, φj) :=

∫
K

[(µ∇φi).∇φj + φj(β.∇φi + σφi)]dx+

∫
∂K∩Γq

αφiφjdγ
(8)

òà
Li =< l, φi >=

∑
K∈Ωi

< lK , φi >,

< lK , φi > :=

∫
K

fφidx+

∫
∂K∩Γq

αφidγ ∀K ∈ Ωi.
(9)
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Ôîðìóëè (8) i (9) òàêîæ äåòàëüíî îêðåñëþþòü ïiäìíîæèíè ñêií÷åííèõ åëåìåí-
òiâ, çàäiÿíi â îá÷èñëåííÿõ êîåôiöi¹íòiâ ìàòðèöi Sij òà âåêòîðà ïðàâèõ ÷àñòèí Lj �
öå ëèøå íåâåëèêi ïîðöi¨ ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ, ÿêi ñòàíîâëÿòü ìíîæèíè Ωij = Ωi∩Ωj

òà Ωi òðiàíãóëÿöi¨ ℑh.
Ïî-òðåò¹, ôîðìóëè (8) i (9) îá÷èñëåííÿ âíåñêiâ çi ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ K â

çàãàëüíîìó âèïàäêó ïîòðåáóþòü ÷èñëîâîãî iíòåãðóâàííÿ ç âèêîðèñòàííÿì âèñîêî-
òî÷íèõ êâàäðàòóð, ÿêi çàïðî¹êòîâàíi äëÿ êàíîíi÷íèõ îáëàñòåé, ñêàæiìî, âiäðiçêà
I = {ξ ∈ R : |ξ| ≤ 1} â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó ÷è òðèêóòíèêà

K∗ = {(ξ, η) ∈ [0, 1]
2 ∈ R2 : ξ + η ≤ 1} (10)

ó äâîâèìiðíîìó âèïàäêó. Òàê ÷è iíàêøå, ¨õí¹ çàñòîñóâàííÿ ïîòðåáó¹ çàìiíè ãëîáàëü-
íèõ çìiííèõ (x1, x2) ∈ K ïiä çíàêîì iíòåãðàëà íà ëîêàëüíi çìiííi (ξ, η) ∈ K∗. ßêùî
öå òàê, òî íàñïðàâäi äëÿ ïðîãðàìíî¨ ðåàëiçàöi¨ ñõåì ÌÑÅ äîñòàòíüî âèçíà÷èòè
ñòðóêòóðó áàçèñíèõ ôóíêöié ÌÑÅ ëèøå â ëîêàëüíèõ êîîðäèíàòàõ êàíîíi÷íîãî
ñêií÷åííîãî åëåìåíòà (10), ùî òàêîæ ãàðàíòó¹ îäíîðiäíiñòü îá÷èñëåíü íà âñiõ
åëåìåíòàõ òðiàíãóëÿöi¨.

Îäíèì iç ïîøèðåíèõ ñïîñîáiâ ïåðåõîäó äî ëîêàëüíèõ êîîðäèíàò òðèêóòíîãî
ñêií÷åííîãî åëåìåíòà ¹ âèêîðèñòàííÿ éîãî áàðèöåíòðè÷íèõ êîîðäèíàò äëÿ çàìiíè
çìiííèõ òà îïèñó áàçèñíèõ ôóíêöié ÌÑÅ íà íüîìó. Íåõàé, íàïðèêëàä, òðèêóòíèê K
ìà¹ âåðøèíè ó âóçëàõ iç íîìåðàìè Ai = (x1i, x2i), i = 1, 2, 3, îáõiä ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ
ðóõîì ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè; â òèõ âèïàäêàõ, ÿêi ìîæóòü ïðèâîäèòè äî
íåïîðîçóìiíü, ïîçíà÷àòèìåìî éîãî òàê: K = K123. Âèêîðèñòîâóþ÷è ãëîáàëüíó
ñèñòåìó êîîðäèíàò (x1, x2) ∈ Ω íà öüîìó òðèêóòíèêó K ∈ ℑh, ñèñòåìà áàðèöåíò-
ðè÷íèõ êîîðäèíàò {Li(x1, x2)}3i=1 âèçíà÷à¹òüñÿ çãiäíî ç ïðàâèëàìè

Li(x1, x2) =
1
2 |K|−1(ai + bix1 + cix2) ∀(x1, x2) ∈ K, i = 1, 2, 3,

äå 
ai = x1ix2j − x1jx2l,

bi = x2j − x2l,

ci = −x1j + x1l, i, j, l = 1, 2, 3, i→ j → l → i,

i |K| = (b1c2 − b2c1) − ïëîùà öüîãî òðèêóòíèêà.
Ïîäiáíî íà êàíîíi÷íîìó òðèêóòíèêó K∗ âèçíà÷èìî áàðèöåíòðè÷íi êîîðäèíàòè â

ëîêàëüíèõ çìiííèõ (ξ, η) òàê:

L1(ξ, η) = 1− ξ − η, L2(ξ, η) = ξ, L3(ξ, η) = η. (11)

Òîäi ïåðåõiä âiä ãëîáàëüíèõ çìiííèõ íà êîæíîìó òðèêóòíîìó ñêií÷åííîìó åëå-
ìåíòiK ∈ ℑh äî ëîêàëüíèõ çìiííèõ âèêîíó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ òàêîãî âiäîáðàæåííÿ:
êîîðäèíàòè äîâiëüíî¨ òî÷êè (x1, x2) ∈ K âèçíà÷àþòü çãiäíî ç ïðàâèëàìè

x1(ξ, η) =
∑3

i=1
x1iLi(ξ, η),

x2(ξ, η) =
∑3

i=1
x2iLi(ξ, η) ∀(ξ, η) ∈ K∗.

Òåïåð íåâàæêî çíàéòè â òåîði¨ iíòåãðóâàííÿ, ùî, íàïðèêëàä,∫
K

φ(x1, x2)dx1dx2 =

∫
K∗

φ[x1(ξ, η), x2(ξ, η)]|J(ξ, η)|dξdη

=

∫
K∗

φ̄(ξ, η)|J(ξ, η)|dξdη,
(12)
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äå ÿêîáiàí ïåðåõîäó

J(ξ, η) :=

[
∂x1(ξ,η)

∂ξ
∂x2(ξ,η)

∂ξ

∂x1(ξ,η)
∂η

∂x2(ξ,η)
∂η

]
, |J(ξ, η)| := det J(ξ, η). (13)

Âèçíà÷åííÿ φ̄(ξ, η) := φ[x1(ξ, η), x2(ξ, η)] äîâîäèòü äîñòàòíiñòü îïèñó áóäü-ÿêèõ
áàçèñíèõ ôóíêöié ÌÑÅ ó ëîêàëüíié ñèñòåìi êîîðäèíàò êàíîíi÷íîãî òðèêóòíèêà.
Íèæ÷å ìè äîïîâíþ¹ìî ïðàâèëî (12) âàæëèâèì äëÿ çàñòîñóâàíü âèïàäêîì, ó ÿêîìó
çàìiñòü çíà÷åíü ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ ôiãóðóþòü ¨¨ ÷àñòêîâi ïîõiäíi ïåðøîãî
ïîðÿäêó ∫

K

∂φ(x1, x2)

∂x1
dx1dx2 =

∫
K∗

(
∂φ̄

∂ξ

∂x2
∂η

− ∂φ̄

∂η

∂x2
∂ξ

)
dξdη, (14)

∫
K

∂φ(x1, x2)

∂x2
dx1dx2 =

∫
K∗

(
−∂φ̄
∂ξ

∂x1
∂η

+
∂φ̄

∂η

∂x1
∂ξ

)
dξdη. (15)

Çàçíà÷èìî, ùî ôîðìóëè (12)�(15) çàëèøàþòüñÿ çàñòîñîâíèìè â çàãàëüíîìó âè-
ïàäêó âèêîðèñòàííÿ íàâiòü êðèâîëiíiéíèõ òðèêóòíèõ òà/àáî ÷îòèðèêóòíèõ ñêií÷åí-
íèõ åëåìåíòiâ.

6. Àïðîêñèìàöi¨ ÌÑÅ íà òðèêóòíèêàõ

Âæèâàþ÷è ëîêàëüíi (ñêàæiìî, áàðèöåíòðè÷íi êîîðäèíàòè (11)) íà òðèêóòíèõ
ñêií÷åííèõ åëåìåíòàõ îïèøåìî ëiíiéíi, êâàäðàòè÷íi òà êóái÷íi àïðîêñèìàöi¨ ÌÑÅ
òà ¨õíi áàçèñíi ôóíêöi¨.
(i) Íåõàé øóêàíà àïðîêñèìàöiÿ uh ∈ Vh ∩ C(Ω) i íà êîæíîìó åëåìåíòi ïîäiëó
ℑh = {K} âîíà ¹ ïîëiíîìîì ïåðøîãî ïîðÿäêó, iíøèìè ñëîâàìè, uh|K ∈ P1(K).
Ïðèïóñòèìî, ùî òðèêóòíèêK = Kijl ìà¹ âåðøèíè {An}n=i,j,l, îáõiä ÿêèõ âèêîíó¹òü-
ñÿ ðóõîì ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè. Òîäi øóêàíà ëiíiéíà àïðîêñèìàöiÿ íà íüîìó
îêðåñëþ¹òüñÿ â ëîêàëüíèõ çìiííèõ âèðàçîì

uh|K =
∑

n=i,j,l

uh(An)φ̄n(ξ, η) ∀(ξ, η) ∈ K∗ (16)

ç áàçèñíèìè ôóíêöiÿìè

φ̄i := Li ≡ 1− ξ − η, φ̄j := Lj ≡ ξ, φ̄l := Ll ≡ η. (17)

(ii) Ó âèïàäêó êóñêîâî êâàäðàòè÷íî¨ àïðîêñèìài¨ uh|K ∈ P2(K) âèçíà÷à¹ìî

uh|K =
∑

n=i,j,l

[
uh(An)φ̄n(ξ, η) + uh(Bn)ψ̄n(ξ, η)

]
∀(ξ, η) ∈ K∗, (18)

äå

φ̄n := (2Ln − 1)Ln, n = i, j, l, (19)

âóçîë Bi :=
1
2 (Ai + Aj) äiëèòü ñòîðîíó Kij = (Ai, Aj) ⊂ ∂Kijl íàâïië, à âiäïîâiäíà

éîìó áàçèñíà ôóíêöiÿ çàïèñó¹òüñÿ òàê:

ψ̄i := 4LiLj . (20)
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(iii) Ó âèïàäêó êóñêîâî êóái÷íèõ àïðîêñèìàöié uh|K ∈ P3(K) âèêîðèñòîâó¹ìî ïîâíèé
ïîëiíîì òðåòüîãî ïîðÿäêó òàêîãî âèãëÿäó:

uh|K =
∑

n=i,j,l

[
uh(An)φ̄n(ξ, η) + uh(Dn)ψ̄n(ξ, η) + uh(Gn)χ̄n(ξ, η)

]
+ uh(CK)φ̄K(ξ, η) ∀(ξ, η) ∈ K∗,

(21)

äå âóçëàì òðiàíãóëÿöi¨ ó âåðøèíàõ {An}n=i,j,l ïðèïèñàíî ôóíêöi¨ áàçèñó

φ̄n := 1
2Ln (3Ln − 1)(3Ln − 2), n = i, j, l, (22)

âóçëè Di :=
1
3 (2Ai + Aj) i Gi :=

1
3 (Ai + 2Aj) äiëÿòü ñòîðîíó Kij = (Ai, Aj) ⊂ ∂Kijl

íà òðè ðiâíi ÷àñòèíè, ïðèïèñàíi ¨ì áàçèñíi ôóíêöi¨ íàáóâàþòü âèãëÿäó

ψ̄i :=
9
2LiLj(3Li − 1), χ̄i :=

9
2LiLj(3Lj − 1) (23)

âiäïîâiäíî, a âóçëó (öåíòðó òðèêóòíèêà K = Kijl) CK := 1
3

∑
n=i,j,l

An ïðèïèñàíî

áàçèñíó ôóíêöiþ (áóëüáàøêó)

φ̄K := 27LiLjLl. (24)

Íàðåøòi, ç îãëÿäó íà âèçíà÷åííÿ ëiíiéíèõ áàçèñíèõ ôóíêöié (17), êâàäðàòè÷íèõ
(19) i (20), à òàêîæ êóái÷íèõ (22), (23) i (24) íàãîëîñèìî íà òàêié âàæëèâié
âëàñòèâîñòi � âèðàçè (16), (18) i (21), â çàãàëüíîìó âèïàäêó, ìîæóòü áóòè âèêîðèñ-
òàíi ÿê iíòåðïîëÿöiéíi ïîëiíîìè Ëàãðàíæà ïåðøîãî, äðóãîãî òà òðåòüîãî ïîðÿäêiâ,
âiäïîâiäíî, ÿêi ïîáóäîâàíi ç âèêîðèñòàííÿì çíà÷åíü iíòåðïîëüîâàíî¨ ôóíêöi¨ ó
âóçëàõ êîæíîãî òðèêóòíîãî ñêií÷åííîãî åëåìåíòà.

7. Àïðiîðíi îöiíêè ïîõèáîê àïðîêñèìàöié ÌÑÅ

Äîáðå âiäîìî, ùî ó âèïàäêó iñíóâàííÿ äîñòàòíüî ðåãóëÿðíîãî ðîçâ'ÿçêó, íàïðèê-
ëàä, u ∈ V ∩Hr+1(Ω), r ≥ 1, çàäà÷i (2) àïðiîðíà ïîõèáêà àïðîêñèìàöi¨ uh ∈ Vh ⊂ V ,
îá÷èñëåíà ç âèêîðèñòàííÿì êóñêîâî âèçíà÷åíèõ ïîëiíîìiàëüíèõ áàçèñíèõ ôóíêöié
ïîðÿäêó m ≥ 1, îêðåñëþ¹òüñÿ îöiíêîþ iíòåðïîëÿöiéíîãî ãàòóíêó

||u− uh||Hk(Ω) ≤ Chm+1−k|u|Hr+1(Ω), 0 ≤ k ≤ r, (25)

äå çíà÷åííÿ ñòàëî¨ C > 0 íå çàëåæèòü âiä âåëè÷èí, ÿêi íàñ öiêàâëÿòü. Öÿ îöiíêà
ìiñòèòü âåëè÷èíè ñòàëèõ C > 0, r ≥ 0 i íàïiâíîðìè |u|Hr+1(Ω), ÿêi çàçâè÷àé
çàëèøàþòüñÿ â çàñòîñóâàííÿõ íåâiäîìèìè. Òîìó (25) äîïîâíþ¹ ôàêò çáiæíîñ-
òi ïîñëiäîâíîñòi àïðîêñèìàöié ÌÑÅ {uh}h>0 ⊂ V çíàííÿì ïîðÿäêó p := m +

1 − k øâèäêîñòi öi¹¨ çáiæíîñòi çàëåæíî âiä âèáðàíî¨ íîðìè ïðîñòîðó Hk(Ω) (â
çàñòîñóâàííÿõ k = 0 òà/àáî k = 1) òà ïîðÿäêó m ≥ 1 âæèòèõ êóñêîâî âèçíà÷åíèõ
ïîëiíîìiàëüíèõ áàçèñíèõ ôóíêöié. Îòæå, íàñïðàâäi îöiíêà (25) îêðåñëþ¹ ïîõèá-
êó ÿê âåëè÷èíó O(hp), ÿêà õàðàêòåðèçó¹ îäíî÷àñíî öiëèé êëàñ àïðîêñèìàöié ÌÑÅ,
îá÷èñëåíèõ íà âñiëÿêèõ ìîæëèâèõ òðiàíãóëÿöiÿõ ç òèì ñàìèì çíà÷åííÿì ïàðàìåòðà
h > 0.

Äëÿ  ðóíòîâíiøîãî àíàëiçó ïîõèáêè êîíêðåòíî¨ àïðîêñèìàöi¨ ç öüîãî êëàñó
íàáëèæåíü ïîòðiáåí äîäàòêîâèé iíñòðóìåíòàðié ó âèãëÿäi àïîñòåðiîðíèõ îöiíîê
ïîõèáêè.
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8. Àïîñòåðiîðíi îöiíêè ïîõèáîê àïðîêñèìàöié ÌÑÅ

Ùîá ñõàðàêòåðèçóâàòè ïîõèáêó íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó uh ∈ Vh, îá÷èñëåíîãî
íà ïåâíié òðiàíãóëÿöi¨ ℑh, äåòàëüíiøå òðåáà ïðîàíàëiçóâàòè ìîæëèâiñòü ðîçâ'ÿçêó
çàäà÷i ïðî ïîõèáêó [2]

çàäàíî ℑh, Vh òà àïðîêñèìàöiþ uh ∈ Vh,

çíàéòè eh := u− uh ∈ E, V = E ⊕ Vh òàêó, ùî

a(eh, v) = < ρ(uh), v > ∀v ∈ E,

(26)

äå < ρ(uh), v > = < l, v > − a(uh, v) − ôóíêöiîíàë ëèøêó.
Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (26) òàê ñàìî âàæêî, ÿê i òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2).

Ðåàëüíîþ ìîæëèâiñòþ àíàëiçó âëàñòèâîñòåé ïîõèáêè ¹ îá÷èñëåííÿ íàáëèæåíîãî
ðîçâ'ÿçêó (26) äèñêðåòèçàöi¹þ Ãàëüîðêiíà â äåÿêîìó ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïiäïðîñòî-
ði Eh ⊂ E. Áåçïåðå÷íî, ç îãëÿäó íà òðóäîìiñòêiñòü ïðîöåäóð òðiàíãóëÿöi¨ áàãà-
òîâèìiðíèõ îáëàñòåé îäðàçó âàðòî çàóâàæèòè, ùî ïðîñòið Eh äîöiëüíî áóäóâàòè
ç âèêîðèñòàííÿì òðiàíãóëÿöi¨ ℑh, íà ÿêié áóâ çíàéäåíèé íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê
uh ∈ Vh. Â òàêîìó ðàçi äèñêðåòèçîâàíà çàäà÷à ïðî ïîõèáêó ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

çàäàíî ℑh, uh ∈ Vh òà Eh ⊂ E, dimEh =M(h) < +∞,

çíàéòè àïðîêñèìàöiþ ïîõèáêè εh ∈ Eh òàêó, ùî

a(εh, v) = < ρ(uh), v > ∀v ∈ Eh.

(27)

Îçíà÷åííÿ 1 (àïîñòåðiîðíîãî îöiíþâà÷à ïîõèáêè àïðîêñèìàöi¨ ÌÑÅ). Ðîçâ'ÿçîê
εh ∈ Eh çàäà÷i (27) áóäåìî íàçèâàòè àïîñòåðiîðíèì îöiíþâà÷åì ïîõèáêè àïðîêñèìà-
öi¨ uh ∈ Vh, à ìíîæèíó ôóíêöié éîãî çâóæåíü {εh|K}K∈ℑh

íàçèâàòèìåìî ðîçïîäiëîì
iíäèêàòîðiâ ÀÎÏ íà òðiàíãóëÿöi¨ ℑh.

8.1. ÀÎÏ äëÿ êóñêîâî ëiíiéíèõ i êâàäðàòè÷íèõ àïðîêñè-

ìàöié ÌÑÅ

Äàëi çà áàçèñ ïðîñòîðó Eh îáèðàòèìåìî ñèñòåìó ïîåëåìåíòíî âèçíà÷åíèõ ôóíê-
öié

{ϕK(x)}K∈ℑ, suppϕK = K,

ïîðÿäîê ÿêèõ âèùèé çà ïîðÿäîê àïðîêñèìàöié ÌÑÅ. Íàïðèêëàä, äëÿ ëiíiéíèõ i
êâàäðàòè÷íèõ àïðîêñèìàöié çà áàçèñíi ôóíêöi¨ îöiíþâà÷à âiçüìåìî ϕK = 27L1L2L3

(âiäîìà ïiä íàçâîþ ÿê êóái÷íà ôóíêöiÿ áóëüáàøêà), ¨¨ ãðàôiê çîáðàæåíî íà ðèñ. 1.
Ó öèõ âèïàäêàõ ðîçâ'ÿçîê äèñêðåòèçîâàíî¨ çàäà÷i (27) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ç íåâiäîìèìè êîåôiöi¹íòàìè λK

εh(x) =
∑

K∈ℑh

λKϕK(x), (28)

äå Eh := span[{ϕK(x)}K∈ℑh
] − áàçèñ Eh, ÿêèé îáèðàëè ó âèãëÿäi

suppϕK = K, ϕK(x) = 27LK
1 (x)LK

2 (x)LK
3 (x) ∀K ∈ ℑh.

Òóò {LK
i (x)}3i=1 − áàðèöåíòðè÷íi êîîðäèíàòè òðèêóòíèêà K.

Âàæëèâîþ ç ïîãëÿäó ñêëàäíîñòi îá÷èñëåíü ÀÎÏ òà éîãî iíäèêàòîðiâ ¹ ëåìà.
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Ðèñ. 1. Áàçèñíà ôóíêöiÿ ÀÎÏ ó âèïàäêó ëiíiéíèõ i êâàäðàòè÷íèõ àïðîêñèìàöié

Ëåìà 1 (ïðî îðòîãîíàëüíiñòü áàçèñó ïiäïðîñòîðó Eh). Ìíîæèíà ôóíêöié
{ϕK(x)}K∈ℑh

óòâîðþ¹ îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó Eh := span[{ϕK(x)}K∈ℑh
] â

òîìó ñåíñi, ùî
a(ϕK , ϕK′) = 0 ∀K,K ′ ∈ ℑh, K ̸= K ′.

Âðàõîâóþ÷è öåé ôàêò, çàçíà÷èìî, ùî êîåôiöi¹íò λK âèçíà÷à¹ìî îá÷èñëåííÿìè
ëèøå íà îäíîìó ñêií÷åííîìó åëåìåíòi (ëîêàëüíîìó íîñi¨ ϕK(x)) ó âèãëÿäi

λK =
< ρ(uh), ϕK >

a(ϕK , ϕK)
=
< ρ(uh), ϕK>K

aK(ϕK , ϕK)
(29)

äëÿ êîæíîãî ñêií÷åííîãî åëåìåíòà K òðiàíãóëÿöi¨ ℑh.
Îòæå, ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ (28) ç êîåôiöi¹íòàìè, âèçíà÷åíèìè ó âèãëÿäi (29),

îïèñó¹ íà òðiàíãóëÿöi¨ ℑh àïîñòåðiîðíèé îöiíþâà÷ ïîõèáêè àïðîêñèìàöi¨ uh ∈ Vh
ó âèãëÿäi âiäðiçêà îðòîãîíàëüíîãî ðÿäó.

8.2. ÀÎÏ äëÿ êóñêîâî êóái÷íèõ àïðîêñèìàöié ÌÑÅ

Ó âèïàäêó çíàéäåíèõ êóái÷íèõ àïðîêñèìàöié ÀÎÏ îá÷èñëþâàëè ó äåùî ñêëàä-
íiøîìó âèãëÿäi

εh(x) =
∑

K∈ℑh

εKh (x) =
∑

K∈ℑh

[
λK1 ψ

K
1 (x) + λK2 ψ

K
2 (x) + λK3 ψ

K
3 (x)

]
, (30)

äå
ψK
i (x) = LK

i (x)LK
1 (x)LK

2 (x)LK
3 (x).

Ó öüîìó âèïàäêó êîåôiöi¹íòè {λKi }3i=1 îá÷èñëþþòüñÿ ðîçâ'ÿçàííÿì ñèñòåìè òðüîõ
ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü íà êîæíîìó ñêií÷åííîìó åëåìåíòi ñiòêè

3∑
i=1

λKi a(ψ
K
i , ψ

K
j ) =< ρ(uh), ψ

K
j > j = 1, 2, 3.

Âåëè÷èíó

ηK = ||εK || :=

√∫
K

(ε2K + |∇εK |2)dx

iíîäi íàçèâàþòü ëîêàëüíèì iíäèêàòîðîì ïîõèáêè íà ñêií÷åííîìó åëåìåíòi K, à
âåëè÷èíó

η = ||εh|| :=
√∑

K∈ℑh

||εK ||2
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ãëîáàëüíèì iíäèêàòîðîì ïîõèáêè.

9. Ñòðàòåãiÿ ïîøóêó îïòèìàëüíî¨ ñõåìè ÌÑÅ

Äëÿ îá÷èñëåííÿ àïðîêñèìàöié ÌÑÅ iç çàçäàëåãiäü çàäàíîþ òî÷íiñòþ TOL > 0 ìè
çàñòîñóâàëè iòåðàöiéíèé àëãîðèòì h-àäàïòóâàííÿ ç òàêèì ëîêàëüíèì ïîëiïøåííÿìè
ñòðóêòóðè áiæó÷î¨ òðiàíãóëÿöi¨. Íà ïiäñòàâi çíàéäåíèõ ðîçïîäiëiâ ëîêàëüíèõ ií-
äèêàòîðiâ ïîõèáêè íà ñiòöi ℑh âèçíà÷à¹òüñÿ ìíîæèíà ℜh(TOL) := {K ∈ ℑh : η̃K ≥
TOL} òðèêóòíèêiâ K ∈ ℑh, ÿêi íå çàäîâîëüíÿþòü óìîâó íàïåðåä çàäàíî¨ äîïóñòèìî¨
ïîõèáêè, äå

η̃K :=
√
Card(ℑh)

||εK ||
||uh + εh||

100%. (31)

Ðèñ. 2. Ìåòîä áiñåêöi¨, çëiâà-íàïðàâî: ëiíiéíi, êâàäðàòè÷íi òà êóái÷íi àïðîêñèìàöi¨

Ëîêàëüíå ïîëiïøåííÿ ÿêîñòi òðiàíãóëÿöi¨ âèêîíóâàëîñÿ ïîäiëîì òðèêóòíèêiâ
ìíîæèíè ℜh ìåòîäîì áiñåêöi¨ [1, 6, 7]. Ñóòü ïîëÿãà¹ ó ïîäiëi ñêií÷åííîãî åëåìåíòà íà
äâà íîâi òðèêóòíèêè, øëÿõîì äîäàâàííÿ âiäðiçêà, ÿêèé ç'¹äíó¹ âåðøèíó òðèêóòíèêà
ç âóçëîì, ùî ëåæèòü íà ñåðåäèíi ïðîòèëåæíî¨ ñòîðîíè. Äëÿ ïîäiëó îáèðà¹òüñÿ
íàéäîâøà ñòîðîíà òðèêóòíèêà òà, âiäïîâiäíî, íàéáiëüøèé êóò òðèêóòíèêà íàâïðîòè
íå¨, ùî çàïîáiãà¹ âèíèêíåííþ ìàëèõ êóòiâ ó ìîäèôiêîâàíié òðiàíãóëÿöi¨. Ó âèïàäêó
ëiíiéíèõ àïðîêñèìàöié â ñiòêó äîäà¹òüñÿ îäèí íîâèé âóçîë, ó âèïàäêó êâàäðàòè÷íèõ
� òðè, à äëÿ êóái÷íèõ � øiñòü (ðèñ. 2).

Îñêiëüêè iíøi âóçëè íå ïåðåìiùóþòüñÿ, òî â ïðîöåñi àäàïòóâàííÿ îòðèìó¹ìî
âêëàäåíi ñiòêè, òà, âiäïîâiäíî, âêëàäåíi ïðîñòîðè àïðîêñèìàöié, ïîáóäîâàíi íà öèõ
ñiòêàõ. Àëãîðèòì ìåòîäó áiñåêöi¨ ðåêóðñèâíèé. ßêùî íàéäîâøà ñòîðîíà òðèêóòíè-
êà ïðèëÿãà¹ äî iíøîãî òðèêóòíèêà, äëÿ òîãî ùîá óíèêíóòè �ïiäâiøåíèõ� âóçëiâ, òî
ñóñiäíié òðèêóòíèê òåæ ïîòðiáíî ïîäiëèòè, íàâiòü ÿêùî ïîõèáêà íà íüîìó íå ïåðåâè-
ùó¹ äîïóñòèìèé ðiâåíü.

10. ×èñëîâi ðåçóëüòàòè

Òóò ìè ïîäà¹ìî äåÿêi ðåçóëüòàòè ÷èñëîâîãî ðîçâ'ÿçàííÿ ìîäåëüíî¨ ñèíãóëÿðíî
çáóðåíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i çà äîïîìîãîþ âèùåîïèñàíèõ h-àäàïòèâíèõ ñõåì ÌÑÅ ç
êóñêîâî ëiíiéíèìè, êâàäðàòè÷íèìè òà êóái÷íèìè àïðîêñèìàöiÿìè íà òðèêóòíèõ
ñêií÷åííèõ åëåìåíòàõ. Ãîëîâíà ìåòà öèõ åêñïåðèìåíòiâ � ïðîàíàëiçóâàòè õàðàêòåð
çáiæíîñòi äî òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ïîñëiäîâíîñòåé àïðîêñèìàöié ÌÑÅ íà ðiâíî-
ìiðíî çãóùóâàíèõ òðiàíãóëÿöiÿõ i ëîêàëüíî çãóùóâàíèõ òðiàíãóëÿöiÿõ ç âèêîðèñòàí-
íÿì ÀÎÏ (28) òà (30).
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Ðèñ. 3. Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ V Ðèñ. 4. Àïðîêñèìàöiÿ uh|K ∈ P3(K), i = 4

Íèæ÷å âèáèðà¹ìî çà ìîäåëüíó çàäà÷ó [6]

−µ∆u+ (2, 3).∇u = f â Ω = (0, 1)
2
, u = 0 íà Γ,

ðîçâ'ÿçêîì ÿêî¨ ¹ ôóíêöiÿ u(x) = x1x
2
2 − x22g(2, x1) + g(3, x2)[g(2, x1)− x1], äå

µ = 2×10−2, f(x) = 2{(µ−3x2)[g(2, x1)−x1]−g(3, x2)+x22}, g(γ, t) := exp[µ−1γ(t−1)].

Íà ðèñ. 3 äîáðå âèäíî ïðèìåæîâèé øàð öüîãî ðîçâ'ÿçêó, cèíãóëÿðíà çáóðåíiñòü ÿêîãî
õàðàêòåðèçó¹òüñÿ äîñèòü âåëèêèì ÷èñëîì Ïåêëå Pe ∼= 180.

Ðèñ. 5. Ëiíiéíi àïðîêñèìàöi¨,
Card(ℑ18) = 119917

Ðèñ. 6. Êâàäðàòè÷íi àïðîêñèìàöi¨,
Card(ℑ11) = 3113

Òàêó çàäà÷ó ðîçâ'ÿçóâàëè ÌÑÅ ç âèêîðèñòàííÿì ðiâíîìiðíîãî çãóùåííÿ ñiòêè
òà ç âèêîðèñòàííÿì h-àäàïòèâíèõ ñõåì ç êóñêîâî ëiíiéíèìè, êâàäðàòè÷íèìè òà
êóái÷íèìè àïðîêñèìàöiÿìè. Ó âñiõ åêñïåðèìåíòàõ îá÷èñëåííÿ ðîçïî÷èíàëèñÿ íà
ðiâíîìiðíié ñiòöi çi 36 ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ i çàâåðøóâàëèñÿ ¨¨ ðiâíîìiðíèì ïîäiëîì
àáî ëîêàëüíèì çãóùåííÿì äî äîñÿãíåííÿ äîïóñòèìîãî ðiâíÿ âiäíîñíî¨ ïîõèáêè (31)
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Òàáëèöÿ 1

ÀÎÏ i ïîðÿäêè çáiæíîñòi àïðîêñèìàöié ÌÑÅ íà ðiâíîìiðíî
çãóùóâàíèõ òðiàíãóëÿöiÿõ

i N(ℑi) Card(ℑi) δi,% δExt
i ,% p pExt k ||ui|| T

0 25 36 348.1 138.7 3.0 6.762 0.135
85 96.1 106.2 1.0 6.007 0.120
181 52.1 77.3 0.7 5.739 0.170

1 85 144 173.5 114.3 1.3 0.3 1.5 5.719 0.081
313 72.1 81.6 0.5 0.4 0.9 5.726 0.270
685 37.4 50.3 0.5 0.6 0.7 5.699 0.399

2 313 576 86.9 99.3 1.0 0.2 0.9 5.701 0.225
1 201 39.9 57.2 0.7 0.5 0.7 5.701 0.530
2 655 16.6 26.9 1.2 0.9 0.6 5.696 1.227

3 1 201 2 304 44.3 80.0 1.0 0.3 0.6 5.702 0.797
4 705 16.7 33.1 1.3 0.8 0.5 5.696 2.195
10 513 4.4 10.6 1.9 1.3 0.4 5.695 8.264

4 4 705 9 216 22.7 55.4 1.0 0.5 0.4 5.699 3.474
18 625 5.7 14.3 1.5 1.2 0.4 5.695 17.627
41 761 0.8 2.7 2.5 2.0 0.3 5.695 56.151

5 18 625 36 864 11.5 32.2 1.0 0.8 0.4 5.696 16.747
74 113 1.7 4.6 1.8 1.6 0.4 5.695 88.436
166 465 0.1 0.5 2.8 2.6 0.2 5.695 289.976

6 74 113 147 456 5.8 16.9 1.0 0.9 0.3 5.695 83.261
295 681 0.4 1.3 2.0 1.9 0.3 5.695 525.03

7 295 681 589 824 2.9 8.6 1.0 1.0 0.3 5.695 280.622
1 181 185 0.1 0.3 2.0 2.0 0.3 5.695 3479.03

8 1 181 185 2 359 296 1.5 4.3 1.0 1.0 0.3 5.695 1109.33
9 4 721 665 9 437 184 0.7 2.1 1.0 1.0 0.3 5.695 15672.75

ç TOL = 1%. Ðèñ. 4 äåìîíñòðó¹ êóñêîâî êóái÷íó àïðîêñèìàöiþ, îá÷èñëåíó íà
÷åòâåðòîìó êðîöi àäàïòóâàííÿ íà ïðîìiæíié ñiòöi çi 299 ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ (ðiâåíü
âiäíîñíî¨ ïîõèáêè 16.6%).

Äåÿêi õàðàêòåðèñòèêè íàáëèæåíü, îá÷èñëåíèõ íà ïîñëiäîâíîñòi ðiâíîìiðíî çãó-
ùóâàíèõ ñiòîê äî äîñÿãíåííÿ òî÷íîñòi ç äîïóñòèìîþ ïîõèáêîþ TOL = 1%, ïîäàíî
â òàáë. 1. Òóò i − êðîê çãóùåííÿ ñiòêè, ℑi − òðiàíãóëÿöiÿ îá÷èñëåíà íà i-ìó êðîöi
çãóùåííÿ, N(ℑi) − êiëüêiñòü âóçëiâ òðiàíãóëÿöi¨ ℑi, Cardi = Card(ℑi) − êiëüêiñòü
åëåìåíòiâ òðiàíãóëÿöi¨ ℑi, δi = ||εi|| · ||ui||−1100% òà δExt

i = ||ei|| · ||u||−1100% −
âiäíîñíi ïîõèáêè àïðîêñèìàöi¨, îá÷èñëåíi ç âèêîðèñòàííÿì íîðì ïðîñòîðó H1(ℑi),

p = 2 ln(||εi|| · ||εi+1||−1)/ ln(Cardi+1Card
−1
i ),

pExt = 2 ln(||ei|| · ||ei+1||−1)/ ln(Cardi+1Card
−1
i )

� ïîðÿäêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi ÀÎÏ òà iñòèííî¨ ïîõèáêè, îá÷èñëåíi ç âèêîðèñòàííÿì
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Ðèñ. 7. Êóái÷íi àïðîêñèìàöi¨, Card(ℑ8) = 869

áiæó÷î¨ i ïîïåðåäíüî¨ ñiòêè, k = ||εi|| · ||ei||−1 − iíäåêñ åôåêòèâíîñòi ÀÎÏ,

||ui||2 =

∫
Ω

(u2i + |∇ui|2)dx

� íîðìà àïðîêñèìàöi¨ îá÷èñëåíà â ïðîñòîði H1(ℑi), T − ñóìàðíèé ÷àñ (â ñåêóíäàõ),
íåîáõiäíèé äëÿ çäiéñíåííÿ îäíi¹¨ iòåðàöi¨ (ôîðìóâàííÿ òà ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè
ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü, îá÷èñëåííÿ iíäèêàòîðiâ ïîõèáîê i çãóùåííÿ ñiòêè).
Äëÿ êîæíîãî êðîêó i ó ïåðøîìó ðÿäêó ïîäàíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü ç êóñêîâî
ëiíiéíèìè àïðîêñèìàöiÿìè, äðóãîìó i òðåòüîìó � êâàäðàòè÷íèìè òà êóái÷íèì, âiä-
ïîâiäíî (ÿêùî òàêi âèêîíóâàëèñÿ).

Íàáëèæåíi ðîçâ'ÿçêè ç çàäîâiëüíîþ òî÷íiñòþ îòðèìàíî çà 9 êðîêiâ ðiâíîìiðíîãî
çãóùåííÿ ñiòêè, ÿêà ìiñòèòü 9437184 òðèêóòíèêiâ ç ëiíiéíîþ àïðîêñèìàöi¹þ, çà 7
êðîêiâ íà ñiòöi çi 598824 ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ ç êâàäðàòè÷íîþ àïðîêñèìàöi¹þ òà çà
5 êðîêiâ íà ñiòöi çi 36864 ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ ç êóái÷íîþ àïðîêñèìàöi¹þ.

Çàóâàæèìî, ùî øâèäêiñòü çáiæíîñòi êîæíî¨ ç îá÷èñëåíèõ ïîñëiäîâíîñòåé íàáëè-
æåíü õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ïîêàçíèêàìè, ÿêi äóæå äîáðå óçãîäæóþòüñÿ àñèìïòîòè÷íè-
ìè çíà÷åííÿìè, ÿêi ïåðåäáà÷åíi àïðiîðíèìè îöiíêàìè ç âèêîðèñòàííÿì íîðì ïðîñòî-
ðó Ñîáîë¹âà H1(Ω). Çàðàçîì óñi âæèòi ÀÎÏ îá÷èñëþþòü íà ðiâíîìiðíî çãóùóâàíèõ
ñiòêàõ íèæíi ìåæi iñòèííî¨ ïîõèáêè ç iíäåêñàìè åôåêòèâíîñòi, çíà÷åííÿ ÿêèõ êîëè-
âàþòüñÿ â îêîëi âåëè÷èíè 0.3.

Âiäïîâiäíi õàðàêòåðèñòèêè ïîñëiäîâíîñòåé h-àäàïòèâíèõ íàáëèæåíü ïîäàíî â
òàáë. 2. Ùîá îá÷èñëèòè íàáëèæåíi ðîçâ'ÿçêè ç çàäàíîþ òî÷íiñòþ, h-àäàïòèâíà
ñõåìà ç ëiíiéíèìè àïðîêñèìàöiÿìè âèòðàòèëà 18 êðîêiâ àäàïòóâàííÿ ñiòêè, ç êâàä-
ðàòè÷íèìè àïðîêñèìàöiÿìè � 11 êðîêiâ, ç êóái÷íèìè àïðîêñèìàöiÿìè � 8 êðîêiâ.
Çàçíà÷èìî, ùî ïîðÿäêè çáiæíîñòi iñòèííèõ ïîõèáîê òà ÀÎÏ âñiõ àäàïòèâíèõ àï-
ðîêñèìàöié âèùi (÷àñîì çíà÷íî âèùi!) âiä òåîðåòè÷íî î÷iêóâàíèõ. Öå ÿâèùå
âiäîìå â ëiòåðàòóði ïiä íàçâîþ ñóïåðçáiæíîñòi. Òàêîæ âàðòî çàçíà÷èòè, ùî äëÿ
äîñÿãíåííÿ çàäàíîãî ðiâíÿ òî÷íîñòi h-àäàïòèâíi ñõåìè ïîòðåáóþòü â ðàçè ìåíøå
ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ, íiæ ïðè ðiâíîìiðíîìó çãóùåííi ñiòêè. Ðèñ. 5-7 äåìîíñòðóþòü
îñòàòî÷íi ñiòêè ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ, ñêîíñòðóéîâàíi h-àäàïòèâíèìè ñõåìàìè. Äîá-
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Òàáëèöÿ 2

ÀÎÏ i ïîðÿäêè çáiæíîñòi h-àäàïòèâíèõ àïðîêñèìàöié

i N(ℑi) Card(ℑi) δi,% δExt
i ,% p pExt k ||ui|| T

0 25 36 348.1 138.7 3.0 6.762 0.141
85 96.1 106.2 1.0 6.007 0.195
181 52.1 77.3 0.7 5.739 0.416

1 49 72 251.1 143.7 0.8 -0.1 2.2 7.104 0.181
169 72 81.0 104.3 0.5 0.1 0.8 5.906 0.249
349 70 48.8 75.9 0.2 0.1 0.7 5.731 0.725

2 85 144 173.5 114.3 1.7 0.6 1.5 5.719 0.247
313 143 72.1 81.6 0.4 0.7 0.9 5.686 0.338
649 136 37.4 50.3 0.8 1.2 0.7 5.699 0.861

3 168 287 130.0 114.5 0.8 0.0 1.2 5.791 0.328
596 277 42.3 76.7 1.6 0.2 0.6 5.709 0.358
946 198 26.2 45.0 1.9 0.6 0.6 5.698 1.233

4 310 570 86.9 99.3 1.2 0.4 0.9 5.701 0.513
912 435 39.9 57.2 0.3 1.3 0.7 5.694 0.529
1 402 299 16.6 26.9 2.2 2.5 0.6 5.696 1.951

5 446 816 64.8 94.5 1.6 0.3 0.7 5.707 0.625
1 328 631 20.6 46.4 3.6 1.1 0.4 5.698 0.764
1 981 420 9.9 18.7 3.0 2.2 0.5 5.695 2.295

6 693 1 308 44.3 80.0 1.6 0.7 0.6 5.697 0.756
1 763 848 16.7 33.1 1.5 2.3 0.5 5.695 0.904
2 575 552 4.4 10.6 5.9 4.1 0.4 5.695 3.498

7 954 1 782 32.5 66.2 2.0 1.2 0.5 5.701 0.958
2 362 1 125 8.4 20.7 4.9 3.3 0.4 5.695 1.279
3 349 711 2.4 4.9 4.7 6.0 0.5 5.695 3.763

8 1 235 2 344 22.7 55.4 2.6 1.3 0.4 5.696 1.202
2 958 1 423 5.7 14.3 3.2 3.2 0.4 5.695 1.685
4 060 869 0.8 2.7 10.9 6.0 0.3 5.695 1.670

9 1 633 3 049 16.3 38.2 2.5 2.8 0.4 5.698 1.468
4 003 1 904 2.7 6.8 5.2 5.1 0.4 5.695 2.491

10 2 152 4 083 11.5 32.2 2.4 1.2 0.4 5.696 1.870
5 017 2 410 1.7 4.7 4.1 3.3 0.4 5.695 4.494

11 3 157 5 917 8.2 19.8 1.8 2.6 0.4 5.695 2.816
6 556 3 113 0.8 2.6 5.9 4.7 0.3 5.695 3.935

12 4 743 9 083 5.8 16.9 1.6 0.7 0.3 5.695 4.004

13 7 584 14 431 4.1 9.9 1.5 2.3 0.4 5.695 6.437

14 11 918 23 089 2.9 8.6 1.5 0.6 0.3 5.695 10.844

15 19 161 36 972 2.1 5.0 1.4 2.3 0.4 5.695 18.175

16 29 344 57 307 1.5 4.4 1.5 0.6 0.3 5.695 27.445

17 44 161 85 978 1.1 2.8 1.4 2.2 0.4 5.695 43.028

18 61 177 119 917 0.9 2.5 1.4 0.7 0.4 5.695 66.135

ðå âèäíî, ùî ç ïåâíîãî êðîêó ëîêàëüíå ïîëiïøåííÿ òðiàíãóëÿöié ñòîñó¹òüñÿ ëèøå
çîíè ïðèìåæîâîãî øàðó ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i, ùî ùå ðàç ñâiä÷èòü ïðî îá÷èñëþâàëüíó
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åôåêòèâíiñòü i íàäiéíiñòü öèõ ñõåì.

Òàáëèöÿ 3

Ñóìàðíi çàòðàòè ÷àñó íà îá÷èñëåííÿ ïîñëiäîâíîñòåé êóñêîâî-ïîëiíîìiàëüíèõ
àïðîêñèìàöié, TOL = 1%

Àïðîêñèìàöi¨ ×àñ ïðè ðiâíîìiðíîìó çãóùåííi ñiòêè ×àñ ïðè h-àäàïòóâàííi

Ëiíiéíi 17167.422 187.173

Êâàäðàòè÷íi 4113.238 17.221

Êóái÷íi 356.187 16.412

Òàáëèöÿ 4

Õàðàêòåðèñòèêè îäåðæàíi ïðè îá÷èñëåííi êóñêîâî-ïîëiíîìiàëüíèõ àïðîêñèìàöié
ÌÑÅ íà ðiâíîìiðíî çãóùóâàíèõ ñiòêàõ, TOL = 1%

i N(ℑi) Card(ℑi) δi,% δExt
i ,% p pExt k ||ui|| T

9 4 721 665 9 437 184 0.7 2.1 1.0 1.0 0.3 5.695 15672.75
7 1 181 185 589 824 0.1 0.3 2.0 2.0 0.3 5.695 3479.03
5 166 465 36 864 0.1 0.5 2.8 2.6 0.2 5.695 289.976

Òàáëèöÿ 5

Õàðàêòåðèñòèêè îäåðæàíi ïðè îá÷èñëåííi êóñêîâî-ïîëiíîìiàëüíèõ
àïðîêñèìàöié ÌÑÅ íà ëîêàëüíî çãóùóâàíèõ ñiòêàõ, TOL = 1%

i N(ℑi) Card(ℑi) δi,% δExt
i ,% p pExt k ||ui|| T

18 61 177 119 917 0.9 2.5 1.4 0.7 0.4 5.695 66.135
11 6 556 3 113 0.8 2.6 5.9 4.7 0.3 5.695 3.935
8 4 060 869 0.8 2.7 10.9 6.0 0.3 5.695 1.670

ßê i î÷iêóâàëîñÿ, h-àäàïòèâíi êóái÷íi àïðîêñèìàöi¨ äåìîíñòðóþòü äåÿêi ïåðåâàãè
íàä êâàäðàòè÷íèìè òà ëiíiéíèìè, áî äëÿ äîñÿãíåííÿ çàäàíîãî ðiâíÿ ïîõèáêè TOL =
1% ç âèêîðèñòàííÿì êóái÷íèõ àïðîêñèìàöié ñèñòåìà ÌÑÅ ïîòðåáóâàëà îá÷èñëåííÿ
òà ðîçâ'ÿçàííÿ 4060 ðiâíÿíü, ç êâàäðàòè÷íèìè àïðîêñèìàöiÿìè � 6556 ðiâíÿíü (ùî â
ïiâòîðà ðàçà áiëüøå), à ç âèêîðèñòàííÿì ëiíiéíèõ � 61117 ðiâíÿíü (ùî â ï'ÿòíàäöÿòü
ðàçiâ áiëüøå âiä êóái÷íèõ àïðîêñèìàöié).

Ó òàáë. 3 ïîäàíî ñóìàðíi çàòðàòè ÷àñó äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ç äîñÿãíåííÿì
çàäàíî¨ âiäíîñíî¨ ïîõèáêè ç TOL = 1%. Çàãàëüíi çàòðàòè ÷àñó êóñêîâî ëiíiéíèõ
àïðîêñèìàöié ñòàíîâëÿòü ìàéæå 5 ãîäèí îá÷èñëåíü ç ðiâíîìiðíèì çãóùåííÿì ñiòêè,
òðîõè áiëüøå ãîäèíè äëÿ êâàäðàòè÷íèõ i áëèçüêî 6 õâèëèí äëÿ êóái÷íèõ, ùî ó
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50 ðàçiâ øâèäøå íiæ äëÿ ëiíiéíèõ àïðîêñèìàöié òà â 10 ðàçiâ øâèäøå íiæ äëÿ
êâàäðàòè÷íèõ. Ïðè h-àäàïòèâíîìó çãóùåííi ñiòêè ÷àñ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i
ñêîðîòèâñÿ â êiëüêà äåñÿòêiâ ðàçiâ äëÿ âñiõ òðüîõ  àòóíêiâ àïðîêñèìàöié, ïðè÷îìó
ïåðåâàãè êóái÷íèõ àïðîêñèìàöié íàä êâàäðàòè÷íèìè çà öi¹þ ÷àñîâîþ õàðàêòåðèñ-
òèêîþ âèäàþòüñÿ íåñóòò¹âèìè.

Ó òàáë. 4 i 5 íàâåäåíî ïîðiâíÿííÿ ðåçóëüòàòiâ àïðîêñèìàöié ðiçíèõ ïîðÿäêiâ.

11. Âèñíîâêè

Ðîçãëÿíóòî ìåòîäèêó çíàõîäæåííÿ ÷èñëîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ äâîâèìiðíèõ êðàéîâèõ
çàäà÷ äèôóçi¨-àäâåêöi¨-ðåàêöi¨, â òiì ÷èñëi i ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ, çà äîïîìîãîþ
êóñêîâî-ïîëiíîìiàëüíèõ (ëiíiéíèõ, êâàäðàòè÷íèõ àáî êóái÷íèõ) àïðîêñèìàöié ÌÑÅ
íà òðèêóòíèêàõ, à òàêîæ ¨õíiõ h-àäàïòèâíèõ âåðñié íà ïiäñòàâi âiäïîâiäíèõ ïîåëå-
ìåíòíî âèçíà÷åíèõ ïîëiíîìiàëüíèõ ÀÎÏ i ñòðàòåãié ëîêàëüíîãî ïîëiïøåííÿ òðiàí-
ãóëÿöié ìåòîäîì áiñåêöié. Âií ïðîñòèé ó ðåàëiçàöi¨ i ãàðàíòó¹ çáiæíiñòü ïðîöåñó
h-àäàïòóâàííÿ, áî äà¹ çìîãó êîíñòðóþâàòè ïîñëiäîâíiñòü âêëàäåíèõ ïiäïðîñòîðiâ
àïðîêñèìàöié, ùî òàêîæ ãàðàíòó¹ çáiæíiñòü îá÷èñëåíèõ íàáëèæåíü äî òî÷íîãî
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i.

Ñêîíñòðóéîâàíi ÀÎÏ äàþòü çìîãó øâèäêî, íàäiéíî é åôåêòèâíî îá÷èñëþâàòè
îöiíêè ïîõèáîê àïðîêñèìàöié ÌÑÅ íà ðiâíîìiðíèõ i íà ëîêàëüíî ïîëiïøóâàíèõ
ñiòêàõ. Îñîáëèâîñòÿìè ïðîïîíîâàíèõ ÀÎÏ ¹ ïðèäàòíiñòü äëÿ íàäiéíîãî êîíòðîëþ
ïîõèáîê ó ïðîöåñi îá÷èñëåíü àïðîêñèìàöié ÌÑÅ òà ìîæëèâiñòü âèêîðèñòàííÿ ¨õíiõ
iíäèêàòîðiâ äëÿ àäàïòóâàííÿ òðiàíãóëÿöié. Âèêîðèñòàíèé êðèòåðié àäàïòóâàííÿ
ñiòêè ó âñiõ ñõåìàõ îði¹íòîâàíèé íà äîñÿãíåííÿ ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó ïîõèáîê íå
âèùå çàäàíîãî ðiâíÿ íà óñiõ ñêií÷åííèõ åëåìåíòàõ ñiòêè. Îá÷èñëþâàëüíi åêñïåðè-
ìåíòè ïiäòâåðäæóþòü íàäiéíiñòü òà åôåêòèâíiñòü ïðîïîíîâàíèõ àïîñòåðiîðíèõ îöi-
íþâà÷iâ ïîõèáîê òà ¨õíüîãî çàñòîñóâàííÿ â ñèñòåìàõ êåðóâàííÿ ïðîöåñàìè ëîêàëü-
íîãî àäàïòóâàííÿ áiæó÷èõ òðiàíãóëÿöié.

ßê çàñâiä÷èâ àíàëiç ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàòiâ, êóñêîâî êâàäðàòè÷íi òà êóái÷íi àïðîê-
ñèìàöi¨ ÌÑÅ äàþòü çìîãó îäåðæóâàòè ÿêiñíi íàáëèæåííÿ ç íàáàãàòî ìåíøèìè îá÷èñ-
ëþâàëüíèìè âèòðàòàìè, íiæ ëiíiéíi.
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This paper is devoted the quali�ed solution of singularly perturbed two-dimensional
di�usion-advection-reaction boundary value problem by using �nite element method. Our
numerical schemes use piecewise linear or piecewise quadratic or piecewise cubic approxi-
mations on triangular �nite element meshes. In each of these cases to control the accuracy
of the computed �nite element approximations we suppose elementwise polynomial a pos-
teriori error estimators, which allow reliable calculate the lower bounds of the true �nite
element errors. Each used estimator is a speci�c polynomial of an order higher than the
approximation it estimates. These estimators de�ne control systems for h-adaptive �nite
element schemes, which locally re�ne triangulations by using a bisection method. The
latter constructs a sequence of nested meshes, which in turn guarantees the convergence of
the �nite element approximations with a predeterminated error tolerance. The supercon-
vergence, reliability and e�ciency of the proposed h-adaptive �nite element schemes are
illustrated by the numerical modeling results.

Key words: di�usion-advection-reaction problem, �nite element method, a posteriori error
estimator, h-adaptive scheme, bisection method.


