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Ðîçãëÿíóòî âèêîðèñòàííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ó äîñëiäæåííi ðîñòó ðàêî-

âèõ ïóõëèí. Îñíîâíó óâàãó ïðèäiëåíî ÷èñåëüíîìó äîñëiäæåííþ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi

Øåððàòòà-×àïëåíà, ÿêà îïèñó¹òüñÿ ÿê ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à äëÿ ñèñòåìè íåëiíié-

íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Òàêîæ àâòîðè çàçíà÷àþòü, ùî iñíóþòü ðiçíi ïiäõîäè

äëÿ ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñó òà ïîäàþòü ñòàòòi òà ëiòåðàòóðó, ÿêi ¨õ îïèñóþòü. Äëÿ

÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i çàñòîñîâó¹òüñÿ ìåòîä ñêií÷åííèõ ðiçíèöü. Íàãîëî-

øåíî íà âàæëèâîñòi ðîçóìiííÿ ïðîöåñiâ, ùî âiäáóâàþòüñÿ ó ðàêîâèõ ïóõëèíàõ, òà

ïîòðåáó â ðîçðîáöi åôåêòèâíèõ ìåòîäiâ ¨õ ëiêóâàííÿ. Â ðîçäiëi ïðî ôîðìóëþâàí-

íÿ ìîäåëi àâòîðè îïèñóþòü ðiçíi òèïè êëiòèí i ôîðìóëþþòü ïðîáëåìó çà äîïîìî-

ãîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ðîçêðèâà¹òüñÿ çíà÷åííÿ äîñëiäæåííÿ ðàêó òà ðîëi

îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè ó öié ãàëóçi, çîêðåìà, âèêîðèñòàííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäå-

ëþâàííÿ äëÿ ïðîãíîçóâàííÿ çìiíè ðîçìiðó ðàêîâèõ êëiòèí. Äåòàëüíî ðîçãëÿíóòî

ïðèïóùåííÿ òà óìîâè, ÿêå âèêîðèñòîâóþòü ó ìîäåëi, çîêðåìà, âïëèâ íàñè÷åííÿ

ïóõëèíè ïîæèâíèìè ðå÷îâèíàìè òà âçà¹ìîäiþ ðiçíèõ òèïiâ êëiòèí. ×èñåëüíà ðåà-

ëiçàöiÿ ìîäåëi âiäáóâà¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïàêåòà OCTAVE, äå çàçíà÷åíî âèêîðèñòàíi

ôóíêöi¨ òà ïàðàìåòðè, òàêi ÿê êîíöåíòðàöiÿ íóòði¹íòiâ, à òàêîæ ðîçêðèâà¹òüñÿ çàñòî-

ñóâàííÿ ìåòîäó ñêií÷åííèõ ðiçíèöü äëÿ äèñêðåòèçàöi¨. Ðåçóëüòàòè íàäàíi ó âèãëÿäi

ãðàôiêiâ, ÿêi iëþñòðóþòü äèíàìiêó ðîçïîäiëó ùiëüíîñòi ðiçíèõ òèïiâ êëiòèí ó ïóõëèíi

ç ÷àñîì. Öi ãðàôiêè âiçóàëiçóþòü ÿê ïðîëiôåðóþ÷i, ñïîêiéíi òà íåêðîòè÷íi êëiòèíè

âçà¹ìîäiþòü i ðîçâèâàþòüñÿ ó ìåæàõ îáëàñòi ïóõëèíè. Âèêîíàíî àíàëiç âiäíîñíèõ

ïîõèáîê, ÿêi ïîäàíi ó âèãëÿäi òàáëèöü äëÿ ðiçíèõ ÷àñîâèõ òà ïðîñòîðîâèõ êðîêiâ. Ó

âèíîâêó ïiäñóìîâóþòüñÿ ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ òà îáãîâîðþþòüñÿ íåäîëiêè ìåòîäó

ñêií÷åííèõ ðiçíèöü ó ñêëàäíèõ ãåîìåòðè÷íèõ îáëàñòÿõ i âàæëèâiñòü ðîçâèòêó ìàòåìà-

òè÷íèõ ìîäåëåé äëÿ ðîçóìiííÿ òà ëiêóâàííÿ ðàêó.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ðàê, ðàêîâi êëiòèíè, ìîäåëþâàííÿ ðîñòó ðàêîâèõ ïóõëèí, ìàòåìàòè÷-

íà ìîäåëü Øåððàòòà-×àïëåíà.

1. Âñòóï

Ðàêîâi ïóõëèíè ¹ îäíi¹þ ç íàéáiëüø âàæëèâèõ i àêòóàëüíèõ ïðîáëåì ñó÷àñíî¨
ìåäèöèíè. Êîæåí ðiê ó ñâiòi ïîíàä 9 ìiëüéîíiâ îñiá ïîìèðà¹ âiä ðàêó, ùî òàêîæ
ñòâîðþ¹ çíà÷íå ñîöiàëüíå é åêîíîìi÷íå íàâàíòàæåííÿ íà ñóñïiëüñòâî. Ó íàø ÷àñ
äîñëiäæåííÿ ðàêó îòðèìóþòü ñâié iìïóëüñ çàâäÿêè ñïiâïðàöi â ìåæàõ áàãàòüîõ
íàóêîâèõ äèñöèïëií. Áàãàòî â÷åíèõ ïðàöþþòü íàä ïðîáëåìîþ ðàêó, âíîñÿ÷è ñâié
âêëàä ó áîðîòüáó ç öi¹þ õâîðîáîþ. Ñåðåä íèõ ìîæíà âèäiëèòè iìåíà òàêèõ â÷åíèõ,
ÿê Ì.×àïëåí [1, 2], Ã. Åíäåðëiíã, À.Àíäåðñîí, Â.Êðiñòiíi [3�5], À.Ôðiäìàí [6] òà
áàãàòüîõ iíøèõ, ¨õíi äîñëiäæåííÿ ñòàëè êëþ÷îâèìè äëÿ âèâ÷åííÿ ðàêó òà ðîçðîáêè
íîâèõ ìåòîäiâ ëiêóâàííÿ.
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Ñó÷àñíà êîìï'þòåðíà ìàòåìàòèêà âiäêðèâà¹ íîâi ìîæëèâîñòi â äîñëiäæåííi ðàêó.
Çàñòîñóâàííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ äîïîìîãà¹ ó ïðîãíîçóâàííi ïîøèðåííÿ
ðàêîâèõ êëiòèí, äå âðàõîâóþòüñÿ òàêi ôàêòîðè: ñòðàòåãi¨ äiàãíîñòèêè òà ëiêóâàííÿ,
ìiæêëiòèííi âçà¹ìîäi¨ òà iìóííi âiäãóêè. Äëÿ ìîäåëþâàííÿ çàçâè÷àé âèêîðèñòîâó-
þòü äâà ïiäõîäè: ïåðøèé  ðóíòó¹òüñÿ íà ïîáóäîâi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé íà ïiäñòàâi
çàäà÷i Êîøi, äðóãèé � ïåðåäáà÷à¹ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ íà
ïiäñòàâi äèôåðåíöiéíèõ îïåðàòîðiâ. Ìîæíà îïèñàòè ïåðåâàãè òà íåäîëiêè êîæíîãî
ç ìåòîäiâ.

Ïåðåâàãà ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé íà ïiäñòàâi çàäà÷i Êîøi ïîëÿãà¹ ó ãíó÷êîñòi,
öåé ïiäõiä äà¹ çìîãó ñòâîðþâàòè äåòàëiçîâàíi ìîäåëi, âðàõîâóþ÷è ðiçíi ôiçiîëîãi÷íi
òà áiîõiìi÷íi ïðîöåñè, ÿêi âiäáóâàþòüñÿ â ðàêîâèõ êëiòèíàõ. Ìîæíà âðàõóâàòè ðiçíi
ïàðàìåòðè é óìîâè äëÿ ìîäåëþâàííÿ ðîñòó òà ïîøèðåííÿ ïóõëèíè, ùî òàêîæ äà¹
ïiäñòàâè îòðèìàòè áiëüøå iíôîðìàöi¨ ïðî äèíàìiêó ðàêîâîãî ïðîöåñó òà åôåêòèâ-
íiñòü ïîòåíöiéíèõ òåðàïåâòè÷íèõ ñòðàòåãié. Íåäîëiêîì öüîãî ïiäõîäó ¹ òå, ùî
ìîäåëi, ïîáóäîâàíi íà ïiäñòàâi çàäà÷i Êîøi, ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü ñïðîùåíi ïðè-
ïóùåííÿ òà àïðîêñèìàöi¨, ùîá çàáåçïå÷èòè àíàëiòè÷íi àáî ÷èñåëüíi ðîçâ'ÿçêè. Öå
ìîæå ñïðè÷èíÿòè íåäîñòàòíþ òî÷íiñòü i âòðàòó äåòàëåé. Òàêîæ ïiäõiä íå âðàõîâó¹
ïðîñòîðîâèé ðîçïîäië êëiòèí àáî ôiçè÷íó ñòðóêòóðó ïóõëèíè.

Ïðîòå ïåðøèé ïiäõiä äîïîìàãà¹ øâèäøå, ïðîñòiøå ðîçâ'ÿçóâàòè ïðîáëåìó. Ìè
äîñëiäæóâàëè ìîäåëü, ÿêó çàïðîïîíóâàâ Øåððàòò i ×àïëåí [1]. Âîíà  ðóíòó¹òüñÿ íà
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿõ ç ÷àñòêîâèìè ïîõiäíèìè, ÿêi îïèñóþòü ðiñò, ðóõ i ñìåðòü
ïóõëèíè, ùî ñóïðîâîäæó¹òüñÿ ïîòîêîì íóòði¹íòiâ äî íå¨. Äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçóâàííÿ
âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä ñêií÷åííèõ ðiçíèöü.

Ïëþñè äðóãîãî ïiäõîäó áàçóþòüñÿ íà âðàõóâàííi ïðîñòîðîâî¨ ñòðóêòóðè ïóõëèíè
òà ðîçïîäiëó êëiòèí, ó çâ'ÿçêó ç ÷èì ìîæíà ìîäåëþâàòè äèôóçiþ, ðîç÷èíåííÿ òà iíøi
ïðîöåñè, ÿêi âiäáóâàþòüñÿ â ïðîñòîði.

Íåäîëiêè öüîãî ïiäõîäó ïîëÿãàþòü ó ñêëàäíîñòi ðîçâ'ÿçàííÿ òàêîãî âèäó çàäà÷
òà çàëåæíîñòi ìîäåëåé âiä åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ ùîäî ðîçìiðó ïóõëèíè, ïðîñòî-
ðîâèõ âëàñòèâîñòåé òà iíøèõ ïàðàìåòðiâ, îòðèìàííÿ ÿêèõ ¹ íåòðèâiàëüíîþ çàäà÷åþ.

2. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i

Ñïî÷àòêó äàìî îçíà÷åííÿ ðiçíèì âèäàì êëiòèí i ðîçãëÿíåìî ¨õ ñõåìàòè÷íî.

• Ïðîëiôåðóâàëüíà êëiòèíà � öå êëiòèíà, ÿêà àêòèâíî ðîçìíîæó¹òüñÿ øëÿõîì
äiëåííÿ. Ó êîíòåêñòi ðàêó, ïðîëiôåðóþ÷i êëiòèíè âiäiãðàþòü êëþ÷îâó ðîëü
ó íåîáìåæåíîìó ðîñòi òà ïîøèðåííi ïóõëèíè. Âîíè âòðà÷àþòü çäàòíiñòü äî
íîðìàëüíîãî ðåãóëþâàííÿ êëiòèííîãî öèêëó òà ìîæóòü ïðîäîâæóâàòè äiëè-
òèñü áåç îáìåæåíü, ùî ñïðèÿ¹ íàêîïè÷åííþ àíîìàëüíèõ êëiòèí i óòâîðåííþ
ïóõëèíè.

• Ñïîêiéíà êëiòèíà � öå êëiòèíà, ÿêà íå ðîçìíîæó¹òüñÿ àáî ðîáèòü öå ïîâiëüíî
â îðãàíiçìi. Âîíà ïåðåáóâà¹ â ñòàíi áåçäiÿëüíîñòi òà âèêîíó¹ ñâî¨ ôóíêöi¨ áåç
iíòåíñèâíîãî äiëåííÿ.

• Íåêðîòè÷íà êëiòèíà � öå êëiòèíà, ùî âòðà÷à¹ ñâîþ æèòò¹çäàòíiñòü i íå ìîæå
âèêîíóâàòè ñâî¨ ôóíêöi¨. Ó êîíòåêñòi ðàêîâî¨ ïóõëèíè, íåêðîç ìîæå âèíèêàòè
âíàñëiäîê íåäîñòàòíüîãî ïîñòà÷àííÿ êðîâi òà ïîæèâíèõ ðå÷îâèí äî ïóõëèíè
àáî ÷åðåç øâèäêå çðîñòàííÿ êëiòèí.

Ïîçíà÷èìî ùiëüíiñòü ïðîëiôåðóâàëüíèõ, ñïîêiéíèõ i íåêðîòè÷íèõ êëiòèí, âiäïî-
âiäíî: p(x, t), q(x, t), n(x, t), äå ïàðàìåòð t öå ÷àñ i ïàðàìåòð x � êîîðäèíàòà ïðîñòîðó.
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Ðèñ. 1. Ñõåìàòè÷íå çîáðàæåííÿ ïóõëèíè: 1 � ïðîëiôåðóâàëüíèé øàð;
2 � øàð ñïîêiéíèõ êëiòèí; 3 � íåêðîòè÷íå ÿäðî

Ùiëüíå ñåðåäîâèùå õàðàêòåðèçó¹òüñÿ âèñîêîþ êîíöåíòðàöi¹þ ôiáðîçíîãî ìàòå-
ðiàëó, ãëiêîïðîòå¨íiâ òà iíøèõ åëåìåíòiâ. Öå ìîæå óòðóäíþâàòè ðóõ êëiòèí i
âçà¹ìîäiþ ç äîâêîëèøíiìè ñòðóêòóðàìè. Êðiì òîãî, ùiëüíå ñåðåäîâèùå ìîæå
ñòâîðþâàòè ìåõàíi÷íèé òèñê íà êëiòèíè ïóõëèíè, ùî ñïðèÿ¹ çìiíàì ó ¨õíié ìîð-
ôîëîãi¨ òà ôóíêöi¨. Ó öèõ ñåðåäîâèùàõ ðóõ êëiòèíè îáìåæåíèé i öå ÿâèùå iìåíó¹òüñÿ
êîíòàêòíèì ãàëüìóâàííÿì ìiãðàöi¨. Ïðèïóùåíî, ùî ïîïóëÿöi¨ êëiòèí ìàþòü îäíàêî-
âó çäàòíiñòü äî ðóõó, òîìó óìîâè ðóõó ïðîëiôåðóâàëüíèõ i ñïîêiéíèõ êëiòèí çàäàíî
ÿê

d

dx

(
p

p+ q

d(p+ q)

dx

)
.

Ó ìîäåëi âèçíà÷åíî, ùî ïðîëiôåðóâàëüíi êëiòèíè ðîñòóòü iç øâèäêiñòþ, ÿêà
îáìåæåíà çàãàëüíîþ ïîïóëÿöi¹þ ïóõëèíè. Ïðîëiôåðóâàëüíà êëiòèíà ìîæå ñòàòè
ñïîêiéíîþ çi øâèäêiñòþ, ùî áóäå çàëåæàòè âiä êîíöåíòðàöi¨ c(x, t) ïîæèâíèõ ðå÷î-
âèí. Ñïîêiéíi êëiòèíè âiäìèðàþòü ç ïåâíîþ øâèäêiñòþ, ùî çàëåæèòü âiä c(x, t).

Ïðîöåñ ðîñòó îïèñó¹òüñÿ ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (1)

dp

dt
=

d

dx

(
p

p+ q

d(p+ q)

dx

)
+ g(c)p(1− p− q − n)− f(c)p,

dq

dt
=

d

dx

(
q

p+ q

d(p+ q)

dx

)
+ f(c)p− h(c)q,

dn

dt
= h(c)q.

(1)

Òóò ñïðîùåíî ïðîöåñ ðîçãëÿäà¹òüñÿ â îäíîâèìiðíié ïðîñòîðîâié îáëàñòi. Îáëàñòü
¹ îáìåæåíîþ äåÿêèì iíòåðâàëîì íà îñi x, íàïðèêëàä, âiä 0 äî L, äå L � äîâæèíà
ïóõëèíè. Ìîäåëü ïîòðåáó¹ çàäàíèõ ôóíêöié f(c), g(c) òà h(c). Òàêîæ çàäàþòüñÿ
ïî÷àòêîâi óìîâè òà ãðàíè÷íi óìîâè. Ââàæà¹ìî, ùî ïðè t = 0 âèêîíóþòüñÿ ñïiââiä-
íîøåííÿ

q(x, 0) = 0, n(x, 0) = 0, p(x, 0) = e0.1x. (2)

Òàêîæ ïðèéìåìî, ùî êîíöåíòðàöiÿ ó âñiõ òî÷êàõ äîðiâíþ¹ îäèíèöi.
Ïðèïóñòèìî, ùî íà ãðàíèöi âèêîíóþòñüÿ óìîâè

dp

dx
= 0,

dq

dx
= 0,

dn

dx
= 0. (3)
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Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó ùiëüíî¨ ïîïóëÿöi¨ g(0) = 1, à ôóêíöi¨ f òà g ¹ ñïàäíèìè
ôóíêöiÿìè, ùî ïðÿìóþòü äî íóëÿ. Ôóíêöiÿ êîíöåíòðàöi¨ c ïðÿìó¹ äî +∞, êîëè g �
çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ.

Ââàæàòèìåìî, ùî øâèäêiñòü êëiòèí, ÿêi ïåðåõîäÿòü ó ñïîêiéíèé ñòàí, ¹ âèùîþ,
íiæ øâèäêiñòü êëiòèí, ÿêi âiäìèðàþòü, òîáòî f(c) > h(c). Êîíöåíòðàöiþ ïîæèâíèõ
ðå÷îâèí ìîæíà çàäàòè ó ôîðìi, ÿêó çàïðîïîíóâàâ Øåððàòò i ×àïëåí [1]

c =
c0

γ + p

(
1− α(p+ q + n)

)
,

äå α, γ � öå êîíñòàíòè, ùî âiäïîâiäàþòü øâèäêîñòi ïîäiëó òà ðiâíþ àïîïòîçó,
âiäïîâiäíî.

Îòæå, ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü öi¹¨ çàäà÷i ìîæå áóòè îïèñàíà ðiâíÿííÿìè (1), ïî-
÷àòêîâèìè óìîâàìè (2) òà ãðàíè÷íèìè óìîâàìè (3)

Äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàñòîñó¹ìî ìåòîä ñêií÷åííèõ ðiçíèöü. Äëÿ äèñêðåòèçàöi¨
ðîçâ'ÿçêó âèêîðèñòà¹ìî ïðÿìó ñêií÷åííó ðiçíèöþ äëÿ ÷àñîâî¨ çìiííî¨ òà öåíòðàëüíó
ðiçíèöþ � äëÿ ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨.

Ó ïiäñóìêó îòðèìà¹ìî

pj+1
i = pji +∆t[uj

i + g(cji )p
j
i (1− pji − qji − nj

i )− f(cji )p
j
i ],

qj+1
i = qji +∆t[vji + f(cji )p

j
i − h(cji )q

j
i ],

nj+1
i = nj

i +∆t[h(cji )q
j
i ],

cji =
γ

γ + pji
[1− α(pji + qji + nj

i ],

äå ââåäåíi ïîçíà÷åííÿ

uj
i =

(pji+1 − pji−1)r
j
i (r

j
i+1 − rji−1) + 4pji r

j
i (r

j
i+1 − 2rji + rji−1)− pji (r

j
i+1 − rji−1)

2

4 (∆x)2(rji )
2

,

vji =
(qji+1 − qji−1)r

j
i (r

j
i+1 − rji−1) + 4qji r

j
i (r

j
i+1 − 2rji + rji−1)− qji (r

j
i+1 − rji−1)

2

4 (∆x)2(rji )
2

,

rji = pji + qji .

Ó íàâåäåíèõ âèùå êiíöåâî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿííÿõ ∆t i ∆x íàëåæàòü äî ÷àñîâèõ
êðîêiâ i ïðîñòîðîâèõ iíòåðâàëiâ, à âåðõíié iíäåêñ äëÿ çàëåæíèõ çìiííèõ ñâiä÷èòü
ïðî ÷àñîâèé ðiâåíü i ïðîñòîðîâó ïîçèöiþ.
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3. ×èñåëüíà ðåàëiçàöiÿ

Äëÿ ÷èñåëüíî¨ ðåàëiçàöi¨ ñòâîðåíî ïðîãðàìíèé çàñòîñóíîê ç âèêîðèñòàííÿì ïà-
êåòà OCTAVE.

Ç'ÿñó¹ìî, ÿê áóäóòü îòðèìàíi ÷èñëîâi ðîçâ'ÿçêè çà óìîâîþ, ùî â îïèñàíié ìîäåëi
ìè îáåðåìî ôóíêöi¨

f(c) = (1− tanh(4c− 2))/2

i
h(c) = f(c)/2,

ÿê äîâåäåíî ó [8]. Äëÿ g(c) çàäà¹ìî g(c) = βeβc ç β = 0.5.
Çàçíà÷åíå ïðèïóùåííÿ ïðî ôóíêöiþ êîíöåíòðàöi¨ c(x, t) = 1 ìîæå áóòè çóìîâëå-

íå êîíêðåòíèìè ïðèïóùåííÿìè, ïðèéíÿòèìè àâòîðàìè ïðè ïî÷àòêîâîìó x, ùî
äîðiâíþ¹ íóëþ i ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi. Ç ïîãëÿäó ðåàëiçàöi¨ íå ìîæíà äîïóñòèòè,
ùîá x → ∞. Òîìó íàì ïîòðiáíî âèáðàòè äîñòàòíüî âåëèêå çíà÷åííÿ x. Ïiñëÿ
åêñïåðèìåíòiâ ç ðiçíèìè çíà÷åííÿìè áóëî âèÿâëåíî, ùî x = 205 ¹ äîñòàòíiì äëÿ
òîãî, ùîá äîñëiäæóâàòè çàêîíîìiðíîñòi çìiíè ãóñòèíè êëiòèí.

3.1. ×èñåëüíi åêñïåðèìåíòè

Äëÿ îòðèìàííÿ ðåçóëüòàòiâ áóëî âèêîðèñòàíî ìåòîä ñêií÷åííèõ ðiçíèöü, ÿêèé
¹ ÷èñåëüíèì ìåòîäîì ðîçâ'ÿçêó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî áàçó¹òüñÿ íà çàìiíi
äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ðiçíèöåâèìè îïåðàòîðàìè, iíòåãðàëiâ � ñóìàìè, à íå-
ïåðåðâíèõ ôóíêöié � ôóíêöiÿìè äèñêðåòíîãî àðãóìåíòó. Çàìiíà ñïî÷àòêó ïðè-
âîäèòü äî íåëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü, ÿêi çãîäîì çâîäÿòüñÿ äî ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü.

Ðèñ. 2. Ãðàôiê ðîçïîäiëó ùiëüíîñòi ïðîëiôåðóâàëüíèõ êëiòèí

Çàäà÷à ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ äëÿ íàáîðó ôóíêöié f , g i h, ïðè çàäàíèõ ïî÷àòêîâèõ
i ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü, ÿêi îïèñàíî âèùå. Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ìîæíà çìiíþâàòè
äëÿ ñïîñòåðåæåííÿ òà àíàëiçó ¨õíüîãî âïëèâó íà ðåçóëüòàòè ìîäåëþâàííÿ. ×åðåç
îáìåæåíiñòü îáñÿãó ðîáîòè íàâåäåíî ëèøå îäèí íàáið ðåçóëüòàòiâ (ç α = 0.9, β = 0.5
i γ = 10) i ïîäàíî ó âèãëÿäi ãðàôiêiâ, ÿê çîáðàæåíî íà ðèñ. 2:
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Ðèñ. 3. Ãðàôiê ðîçïîäiëó ùiëüíîñòi ñïîêiéíèõ êëiòèí

Ðèñ. 4. Ãðàôiê ðîçïîäiëó ùiëüíîñòi íåêðîòè÷íèõ êëiòèí

Ç ãðàôiêiâ âèäíî, ùî çáiëüøåííÿ ùiëüíîñòi ïðîëiôåðóâàëüíèõ êëiòèí, ñóïðî-
âîäæó¹òüñÿ âiäïîâiäíîþ êiëüêiñòþ ñïîêiéíèõ êëiòèí çi çáiëüøåííÿì ÷àñó. Ìîæíà
ñïîñòåðiãàòè, ùî íåêðîòè÷íi êëiòèíè ñïî÷àòêó çîñåðåäæåíi â ÿäði, à ç ÷àñîì ïî÷è-
íàþòü ðîçñiþâàòèñÿ äî ïåðèôåði¨ ïóõëèíè. Ïîïðè íàêîïè÷åííÿ íåêðîòè÷íèõ êëiòèí,
ðåãðåñi¨ ïóõëèíè íå ñïîñòåðiãà¹òüñÿ. Öå î÷iêóâàíî, îñêiëüêè ìîäåëü íå îáìåæó¹ àáî
íåäîñòàòíüî îáìåæó¹ ïîòiê íóòði¹íòiâ. Öi ðåçóëüòàòè çáiãàþòüñÿ ç ïðàêòè÷íèìè
äàíèìè â [8]. Ç íåäîëiêiâ ìîæíà çàçíà÷èòè, ùî ïîòî÷íà ìîäåëü, òàê i ðåçóëüòàòè
åêñïåðèìåíòó íå ïîâiäîìëÿþòü ïðî ãðàíè÷íèé îá'¹ì ñôåðî¨äà òà íå âðàõîâóþòü
åôåêòiâ ëiêóâàííÿ, êîíòðîëþ ðîñòó ïóõëèíè. Ãðàôi÷íi ðåçóëüòàòè, çîáðàæåíi íà
ðèñóíêàõ, äåìîíñòðóþòü âiäìiííîñòi â ðîçâèòêó ïóõëèííèõ ñóáïîïóëÿöié ïðîëiôå-
ðóâàëüíèõ, ñïîêiéíèõ i íåêðîòè÷íèõ êëiòèí. Ïðîäîâæóþ÷è àíàëiç ìîäåëi, âàðiþþ÷è
êîåôiöi¹íò ïîæèâíèõ ðå÷îâèí α, ìîæíà âèáðàòè ìåíøå çíà÷åííÿ α (íàïðèêëàä, α =
0.5) äëÿ ïîäàííÿ ïiäâèùåíîãî äîñòóïó äî ïîæèâíèõ ðå÷îâèí, òîäi ñïîñòåðiãà¹òüñÿ
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âèùèé i øâèäøèé ðiñò æèâèõ êëiòèí ïðîòÿãîì áiëüø òðèâàëîãî ïåðiîäó.
Íàäàìî òàáëèöi ïîðàõîâàíèõ çíà÷åíü âiäíîñíèõ ïîõèáîê ó òî÷öi x, çi çìåíøåííÿì

çàôiêñîâàíîãî êðîêó ïî ÷àñó âäâi÷i.
Ó òàáë. 1 íàâåäåìî ðåçóëüòàòè äëÿ ∆t = 0.01.

Òàáëèöÿ 1

Âèïàäîê ∆t = 0.01

õ P Q N

1 1.5302e-13 4.8615e-07 0.96691
2 1.8341e-11 7.0828e-07 0.95031
3 2.4252e-11 9.3413e-07 0.93029

Äëÿ ∆t = 0.005 ðåçóëüòàòè ïîäàíî â òàáë. 2.

Òàáëèöÿ 2

Âèïàäîê ∆t = 0.005

õ P Q N

1 1.5289e-13 4.7719e-07 0.96687
2 1.82467e-11 6.9319e-07 0.95024
3 2.3117e-11 9.1797e-07 0.93018

Ó òàáë. 3 ïðîäåìîíñòðîâàíî âiäíîñíi ïîõèáêè ó âiäñîòêàõ äëÿ âèïàäêó ∆x =
0.005.

Òàáëèöÿ 3

Âiäíîñíi ïîõèáêè ó âiäñîòêàõ äëÿ âèïàäêó ∆x = 0.005

õ ∆P ∆Q ∆N

1 7 1.8 0.004
2 5 2.1 0.007
3 4.7 1.7 0.011

Òàáëèöi ìiñòÿòü ïîðàõîâàíi çíà÷åííÿ âiäíîñíèõ ïîõèáîê çà ôiêñîâàíîãî iíòåðâà-
ëó ÷àñó t, çi çìåíøåííÿì ïðîñòîðîâîãî êðîêó âäâi÷i.
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Ó òàáë. 4 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè äëÿ ∆x = 1.

Òàáëèöÿ 4

Âèïàäîê ∆x = 1

t P Q N

0.01 0.89978 0.016782 3.9422e-05
0.02 0.80766 0.014444 3.22e-05
0.03 0.73302 0.012113 2.4985e-05

Ó òàáë. 5 ïîäàíî ðåçóëüòàòè äëÿ ∆x = 0.5.

Òàáëèöÿ 5

Âèïàäîê ∆x = 0.5

t P Q N

0.01 0.89728 0.016729 3.9318e-05
0.02 0.80214 0.014431 3.12e-05
0.03 0.7291 0.012095 2.4881e-05

Ó òàáë. 6 ïðîäåìîíñòðîâàíî âiäíîñíi ïîõèáêè äëÿ ∆x = 0.5.

Òàáëèöÿ 6

Âiäíîñíi ïîõèáêè äëÿ ∆x = 0.5

t ∆P ∆Q ∆N

0.01 0.003 0.003 0.003
0.02 0.007 0.001 0.031
0.03 0.005 0.0014 0.004

4. Âèñíîâêè

Ïðîäåìîíñòðîâàíî ÷èñåëüíå äîñëiäæåííÿ ðîñòó ðàêîâî¨ ïóõëèíè, ùî îïèñó¹òüñÿ
ìîäåëëþ, ÿêó çàïðîïîíóâàëè Øåððàòò i ×àïëåí [1].×èñåëüíèé ðîçâ'ÿçîê îòðèìàíèé
çà äîïîìîãîþ ñêií÷åííîðiçíèöåâîãî ÷èñåëüíîãî ìåòîäó ïî ÷àñîâié i ïî ïðîñòîðîâié
êîîðäèíàòi. Ïðîâåäåíi ÷èñëîâi åêñïåðèìåíòè, ùî ðåàëiçîâóþòü öåé ïiäõiä â ñåðå-
äîâèùi OCTAVE. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè çàñâiä÷óþòü, ùî çàïðîïîíîâàíà ñõåìà íà
ïðàêòèöi ¹ çáiæíîþ òà ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà äëÿ öüîãî òèïó çàäà÷, îäíàê äëÿ
óçàãàëüíåííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ ïîòðiáíî äîâåñòè öå òåîðåòè÷íî, ùî àâòîðè
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íàäiþòüñÿ âèêîíàòè â ìàéáóòíüîìó, à òàêîæ ïîøèðèòè çàïðîïîíîâàíèé ïiäõiä íà
äâîâèìiðíó îáëàñòü.

Âàðòî íàãîëîñèòè, ùî âiäîìèé òîé ôàêò, ùî ìåòîä ñêií÷åííèõ ðiçíèöü ìà¹ ãiðøó
òî÷íiñòü ó ðàçi âèêîðèñòàííÿ â îáëàñòÿõ çi ñêëàäíîþ ãåîìåòðè÷íîþ ôîðìîþ, íiæ
ìåòîä ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ i ìåòîä ãðàíè÷íèõ åëåìåíòiâ. Òîìó, âðàõîâóþ÷è, ùî
ôîðìà îáëàñòåé ìîæå áóòè ðiçíîþ, ìåòîä ìà¹ îáìåæåíó ìîæëèâiñòü çàñòîñóíêó.
Àëå îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ÿê òåñòîâi äëÿ ïîðiâíÿííÿ i
âåðèôiêàöi¨ ñêëàäíiøèõ ìåòîäiâ.

Áåçóìîâíî, ùî ðîçâèòîê ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ó öié ãàëóçi äóæå âàæëèâèé
äëÿ ðîçóìiííÿ ìåõàíiçìiâ ðàêó, ðîçðîáêè åôåêòèâíèõ ìåòîäiâ ëiêóâàííÿ òà âäîñêî-
íàëåííÿ ñèñòåì äiàãíîñòèêè, ùî ñïðèÿ¹ ïîëiïøåííþ ãëîáàëüíîãî çäîðîâ'ÿ òà ÿêîñòi
æèòòÿ. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè öiêàâi i äëÿ äîñëiäæåííÿ ðiçíèõ ñïîñîáiâ
îïèñó ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé äëÿ ïîäàëüøîãî ¨õ óäîñêîíàëåííÿ òà óçãîäæåííÿ ç
ðåàëüíèìè äàíèìè. Ââàæà¹ìî, ùî ç ïîãëÿäó ðîçâèòêó ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ òà ¨õ
çàñòîñóíêiâ çàäà÷à öiêàâà òà áàãàòîãðàííà, àäæå ó çàãàëüíîìó âèïàäêó îáëàñòi
äîñëiäæåííÿ íåîäíîçâ'ÿçíi, çi ñêëàäíîþ ãåîìåòði¹þ òà íåîäíîðiäíîþ ñòðóêòóðîþ,
à òàêîæ ìîæóòü áóòè ãåòåðîãåííèìè. Êîæåí ç öèõ àñïåêòiâ çîêðåìà âæå ìà¹
ñâî¨ âèêëèêè â ãàëóçi ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ, à â ñóêóïíîñòi âñiõ âàðiàíòiâ ¹ íå
äîñòàòíüî âèâ÷åíîþ ïðîáëåìîþ â òåîðåòè÷íîìó òà â ïðàêòè÷íîìó íàïðÿìi.
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In the article, the use of mathematical modeling in the study of the growth of cancer

tumors is considered. Particular attention is given to the numerical study of the Sherratt-

Chaplain mathematical model, which is described as an initial-boundary value problem for

a system of nonlinear di�erential equations. The authors also note that there are various

approaches to modeling the process and refer to articles and literature that describe them.

The �nite di�erence method is applied to solve this problem numerically. The importance

of understanding the processes occurring in cancer tumors and the need to develop e�ec-

tive methods of their treatment are emphasized. In the section on model formulation, the

authors describe di�erent types of cells and formulate the problem using di�erential equa-

tions. The signi�cance of cancer research and the role of computational mathematics in

this �eld are revealed, in particular, the use of mathematical modeling to predict changes

in the size of cancer cells. The assumptions and conditions used in the model are detailed,

including the e�ect of tumor nutrient saturation and the interaction of di�erent cell types.

The numerical implementation of the model is carried out using the OCTAVE package,

where the used functions and parameters are indicated, such as nutrient concentration,

and the application of the �nite di�erence method for discretization is disclosed. The re-

sults are provided in the form of graphs illustrating the dynamics of the distribution of

di�erent cell types' density in the tumor over time. These graphs visualize how proliferat-

ing, quiescent, and necrotic cells interact and develop within the tumor area. An analysis

of relative errors is performed, presented in tables for di�erent time and space steps. In the

conclusion, the research results are summarized, and the drawbacks of the �nite di�erence

method in complex geometric areas are discussed, as well as the importance of developing

mathematical models for understanding and treating cancer.

Key words: cancer, cancer cells, modeling of cancer tumor growth, Sherratt-Chaplain math-

ematical model.


