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Ìåòîä ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ (ÌÑÅ) çàñòîñîâàíî äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ñèíãóëÿðíî çáó-
ðåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ çi çâè÷àéíèìè äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè äðóãîãî ïîðÿä-
êó. Äëÿ îá÷èñëåííÿ ¨õíiõ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïîáóäîâàíî h-àäàïòèâíi ñõåìè ÌÑÅ
ç âèêîðèñòàííÿì êóñêîâî-ëiíiéíèõ, êóñêîâî-êâàäðàòè÷íèõ i êóñêîâî-êóái÷íèõ åðìi-
òîâèõ àïðîêñèìàöié. Àíàëiòè÷íî îá÷èñëåíi ñêëàäîâi ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ
ðiâíÿíü ÌÑÅ ç òàêèìè íàáëèæåííÿìè íà ñêií÷åííîìó åëåìåíòi. Äëÿ êîæíîãî âèäó
àïðîêñèìàöié çàïðîïîíîâàíî àïîñòåðiîðíi îöiíþâà÷i ïîõèáêè ÌÑÅ, íàâåäåíî âèðàçè
äëÿ îá÷èñëåííÿ ðîçïîäiëiâ åíåðãåòè÷íèõ íîðì îöiíþâà÷iâ íà ñêií÷åííèõ åëåìåíòàõ.
Íà ¨õíié ïiäñòàâi ïîáóäîâàíî àëãîðèòì iòåðàöiéíîãî óòî÷íåííÿ ñiòîê ç âèêîðèñòàííÿì
íåðiâíîìiðíèõ ïîäiëiâ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íà ñêií÷åííi åëåìåíòè, ùî äà¹
çìîãó îá÷èñëþâàòè àïðîêñèìàöi¨ ÌÑÅ ç íàïåðåä çàäàíîþ òî÷íiñòþ. Åôåêòèâíiñòü
ðîçðîáëåíèõ àäàïòèâíèõ ñõåì iëþñòðó¹òüñÿ àíàëiçîì ÷èñëîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìîäåëüíèõ
ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷.

Êëþ÷îâi ñëîâà: âàðiàöiéíà çàäà÷à, h-àäàïòèâíà ñõåìà ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ,
ëiíiéíi, êâàäðàòè÷íi òà åðìiòîâi êóái÷íi àïðîêñèìàöi¨, àïîñòåðiîðíèé îöiíþâà÷ ïîõèá-
êè, êðèòåðié àäàïòóâàííÿ ñiòêè.

1. Âñòóï

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiçíèõ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè âàæëèâèì ïè-
òàííÿì ¹ îöiíêà ÿêîñòi çíàéäåíèõ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ i âèòðà÷åíèõ êîìï'þòåð-
íèõ ðåñóðñiâ íà ¨õ âiäøóêàííÿ. Îñîáëèâî¨ âàãè öå ïèòàííÿ íàáóâà¹ äëÿ ñèíãóëÿðíî
çáóðåíèõ çàäà÷, äå òî÷íiñòü çíàéäåíîãî çà äîïîìîãîþ êëàñè÷íèõ ñõåì ÌÑÅ ÷èñëî-
âîãî íàáëèæåííÿ ñóòò¹âî ïîãiðøó¹òüñÿ â îêîëàõ ïðèìåæîâèõ i âíóòðiøíiõ øàðiâ.
Çàçâè÷àé ó öèõ íåâåëèêèõ çîíàõ øóêàíèé ðîçâ'ÿçîê õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ðàïòîâèì
çðîñòàííÿì ìîäóëÿ ñâîãî ãðàäi¹íòà äî âåëè÷åçíèõ çíà÷åíü, âiäòâîðåííÿ ÿêèõ àïðîê-
ñèìàöiÿìè íà ðiâíîìiðíèõ ñiòêàõ ïîòðåáó¹ íàäìiðíî¨ êiëüêîñòi îá÷èñëåíü.

Ïðèðîäíèé øëÿõ âèðiøåííÿ öi¹¨ ïðîáëåìè � çãóùåííÿ ñiòêè ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ
ëèøå â çîíàõ çãàäàíèõ øàðiâ, ùî ïåâíîþ ìiðîþ äîïîìîæå îïòèìiçóâàòè îá÷èñëþ-
âàëüíi âèòðàòè çàâäÿêè ëîêàëüíîìó çãóùåííþ/ðîçðiäæåíííþ ñiòêè. Åôåêòèâíå
êåðóâàííÿ ðåêîíñòðóêöi¹þ ñiòîê ìîæëèâå ëèøå çà óìîâ íàäiéíîãî ðîçïiçíàâàííÿ
(õî÷à á íàáëèæåíîãî) ðîçïîäiëó ïîõèáîê çíàéäåíî¨ àïðîêñèìàöi¨ ìiæ ¨¨ ñêií÷åííèìè
åëåìåíòàìè. Öÿ ïðîáëåìà âèðiøó¹òüñÿ ïîáóäîâîþ òàê çâàíèõ àïîñòåðiîðíèõ îöiíþ-
âà÷iâ ïîõèáîê (ÀÎÏ) êîæíî¨ îá÷èñëåíî¨ àïðîêñèìàöi¨ ÌÑÅ, ¨õíi òåîðåòè÷íi çàñàäè
ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, ó Aisworth&Oden [8], Johnson [14], Babuska&White-
mann [9]. ÀÎÏ, íàäiëåíi âëàñòèâîñòÿìè åôåêòèâíîñòi òà íàäiéíîñòi, ç òî÷íiñòþ
äî ìóëüòèïëiêàòèâíèõ ñòàëèõ îá÷èñëþþòü íå ëèøå íîðìè ïîõèáêè òà ðîçïîäië ¨¨
âêëàäiâ (iíäèêàòîðiâ ÀÎÏ) ç êîæíîãî ñêií÷åííîãî åëåìåíòà, à â äåÿêèõ âèïàäêàõ
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çíàõîäÿòü òî÷íi çíà÷åííÿ ìåæ ïîõèáêè, äèâ. íàïðèêëàä [15, 16]. Ñåðåä ðiçíèõ âèäiâ
ÀÎÏ îñîáëèâó óâàãó ïðèâåðòàþòü íåÿâíi ÀÎÏ çàëèøêîâîãî òèïó [8], ÿêi ìîæíà
îòðèìàòè ÿê ðîçâ'ÿçîê âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i íà ïîõèáêó ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ ó âèãëÿäi
íåâ'ÿçêè âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ. Ñóòò¹âèìè ïåðåâàãàìè âèêîðèñòàííÿ òàêèõ îöiíþâà÷iâ
¹ ¨õíÿ ïðîñòîòà òà åêîíîìíiñòü. Ó âèïàäêó àïðîêñèìàöi¨ ïîõèáêè çà äîïîìî-
ãîþ ïîëiíîìiàëüíèõ áàçèñíèõ ôóíêöié ç ëîêàëüíèì íîñi¹ì âiäøóêàííÿ êîåôiöi¹í-
òiâ îöiíþâà÷à ïîòðåáó¹ ðîçâ'ÿçàííÿ îêðåìî¨ çàäà÷i ïðî ïîõèáêó íà êîæíîìó ñêií-
÷åííîìó åëåìåíòi âèõiäíî¨ òðiàíãóëÿöi¨. Ïiñëÿ öüîãî äîñòàòíüî îá÷èñëèòè ðîçïîäië
iíäèêàòîðiâ ïîõèáîê ìiæ ñêií÷åííèìè åëåìåíòàìè ñiòêè i ïðèéíÿòè ðiøåííÿ ùîäî
¨¨ çãóùåííÿ/ðîçðiäæåííÿ, ùîá äîñÿãíóòè ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó ïîõèáêè íàïåðåä
çàäàíîãî ðiâíÿ.

Òàêèé ïiäõiä äî ïîáóäîâè îöiíþâà÷iâ ó îäíîâèìiðíèõ çàäà÷àõ áóëî âèêîðèñòàíî
ó ïðàöÿõ [1, 2], à òàêîæ ïîäiáíî áóäóâàëèñü ÀÎÏ äëÿ çàäà÷ òåîði¨ ïðóæíîñòi [4],
çàäà÷ ïðî âèìóøåíi ãàðìîíi÷íi êîëèâàííÿ [5], çàäà÷ äèôóçi¨-êîíâåêöi¨-ðåàêöi¨ [18].

Áàçóþ÷èñü íà íàáóòîìó çíàííi ïðî õàðàêòåð ïîõèáêè çíàéäåíî¨ àïðîêñèìàöi¨,
ìîæíà áóäóâàòè ðiçíi ñòðàòåãi¨ ¨¨ ïîëiïøåííÿ, ñåðåä ÿêèõ ñâî¨ìè êðèòåðiÿìè îïòèìi-
çàöi¨ îá÷èñëþâàëüíèõ âèòðàò âèäiëÿþòüñÿ (i) h-àäàïòèâíi ñõåìè ÌÑÅ (ëîêàëüíå
ïîëiïøåííÿ áiæó÷î¨ ñiòêè), äèâ. [3] i áiáëiîãðàôiþ â íèõ, òà (ii) hp-àäàïòèâíi ñõåìè
(ëîêàëüíå ïîëiïøåííÿ áiæó÷î¨ ñiòêè òà \ àáî ïiäâèùåííÿ ïîðÿäêó áàçèñíèõ ôóíê-
öié), äèâ. [13] òà áiáëiîãðàôiþ â íèõ.

Çàñòîñóâàííÿ íàëåæíèõ ÀÎÏ i êðèòåði¨â àäàïòóâàííÿ êëàñè÷íèõ ñõåì ÌÑÅ íå
ëèøå ïiäñèëþ¹ ñòiéêiñòü éîãî àïðîêñèìàöié, à é äà¹ çìîãó îá÷èñëþâàòè çáiæíó
ïîñëiäîâíiñòü íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ [11, 12, 17], çíàõîäæåííÿ ÿêî¨ çóïèíÿ¹òüñÿ ó
ðàçi äîñÿãíåííÿ íàïåðåä çàäàíîãî äîïóñòèìîãî ðiâíÿ (òîëåðàíòíîñòi) ïîõèáêè.

Ìåòà íàøî¨ ïðàöi � ðîçâèíóòè òåîðåòè÷íi ðåçóëüòàòè ñòàòåé [1, 2] ñòîñîâíî
êîíñòðóþâàííÿ òà âèêîðèñòàííÿ h-àäàïòèâíèõ ñõåì ÌÑÅ ç êóñêîâî ïîëiíîìiàëüíèìè
áàçèñíèìè ôóíêöiÿìè äî òðåòüîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî, âåðèôiêàöi¹þ öèõ ðåçóëüòàòiâ
øëÿõîì êâàëiôiêîâàíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ ç ìîäåëüíèìè ñèíãóëÿðíî
çáóðåíèìè êðàéîâèìè çàäà÷àìè òà ç'ÿñóâàííÿì âïëèâó ïîðÿäêó ïîëiíîìiàëüíèõ
àïðîêñèìàöié íà åôåêòèâíiñòü i çàòðàòíiñòü âiäøóêàííÿ àïðîêñèìàöié ç íàïåðåä
çàäàíîþ òî÷íiñòþ.

Òåêñò ñòàòòi óêëàäåíî òàê. Â ïï. 2 i 3 ôîðìóëþ¹òüñÿ ìîäåëüíà êðàéîâà òà
âiäïîâiäíà ¨é âàðiàöiéíà çàäà÷i i äîñòàòíi óìîâè îäíîçíà÷íî¨ ¨¨ ðîçâ'ÿçíîñòi. Â
ï. 4 îïèñó¹ìî àïðîêñèìàöi¨ ÌÑÅ ç ïîëiíîìiàëüíèìè áàçèñíèìè ôóíêöiÿìè ðiçíèõ
ïîðÿäêiâ (÷àñòèíàìè ëiíiéíi, êâàäðàòè÷íi òà êóái÷íi åðìiòîâi) íà êîæíîìó ñêií÷åí-
íîìó åëåìåíòi ïîäiëó ç âèêîðèñòàííÿì ëîêàëüíî¨ çìiííî¨ òà íàâîäèìî âèãëÿä âiäïî-
âiäíî¨ ñèñòåìè äèñêðåòèçîâàíèõ ðiâíÿíü ÌÑÅ. Ó ï. 5 íàâåäåíî çàãàëüíèé âèãëÿä
ÀÎÏ çàëèøêîâîãî òèïó, ÿêèé îòðèìàíî ÿê íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i
íà ïîõèáêó (çàëèøîê çíàéäåíî¨ àïðîêñèìàöi¨), à òàêîæ íàâåäåíî ôîðìóëè äëÿ
çíàõîäæåííÿ êîåôiöi¹íòiâ îöiíþâà÷à ïîõèáêè äëÿ êîæíî¨ àïðîêñèìàöi¨. Ó ï. 6
ðîçãëÿíóòî ñòðàòåãiþ àäàïòóâàííÿ ñiòêè ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ, ÿêà çàáåçïå÷ó¹ ðiâ-
íîìiðíèé ðîçïîäië ïîõèáîê íàïåðåä âèçíà÷åíîãî ðiâíÿ (òîëåðàíòíîñòi äî ïîõèáîê),
à â îñòàííüîìó ï. 7 ïðîiëþñòðîâàíî ìîæëèâîñòi ðîçðîáëåíî¨ ìåòîäèêè ðîçâ'ÿçàííÿì
ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ çàäà÷ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè i ïðîâåäåíî ïîðiâíÿëüíèé
àíàëiç çáiæíîñòi öèõ àïðîêñèìàöié â ïðîöåñi h-àäàïòóâàííÿ.
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2. Ôîðìóëþâàííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i

Ðîçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó: çíàéòè ôóíêöiþ u = u(x), ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó

− [µ(x)u′(x)]
′

+ β(x)u′(x) + σ(x)u(x) = f(x) ∀x ∈ Ω = (a, b) ⊂ R, (1)

i çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâi óìîâè

u(a) = 0, −µ(b)u′(b) = α [u(b)− ū] . (2)

Òóò µ = µ(x),β = β(x), σ = σ(x) òà f = f(x) - çàäàíi ôóíêöi¨ òàêi, ùî{
µ(x) ≥ µ0 = const > 0, σ(x) ≥ 0,

µ, β, σ ∈ L∞ (Ω) , f ∈ L2 (Ω) ,
(3)

à α ≥ 0, ū- çàäàíi ñòàëi.
Êðàéîâà çàäà÷à (1), (2) ìîæå áóòè ñèíãóëÿðíî çáóðåíîþ, äèâ. [19, 21]. Ó

öüîìó âèïàäêó ¨¨ ðîçâ'ÿçîê ìiñòèòü ïðèìåæîâi àáî/òà âíóòðiøíi øàðè, â îêîëàõ
ÿêèõ éîãî ïîõiäíi íàáóâàþòü âåëè÷åçíèõ çíà÷åíü. Öÿ îáñòàâèíà, ç îäíîãî áîêó,
ñâiä÷èòü ïðî íåâåëèêèé çàïàñ ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ òàêîãî ãàòóíêó, i, ç iíøîãî
� ñòàâèòü îñîáëèâi âèìîãè äî ÷èñëîâèõ ñõåì àïðîêñèìàöi¨ ¨õíiõ ðîçâ'ÿçêiâ, äèâ. [7].
Iç ëiòåðàòóðíèõ äæåðåë äîáðå âiäîìî , äèâ. [10, 20], ùî çãàäàíi òðóäíîùi óñïiøíî
äîëàþòü òàê çâàíi àäàïòèâíi ñõåìè ÌÑÅ.

3. Âàðiàöiéíå ôîðìóëþâàííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i

Êðàéîâà çàäà÷à (1)-(2) äîïóñêà¹ âàðiàöiéíå ôîðìóëþâàííÿ âèãëÿäó{
çíàéòè u ∈ V := {v ∈ H1(a, b) : v(a) = 0} òàêó, ùî

c(u, v) =< l, v > ∀v ∈ V
(4)

ç áiëiíiéíîþ ôîðìîþ òà ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì, ÿêèé âèçíà÷åíèé òàê: c(u, v) :=
∫ b

a
(µ u′v′ + β u′v + σ uv)dx + αu(b)v(b),

< l, v > :=
∫ b

a
fvdx+ αūv(b) ∀u, v ∈ V.

(5)

Ç îãëÿäó íà òåîðåìó Ëàêñà-Ìiëüãðàìà-Âèøèêà [6] ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî
âàðiàöiéíà çàäà÷à (4) êîðåêòíî ñôîðìóëüîâàíà, ÿêùî ¨¨ äàíi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
ðåãóëÿðíîñòi (3) i

σ − 1
2β

′ ≥ 0 ∀x ∈ (a, b), α− 1
2β (b) ≥ 0. (6)

Çà öèõ óìîâ áiëiíiéíà ôîðìà c ( . , . ) : V × V → R âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i óòâîðþ¹
íà ïðîñòîði äîïóñòèìèõ ôóíêöié V åíåðãåòè÷íó íîðìó

||v|| :=
√
c(v, v) ∀v ∈ V. (7)

Íèæ÷å ìè äèñêðåòèçó¹ìî âàðiàöiéíó çàäà÷ó (4) çà äîïîìîãîþ ïðîöåäóðè Ãàëüîð-
êiíà, ïåðåôîðìóëüîâóþ÷è ¨¨ â ñèñòåìó àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü, ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ
ÿêèõ äîáðå ðîçâèíåíi.
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4. ÌÑÅ ç ïîëiíîìiàëüíèìè áàçèñàìè ðiçíèõ ïîðÿäêiâ

Çàôiêñó¹ìî íàòóðàëüíå N > 1 i çà äîïîìîãîþ ñiòêè âóçëiâ a = x0 < x1 < ... <
xi < xi+1 < ... < xN = b ñòâîðèìî ïîäië ℑh = {Ki+1/2}N−1

i=0 âiäðiçêà [a, b] íà ñêií÷åííi
åëåìåíòè Ki+1/2 = (xi, xi+1). Òóò i äàëi äðîáîâèì iíäåêñîì áóäåìî ïîçíà÷àòè íîìåð
ñêií÷åííîãî åëåìåíòà Ki+1/2 = (xi, xi+1) òà ïåâíi éîãî õàðàêòåðèñòèêè, ñêàæiìî,
xi+1/2 := (xi+1 + xi)/2 i hi+1/2 := xi+1 − xi � éîãî öåíòð âàãè òà äiàìåòð, âiäïîâiäíî,
i ïàðàìåòð h := max0≤i≤N−1 hi+1/2 íàçèâàòèìåìî äiàìåòðîì öüîãî ïîäiëó.

Íà êîæíîìó ç ïîäiëiâ ℑh = {Ki+1/2}N−1
i=0 áóäåìî îá÷èñëþâàòè àïðîêñèìàöiþ

uh = uh(x) ðîçâ'ÿçêó u = u(x) âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (4) ó âèãëÿäi

uh(x) =

N∑
i=0

uiφi(x), (8)

äå êîåôiöi¹íòè ui ∈ R ¹ øóêàíèìè íàáëèæåííÿìè äî çíà÷åíü u(xi) òà ¨õíiõ ïîõiäíèõ
ïåðøîãî ïîðÿäêó, φi(x)- ÷àñòèíàìè âèçíà÷åíi áàçèñíi ôóíêöi¨ ÌÑÅ, ÿêi íà êîæíîìó
ñêií÷åííîìó åëåìåíòi íàëåæàòü ïðîñòîðó ïîëiíîìiâ ïîðÿäêó íå âèùå k = 1, 2 àáî 3,
iíøèìè ñëîâàìè, φi ∈ Pk(Km+1/2) ∀Km+1/2 ∈ ℑh i φi(xn) = δin.

4.1. Ëîêàëüíi çìiííi íà ñêií÷åííèõ åëåìåíòàõ

Ùîá óíiôiêóâàòè âèçíà÷åííÿ áàçèñíèõ ôóíêöié ÌÑÅ òà íåîáõiäíèõ îá÷èñëåíü íà
êîæíîìó òàêîìó åëåìåíòi Ki+1/2 ââîäèìî ëîêàëüíó êîîðäèíàòó ξ çãiäíî ç ïðàâèëîì:{

x = x(ξ) := 1
2 (1− ξ)xi +

1
2 (1 + ξ)xi+1 = θ(ξ)xi + ω(ξ)xi+1

= xi+1/2 +
1
2hi+1/2ξ ∀ξ ∈ [−1, 1].

(9)

Òóò i äàëi âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ

θ(ξ) := 1
2 (1− ξ), ω(ξ) := 1

2 (1 + ξ). (10)

Ç âèêîðèñòàííÿì ëîêàëüíèõ çìiííèõ ìà¹ìî çìîãó ïåðåïèñàòè iíòåãðàëè ó âèçíà-
÷åííÿõ (5) ÿê ñóìó iíòåãðàëiâ íà ïîäiëi ℑh = {Ki+1/2}N−1

i=0 . Çîêðåìà,∫ b

a

f(x)v(x)dx =

N−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

f(x)v(x)dx =

N−1∑
i=0

hi+1/2

∫ 1

−1

f [x(ξ)]v[x(ξ)]dξ. (11)

Öåé çàïèñ çàñâiä÷ó¹, ùî íà êîæíîìó åëåìåíòi Ki+1/2:
1) äîñòàòíüî âèçíà÷èòè ôóíêöiþ v[x(ξ)] ÿê ôóíêöiþ v̄(ξ) ëîêàëüíî¨ çìiííî¨ ξ, ÷èì

ìè áåçïîñåðåäíüî ñêîðèñòà¹ìîñÿ íèæ÷å, âèçíà÷àþ÷è áàçèñíi ôóíêöi¨ ÌÑÅ;

2) ç îãëÿäó íà ìàëiñòü äiàìåòðà ñêií÷åííîãî åëåìåíòà hi+1/2 i äîïóùåííÿ, ùî
f(x) íåçíà÷íî çìiíþ¹òüñÿ íà íüîìó, iíòåãðóâàííÿ ìîæíà âèêîíàòè íàáëèæåíî
ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóëè ïðî iíòåãðàëüíå ñåðåäí¹∫ xi+1

xi

f(x)v(x)dx ≈ f(xi+1/2)

∫ xi+1

xi

v(x)dx = hi+1/2fi+1/2

∫ 1

−1

v̄(ξ)dξ, (12)

äå fi+1/2 ≡ {f}i+1/2 := f(xi+1/2) .
Áà áiëüøå, ÿêùî v̄(ξ) ¹ ïîëiíîìîì, ÿê ó âèïàäêó áàçèñíèõ ôóíêöié ÌÑÅ, òî

öåé iíòåãðàë îá÷èñëþ¹òüñÿ àíàëiòè÷íî ó çàìêíåíîìó âèãëÿäi. Ñàìå öþ òåõíîëîãiþ
âèêîðèñòàëè ìè íèæ÷å äëÿ îá÷èñëåííÿ êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåì àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü
ÌÑÅ ç ïîëiíîìiàëüíèìè áàçèñàìè ðiçíèõ ïîðÿäêiâ.
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4.2. Ëiíiéíi àïðîêñèìàöi¨ íà ñêií÷åííîìó åëåìåíòi

Íà êîæíîìó ñêií÷åííîìó åëåìåíòi Ki+1/2 îïèøåìî àïðîêñèìàöiþ uh(x) çà äîïî-
ìîãîþ ëîêàëüíî¨ çìiííî¨ ξ

u[x(ξ)] ∼= uh(ξ)|Ki+1/2
:= uiθ(ξ) + ui+1ω(ξ) ∀ξ ∈ [−1; 1]. (13)

Âðàõîâóþ÷è ãîëîâíó êðàéîâó óìîâó âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (4), ïðèéìåìî â (8)
êîåôiöi¹íò u0 = 0 òà çàïèøåìî êóñêîâî-ëiíiéíó àïðîêñèìàöiþ uh(ξ) òàê

uh(ξ) :=
∑N−1

i=0 uh(ξ)|Ki+1/2
=

∑N−1
i=0 {uiθ(ξ) + ui+1ω(ξ)}|Ki+1/2

=
∑N

i=1 uiφ̄i(ξ)|Ωi ∀ξ ∈ [−1; 1].
(14)

Â öié ñóìi ìè ÿâíî âèðàæà¹ìî àïðîêñèìàöiþ ÌÑÅ ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ êóñêîâî-
âèçíà÷åíèõ áàçèñíèõ ôóíêöié Êóðàíòà

Ωn := sup φn(ξ) = {x ∈ [a, b] : φn(x) ̸= 0} = Kn−1/2 ∩Kn+1/2, 1 ≤ n < N,

ΩN := sup φN (ξ) = {x ∈ [a, b] : φN (x) ̸= 0} = KN−1/2,

φ̄n(ξ) :=

{
ω(ξ) := 1

2 (1 + ξ) íà K̄n−1/2,

θ(ξ) := 1
2 (1− ξ) íà K̄n+1/2,

1 ≤ n < N − 1,

φ̄N (ξ) := ω(ξ) := 1
2 (1 + ξ) íà K̄N−1/2.

(15)

Cèñòåìà ôóíêöié (15) ôîðìó¹ áàçèñ âèáðàíîãî íàìè ïðîñòîðó êóñêîâî ëiíiéíèõ
àïðîêñèìàöié

Vh := {v ∈ V ∩ C(a, b) : v ∈ P1(Ki+1/2), i = 0, ...N − 1}, dim Vh = N.

Òåïåð ìè äåòàëiçó¹ìî ñïîñiá îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü áiëiíiéíî¨ ôîðìè òà ëiíiéíîãî
ôóíêöiîíàëà (5) íà ïîäiëi ℑh = {Ki+1/2}N−1

i=0 . Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó ïðî iíòåã-
ðàëüíå ñåðåäí¹, ïiäñòàâèâøè íåíóëüîâi áàçèñíi ôóíêöi¨ ç (15) é îá÷èñëèâøè iíòåã-
ðàëè âiä ïîëiíîìiâ ùîíàéâèùå äðóãîãî ñòóïåíÿ, îäåðæèìî íà êîæíîìó ñêií÷åííîìó
åëåìåíòi âêëàä äî ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü ÌÑÅ ó âèãëÿäi (äèâ. [1] òà
ïîçíà÷åííÿ, çàïîçè÷åíi çâiäòè){

µ
h

[
1 −1
−1 1

]
+ β

[
1 −1
1 −1

]
+ σh

[
−1 1
1 −1

]}
i+1/2

[
ui

ui+1

]
=

=

{
h f

2

[
1
1

]}
i+1/2

∀Ki+1/2 = (xi, xi+1), i = 0, 1, ... , N − 1.
(16)

Çà âiäîìèìè ïðàâèëàìè ç ðiâíÿíü (16) óêëàäà¹òüñÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ
ðiâíÿíü ÌÑÅ äëÿ âiäøóêàííÿ âóçëîâèõ çíà÷åíü u = {ui}Ni=1 íà äîâiëüíèõ íåðiâíî-
ìiðíèõ ñiòêàõ.

4.3. Êâàäðàòè÷íi àïðîêñèìàöi¨ íà ñêií÷åííîìó åëåìåíòi

Ó ïiäïðîñòîði êóñêîâî êâàäðàòè÷íèõ àïðîêñèìàöié

Vh := {v ∈ V ∩ C(a, b) : v ∈ P2(Ki+1/2), i = 0, ...N − 1}, dim Vh = 2N,
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íà êîæíîìó ñêií÷åííîìó åëåìåíòi Ki+1/2 âèáåðåìî àïðîêñèìàöiþ ðîçâ'ÿçêó âàðià-
öiéíî¨ çàäà÷i (4) ó âèãëÿäi

u[x(ξ)] ∼= uh(ξ)|Ki+1/2
:= {2θ(ξ)

[
θ(ξ)− 1

2

]
}ui+

+{4ω(ξ)θ(ξ)}ui+1/2 + {2ω(ξ)
[
ω(ξ)− 1

2

]
}ui+1 ,

x(ξ) = θ(ξ)xi + ω(ξ)xi+1 ∀ξ ∈ [−1,+1], i = 0, ..., N − 1.

(17)

Òóò i íèæ÷å, ùîá îïèñàòè êâàäðàòè÷íó àïðîêñèìàöiþ iç (17) ÿê ôóíêöiþ ãëîáàëüíî¨
çìiííî¨ x ∈ Ki+1/2, äîñòàòíüî çàìiíèòè âèçíà÷åííÿ (10) ôóíêöié θ = θ(ξ) i ω = ω(ξ)

òàêèìè, ÿê θ̄(x) := h−1
i+1/2(xi+1 − x), ω̄(x) := h−1

i+1/2(x− xi) ∀x ∈ Ki+1/2.

Òîäi ÿê i â ï. 4.1 îá÷èñëèìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü ÌÑÅ íà
ñêií÷åííîìó åëåìåíòi Ki+1/2 òàêîãî âèãëÿäó: µ

3h

 7 −8 1
−8 16 −8
1 −8 7

+ β
6

 −3 4 −1
−4 0 4
1 −4 3

+ σh
30

 4 2 −1
2 6 2
−1 2 4


i+1/2

×

 ui

ui+1/2

ui+1

 =

 fh
6

 1
4
1


i+1/2

∀Ki+1/2 = (xi, xi+1), i = 0, 1, ... , N − 1.

(18)

4.4. Åðìiòîâi êóái÷íi àïðîêñèìàöi¨ íà ñêií÷åííîìó åëå-

ìåíòi

Âèáðàíèé íàìè ïiäïðîñòið êóñêîâî êóái÷íèõ àïðîêñèìàöié âèãëÿäó

Vh := {v ∈ V ∩ C(a, b) : v ∈ P3(Ki+1/2), i = 0, ...N − 1}, dim Vh = 3N,

óòâîðþþòü ïîëiíîìè òàêîãî ãàòóíêó:
u[x(ξ)] ≈ uh(ξ)|Ki+1/2

:= θ2(ξ) [2ω(ξ) + 1]ui + hi+1/2 θ
2(ξ)ω(ξ)u′

i

+ω2(ξ) [2θ(ξ) + 1]ui+1 − hi+1/2 ω
2(ξ)θ(ξ)u′

i+1 ,

x(ξ) = θ(ξ)xi + ω(ξ)xi+1 ∀ξ ∈ [−1, 1] ∀Ki+1/2 ∈ ℑh.

(19)

Ó öüîìó âèïàäêó- ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî uh ∈ Vh äîïóñêà¹ ðîçðèâè ïåðøî¨ ïîõiäíî¨ ó
âóçëàõ ïîäiëó, òîìó êîåôiöi¹íòè u′

i+1 ìîæóòü ïðèéìàòè ðiçíi çíà÷åííÿ íà åëåìåíòàõ
Ki+1/2 = (xi, xi+1) òà Ki+3/2 = (xi+1, xi+2). Òîäi, ÿê ç'ÿñîâàíî ó [2], ñèñòåìà ëiíiéíèõ
àëãåáðè÷íèõ ÌÑÅ íà êîæíîìó ñêií÷åííîìó åëåìåíòi Ki+1/2 ìà¹ òàêó ñòðóêòóðó: µ

10h


36 3h 3h −36
3h 4h2 −h2 −3h
3h −h2 4h2 −3h
−36 −3h −3h 36

 + β
20


−30 6h −6h 30
−6h 0 −h2 6h
6h h2 0 −6h
−30 −6h 6h 30

+ (20)

+ σh
140


156 22h −13h 54
22h 4h2 −3h2 13h
−13h −3h2 4h2 −22h
54 13h −22h 156




i+1/2


ui

u′
i

u′
i+1

ui+1

 =

 fh
2


3

h/2
−h/2
3




i+1/2.
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5. Àïîñòåðiîðíèé îöiíþâà÷ ïîõèáêè

Íåõàé íà ïîäiëi ℑh = {Ki+1/2}N−1
i=0 îá÷èñëåíî àïðîêñèìàöiþ uh = uh(x) ðîçâ'ÿçêó

u = u(x) çàäà÷i (4) ó âèãëÿäi (8). Òîäi ïîõèáêó çíàéäåíî¨ àïðîêñèìàöi¨ eh := u− uh

ìîæåìî âèçíà÷èòè ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî ëèøîê [4]{
çíàéòè ïîõèáêó eh ∈ E, V = Vh ⊕ E, òàêó, ùî

c(eh, v) =< ρ(uh), v >:=< l, v > −c(uh, v) ∀v ∈ E.
(21)

Ç îãëÿäó íà òå, ùî dim E = +∞, çíîâó âèêîðèñòîâó¹ìî äèñêðåòèçàöiþ Ãàëüîðêi-
íà çàäà÷i (21) äëÿ çíàõîäæåííÿ ¨¨ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó - àïîñòåðiîðíîãî îöiíþâà÷à
ïîõèáêè (ÀÎÏ) εh = εh(x)

çàäàíî Eh ⊂ E, dim Eh = N = card(ℑh);

çíàéòè εh ∈ Eh òàêèé, ùî

c(εh, v) =< ρ(uh), v >:=< l, v > −c(uh, v) ∀v ∈ Eh.

(22)

Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i (22) äîïîìàãà¹ îïòèìiçóâàòè îá÷èñëåííÿ AOÏ

εh(x) =

N−1∑
i=0

εi+1/2(x) =

N−1∑
i=0

λi+1/2ϕi+1/2(x) ∀x ∈ (a, b), (23)

âèêîðèñòàííÿì ïîåëåìåíòíî âèçíà÷åíîãî îðòîãîíàëüíîãî áàçèñó {ϕi+1/2(x)}N−1
i=0 ,

sup ϕi+1/2 := K̄i+1/2 ∀Ki+1/2 ∈ ℑh, ïiäïðîñòîðó Eh. Â öüîìó âèïàäêó êîåôiöi¹íòè
λi+1/2 ðîçâèíåííÿ (23) îá÷èñëþþòüñÿ ïîñëiäîâíèì ïåðåãëÿäîì ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ

λi+1/2 =
< li+1/2, ϕi+1/2 > −ci+1/2(uh, ϕi+1/2)

ci+1/2(ϕi+1/2, ϕi+1/2)
∀Ki+1/2 ∈ ℑh. (24)

Åíåðãåòè÷íó íîðìó ÀÎÏ ηh òà éîãî iíäèêàòîðiâ ηi+1/2 çíàõîäèìî ó âèãëÿäi [7]

η2h = ||εh||2 =

N−1∑
i=0

η2i+1/2 =

N−1∑
i=0

ci+1/2(εi+1/2, εi+1/2) =

N−1∑
i=0

λ2
i+1/2||ϕi+1/2||2. (25)

Íèæ÷å ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ëèøå ÀÎÏ Äiðiõë¹, òîáòî òàêi, ÿêi äîïóñêàþòü, ùî
âóçëîâi çíà÷åííÿ ïîõèáîê àïðîêñèìàöi¨ íàñòiëüêè ìàëi, ùî íèìè ìîæíà çíåõòóâàòè,
ïðèéíÿâøè εh(xi) = 0, i = 0, 1, . . . , N. Áà áiëüøå, ÿêùî çíàéäåíà àïðîêñèìàöiÿ
uh|Ki+1/2

∈ Pm(Ki+1/2), òî áàçèñíà ôóíêöiÿ ¨¨ ÀÎÏ ϕi+1.2 ∈ Pm+1(Ki+1/2), m =
1, 2, 3.

5.1. ÀÎÏ ÷àñòèíàìè ëiíiéíèõ àïðîêñèìàöié

Ó âèïàäêó âèêîðèñòàííÿ ÷àñòèíàìè ëiíiéíèõ àïðîêñèìàöié ÌÑÅ, áàçèñíà ôóíê-
öiÿ äëÿ îöiíþâà÷à ïîõèáêè ¹ ïîëiíîìîì äðóãîãî ïîðÿäêó, ÿêà â ëîêàëüíèõ êîîðäè-
íàòàõ îïèñó¹òüñÿ âèðàçîì ϕi+1/2(ξ) = 4θ(ξ)ω(ξ).

Êîåôiöi¹íòè λi+1/2 ðîçâèíåííÿ (25) ïîäàþòü íàáëèæåíi çíà÷åííÿ ïîõèáêè àï-
ðîêñèìàöi¨ eh(x) â öåíòðàõ âàã êîæíîãî ñêií÷åííîãî åëåìåíòà òà îá÷èñëþþòüñÿ çà
ïðàâèëîì

λi+1/2 ≡ εh
(
xi+1/2

)
=

5

4

{
h2(f − βq′ − σq)

µ(10 + Pe · St)

}
i+1/2

(26)
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òóò i íèæ÷å âæèòî ïîçíà÷åíü

qi+1/2 := 1
2 (ui+1 + ui), q′i+1/2 := h−1(ui+1 − ui), q′′i+1/2 := h−1(u′

i+1 − u′
i)

òà Pe := hβµ−1 i St := h2σµ−1äëÿ ëîêàëüíèõ (ñiòêîâèõ) âåëè÷èí êðèòåði¨â ïîäiá-
íîñòi Ïåêëå òà Ñòðóõàëÿ, âiäïîâiäíî.

Ó ïiäñóìêó îäåðæèìî òàêå ïðàâèëî îá÷èñëåííÿ íîðìè ÀÎÏ òà éîãî iíäèêàòîðiâ:

||εh||2 = c(εh, εh) =

N−1∑
i=0

η2i+1/2 = 5
6

N−1∑
i=0

{
h3(f − βq′ − σq)2

µ(10 + Pe · St)

}
i+1/2

. (27)

5.2. ÀÎÏ ÷àñòèíàìè êâàäðàòè÷íèõ àïðîêñèìàöié

Ó öüîìó âèïàäêó àïðîêñèìàöié, äèâ. (18), ìè âæèâà¹ìî ÀÎÏ êóái÷íèì ïîëiíî-
ìîì ç áàçèñíèìè ôóíêöiÿìè âèãëÿäó

ϕi+1/2(ξ) = θ(ξ)ω(ξ)[θ(ξ)− ω(ξ)]. (28)

Êîåôiöi¹íòè λi+1/2 ðîçâèíåííÿ (23) îá÷èñëþþòüñÿ çà ïðàâèëàìè

λi+1/2 ≡ εh
(
xi+1/2

)
= 7

{
4Pe

(
q − ui+1/2

)
+ St · q′h

42 + St

}
i+1/2

. (29)

Íîðìà àïîñòåðiîðíîãî îöiíþâà÷à ïîõèáêè (25) òà ¨¨ ðîçïîäië ìiæ ñêií÷åííèìè
åëåìåíòàìè âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

||εh||2 = 1
210

N−1∑
i=0

λ2
i+1/2

{
µh−1(42 + St)

}
i+1/2

. (30)

5.3. ÀÎÏ ÷àñòèíàìè êóái÷íèõ àïðîêñèìàöié ÌÑÅ

Îöiíþâà÷ ïîõèáîê àïðîêñèìàöié ÌÑÅ, îá÷èñëåíèõ ç âèêîðèñòàííÿì åðìiòîâèõ
êóái÷íèõ ïîëiíîìiâ âèãëÿäó (20), áóäåìî áóäóâàòè íà êîæíîìó ñêií÷åííîìó åëåìåí-
òi ç âèêîðèñòàííÿì ïîëiíîìiâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó, à ñàìå

εh(ξ) := λi+1/2ϕ(ξ) ≡ 16θi
2(ξ)ω2

i (ξ)λi+1/2 ∀Ki+1/2, i = 0, ..., N − 1. (31)

Êîåôiöi¹íòè λi+1/2 ðîçâèíåííÿ (23) îá÷èñëþþòüñÿ ó âèãëÿäi

λi+1/2 =
3

64

{
28(h2fµ−1 − St · q)− 21Pe · hq′ + q′′h2(28− 4Pe+ 3St)

4 + St

}
i+1/2

. (32)

Íîðìà àïîñòåðiîðíîãî îöiíþâà÷à ïîõèáêè (25) òà ¨¨ ðîçïîäië ìiæ ñêií÷åííèìè
åëåìåíòàìè îá÷èñëþ¹òüñÿ òàê:

||εh||2 = 128
315

N−1∑
i=0

λ2
i+1/2

{
µh−1 (4 + St)

}
i+1/2

. (33)
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6. Ñòðàòåãiÿ àäàïòóâàííÿ ñiòêè

Çãóùåííÿ ñiòêè âiäáóâà¹òüñÿ âiäïîâiäíî äî ñòðàòåãi¨, îïèñàíî¨ â [1], à ñàìå:
îá÷èñëþ¹ìî íà êîæíîìó ñêií÷åííîìó åëåìåíòi çíà÷åííÿ âiäíîñíî¨ ïîõèáêè ó âèãëÿäi

ηi+1/2 :=

√
N ||εh||i+1/2√

||uh||2 + ||εh||2
100%, (34)

äå ||uh||2 � åíåðãåòè÷íà íîðìà íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó. ßêùî íà ñêií÷åííîìó
åëåìåíòi Ki+1/2 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

ηi+1/2 > tol (35)

(tol�çàäàíèé ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìèé ðiâåíü ïîõèáêè), òî öåé åëåìåíò ïîäiëÿ¹òüñÿ
íà äâà íîâèõ, ÿêi â ïîêðàùåíié ñiòöi çàìiíþþòü éîãî íà ÷åðãîâîìó êðîöi àäàïòóâàí-
íÿ. Ðåøòà åëåìåíòiâ çàëèøà¹òüñÿ áåç çìií i ðàçîì ç óñiìà íîâîóòâîðåíèìè ñêií÷åí-
íèìè åëåìåíòàìè ôîðìóþòü óòî÷íåíó ñiòêó. ßêùî æîäåí ç åëåìåíòiâ íå çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó (35), òî ïðîöåñ àäàïòóâàííÿ ââàæàþòü çàâåðøåíèì.

7. Àíàëiç ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàòiâ

Ïðèéìåìî â ðiâíÿííi êðàéîâî¨ çàäà÷i (1) � (2)

µ(x) = 1, β(x) = 7700(x− 0.5)2, σ(x) = 1000(x+ 0.5)3, f(x) = 5600x4, a = 0, b = 1.

Â êðàéîâié óìîâi (2) âiçüìåìî α = 1.e28, ū = 0. Ïî÷àòêîâà ñiòêà � ðiâíîìiðíèé
ïîäië âiäðiçêà íà N0 = 10 ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ, äîïóñòèìèé ðiâåíü ïîõèáêè tol =5%.
Íàáëèæåíi ðîçâ'ÿçêè öi¹¨ çàäà÷i áóäóâàëèñÿ îïèñàíîþ âèùå ïðîöåäóðîþ h−àäàïòó-
âàííÿ ç âèêîðèñòàííÿì êóñêîâî ëiíiéíèõ (P1(Ki+1/2)), êâàäðàòè÷íèõ (P2(Ki+1/2)) i
êóái÷íèõ (P3(Ki+1/2)) åðìiòîâèõ àïðîêñèìàöié ÌÑÅ.

Ñêðiçü âæèòî òàêi ïîçíà÷åíÿ: m � íîìåð áiæó÷îãî êðîêó àäàïòóâàííÿ; Nm =
card(ℑh) � êiëüêiñòü ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ ïîäiëó ℑh íà öüîìó êðîöi; p � ïîðÿäîê
øâèäêîñòi çáiæíîñòi àïðîêñèìàöié â åíåðãåòè÷íié íîðìi; t � ÷àñ íà âèêîíàííÿ
îäíîãî êðîêó àäàïòóâàííÿ; T � ñóìàðíèé ÷àñ, çàòðà÷åíèé íà ïðîöåñ àäàïòóâàííÿ äî
äîñÿãíåííÿ çàäàíî¨ òî÷íîñòi; δmax � ìàêñèìàëüíà âiäíîñíà ïîõèáêà íà áiæó÷ié ñiòöi;
δh � ãëîáàëüíà âiäíîñíà ïîõèáêà çíàéäåíîãî íàáëèæåííÿ

δmax = max
Ki+1/2∈ℑh

√
η2i+1/2Nm

||uh||2 + ||εh||2
× 100%, δh =

||εh||
||uh||

100%. (36)

Çà äîïóùåííÿ, ùî ïîêàçíèêè çáiæíîñòi àïðîêñèìàöié ÌÑÅ íà íåðiâíîìiðíèõ
ïîäiëàõ áëèçüêi äî àïðiîðíèõ îöiíîê ñòîñîâíî ïàðàìåòðà äèñêðåòèçàöi¨ hm := Nm

−1,
¨õíi ïîðÿäêè øâèäêîñòi çáiæíîñòi îá÷èñëþâàëèñÿ çãiäíî ç ïðàâèëîì [4]

pm :=
ln η0 − ln ηm
lnNm − lnN0

, m = 1, 2, . . . (37)

7.1. Ðåçóëüòàòè h−àäàïòóâàííÿ ç P1(Ki+1/2) àïðîêñèìà-

öiÿìè

Ðåçóëüòàòè h−àäàïòóâàííÿ ç P1(Ki+1/2) àïðîêñèìàöiÿìè iëþñòðóþòü ðèñ. 1 i
òàáë. 1. Ç ðèñ. 1 âèäíî çàáðóäíåíiñòü (îñöèëÿöiÿìè) çíàéäåíîãî íàáëèæåííÿ ïiñëÿ
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ïåðøîãî êðîêó àäàïòóâàííÿ ñiòêè, ÿêà çóìîâëåíà ¨¨ íåäîñòàòíüîþ ðîçäiëüíiñòþ â
îêîëi ïðèìåæîâîãî øàðó òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i ç âåëèêèìè ãëîáàëüíèìè
÷èñëàìè Pe := (diamΩ)2 ||β||∞µ−1 = 1925 i St := (diamΩ)2||σ||∞µ−1 = 3375. Òóò
||.||∞ � íîðìà â ïðîñòîði L∞(Ω). Âiäîìî, ùî ïðèìåæîâèé øàð ìà¹ øèðèíó, îáåðíåíî
ïðîïîðöiéíó ÷èñëó Ïåêëå, i âèíèêà¹ òóò â òî÷öi x = 1, îñêiëüêè â öüîìó âèïàäêó
β(x) ≥ 0, äèâ. ïðàâó ÷àñòèíó ðèñ. 1.

Ðèñ. 1. Âóçëè àäàïòîâàíèõ ñiòîê i P1(Ki+1/2) àïðîêñèìàöi¨:
çëiâà � N1 = 16, ñïðàâà � N14 = 116

Òàáëèöÿ 1

Çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi h-àäàïòèâíèõ P1(Ki+1/2) àïðîêñèìàöié

m N ∥uh∥ ∥eh∥ δmax, % δh, % p t, ms
0 10 16,3628 24,7490 164,3 151,2 - 1,3667
1 16 25,7729 70,8956 152,1 275,1 -1,2 1,8875
2 24 28,5512 114,2671 195,8 400,2 -1,1 0,1646
3 38 28,5326 126,7200 333,8 444,1 -1,0 0,3972
4 54 28,5244 90,64629 499,0 317,8 -0,7 0,8790
5 66 28,5222 49,1247 610,5 172,2 -0,3 1,6497
6 74 28,5726 24,9588 554,5 87,4 -0,0 2,4540
7 78 28,5749 12,51721 350,7 43,8 0,3 2,5439
8 82 28,5793 6,26615 172,8 21,9 0,6 3,2485
9 87 28,5793 3,14169 74,2 11,0 0,9 3,3305
10 95 28,5793 1,59119 29,9 5,6 1,2 6,6269
11 105 28,5793 0,8574 11,6 3,0 1,4 4,4250
12 114 28,5793 0,59979 5,1 2,1 1,5 6,0616
13 115 28,5793 0,58759 5,0 2,1 1,5 6,9518
14 116 28,5793 0,57612 4,9 2,0 1,5 9,5345

Ç îãëÿäó íà òàáë. 1, ïî÷èíàþ÷è ç òðåòüîãî êðîêó, íàøà ñòðàòåãiÿ àäàïòóâàííÿ
ñiòêè çàáåçïå÷ó¹ ìîíîòîííå çìåíøåííÿ ïðèáëèçíî âäâi÷i àáñîëþòíèõ ïîõèáîê àïðîê-
ñèìàöi¨ çàâäÿêè ëèøå ëîêàëüíîìó äîäàâàííþ íîâèõ âóçëiâ ñiòêè â çîíi ïðèìåæîâîãî
øàðó, ïðè÷îìó òàê, ùî äåìîíñòðó¹ íàâiòü ïiäâèùåííÿ î÷iêóâàíîãî ïîðÿäêó çáiæíîñ-
òi âiä pm = 1, 0 äî pm = 1, 5 (m = 12, 13, 14). Iíøèìè ñëîâàìè, ñêîíñòðóéîâàíà òàê
h-àäàïòèâíà ñõåìà ÌÑÅ íàäiéíî çàáåçïå÷ó¹ àêóðàòíå âiäòâîðåííÿ ïðèìåæîâîãî øà-
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ðó äîçîâàíèì äîäàâàííÿì âóçëiâ ñiòêè â éîãî îêîëi. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ âèêîíàííÿ
çàäàíî¨ òî÷íîñòi àïðîêñèìàöié çàãàëüíà êiëüêiñòü âóçëiâ ñiòêè çðîñëà ìàéæå â 12
ðàçiâ, òîäi ÿê ïîõèáêà çìåíøèëàñÿ ïðèáëèçíî ó 40 ðàçiâ.

7.2. Ðåçóëüòàòè h−àäàïòóâàííÿ ç P2(Ki+1/2) àïðîêñèìà-

öiÿìè

Åôåêòè ïiäâèùåííÿ ïîðÿäêó àïðîêñèìàöié äî êóñêîâî êâàäðàòè÷íèõ ìîæíà
ïðîàíàëiçóâàòè ç äàíèõ, çîáðàæåíèõ íà ðèñ. 2 i òàáë. 2. Îñíîâíi ç íèõ: (i) çìåíøåííÿ
êiëüêîñòi êðîêiâ àäàïòóâàííÿ ñiòêè ìàéæå âäâi÷i ïîðiâíÿíî ç âèïàäêîì êóñêîâî
ëiíiéíèõ íàáëèæåíü; (ii) çáiæíiñòü îá÷èñëåíî¨ ïîñëiäîâíîñòi àïðîêñèìàöié çíîâó æ
òàêè ñóïðîâîäæó¹òüñÿ ïiäâèùåíèì ïîðÿäêîì: âiä î÷iêóâàíîãî pm = 2, 0 äî p9 = 2, 9 .

Ðèñ. 2. Âóçëè àäàïòîâàíèõ ñiòîê i P2(Ki+1/2) àïðîêñèìàöi¨:
çëiâà � N1 = 16, ñïðàâà � N9 = 55

Òàáëèöÿ 2

Çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi h-àäàïòèâíèõ P2(Ki+1/2) àïðîêñèìàöié

m N ∥uh∥ ∥eh∥ δmax, % δh, % p t, ms
0 10 6,8250 55,56846 200,2 814,2 0 1,0216
1 15 19,8217 99,33486 233,9 501,1 -0,7 0,8208
2 23 26,9044 113,2174 320,2 420,8 -0,6 0,2643
3 32 28,4318 77,84706 432,1 273,8 -0,2 0,5314
4 40 28,5953 41,59437 486,4 145,5 0,2 0,9161
5 46 28,6128 19,23343 374,6 67,2 0,7 1,3855
6 49 28,6134 7,33167 173,1 25,6 1,2 1,7254
7 51 28,6134 2,24977 54,1 7,9 1,9 1,8037
8 53 28,6138 0,67094 13,3 2,3 2,6 2,0036
9 55 28,6134 0,36823 4,8 1,3 2,9 2,0038
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7.3. Ðåçóëüòàòè h− àäàïòóâàííÿ ç P3(Ki+1/2) àïðîêñèìà-
öiÿìè

Ðåçóëüòàòè h−àäàïòóâàííÿ ç P3(Ki+1/2) àïðîêñèìàöiÿìè çîáðàæåíî íà ðèñ. 3 i
òàáë. 3. Âîíè äåìîíñòðóþòü, ùî âèêîðèñòàííÿ êóái÷íî¨ ïîëiíîìiàëüíî¨ àïðîêñèìàöi¨
ïðèâîäèòü äî çìåíøåííÿ êiëüêîñòi êðîêiâ àäàïòóâàííÿ ñiòêè òà ñóòò¹âîãî çìåíøåííÿ
êiëüêîñòi ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ îñòàòî÷íî¨ ñiòêè. Çáiæíiñòü òàêèõ íàáëèæåíü íà çà-
âåðøàëüíîìó êðîöi âèùà íà äâà ïîðÿäêè âiä î÷iêóâàíî¨, p7 = 5, 0.

Ðèñ. 3. Âóçëè àäàïòîâàíèõ ñiòîê i P3(Ki+1/2) àïðîêñèìàöi¨:
çëiâà � N1 = 14, ñïðàâà � N7 = 34

Òàáëèöÿ 3

Çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi h-àäàïòèâíèõ P3(Ki+1/2) àïðîêñèìàöié

m N ∥uh∥ ∥eh∥ δmax, % δh, % p t, ms
0 10 29,3635 83,14006 212,1 283,1 - 3,5275
1 14 28,5180 73,84089 256,4 258,9 0,2 0,8586
2 20 28,4021 49,26918 322,2 173,5 0,5 0,3589
3 26 28,3668 26,0812 323,5 91,9 1,1 0,6
4 30 28,3579 11,56728 205,0 40,8 1,7 0,8949
5 32 28,3565 3,90637 77,1 13,8 2,6 1,0747
6 33 28,3564 0,90987 18,2 3,2 3,7 1,1791
7 34 28,3564 0,19053 3,0 0,7 5,0 3,8508

Òàáë. 4 äîïîâíþ¹ ïîêàçíèêè çáiæíîñòi òðüîõ âàðiàíòiâ àäàïòèâíèõ àïðîêñèìàöié
âèòðàòàìè ÷àñó êîìï'þòåðíèõ îá÷èñëåíü äî äîñÿãíåííÿ ðiâíÿ äîïóñòèìî¨ ïîõèáêè.
Öiêàâî, ùî äîñÿãíåííÿ áàæàíîãî ðiâíÿ ïîõèáîê äëÿ âñiõ âàðiàíòiâ íàáëèæåíü äîñÿã-
íóòî ðîçâ'ÿçóâàííÿì ñèñòåì ðiâíÿíü ÌÑÅ ìàéæå îäíàêîâèõ ïîðÿäêiâ. Ðåçóëüòàòè,
íàâåäåíi â òàáëèöi, äåìîíñòðóþòü ïåðåâàãó êóñêîâî-êóái÷íèõ àïðîêñèìàöié ÌÑÅ
íàä àïðîêñèìàöiÿìè íèæ÷èõ ïîðÿäêiâ, à ñàìå ìåíøó êiëüêiñòü êðîêiâ àäàïòóâàííÿ,
ìåíøèé ñóìàðíèé ÷àñ, íåîáõiäíèé äëÿ îòðèìàííÿ íàáëèæåííÿ ç çàäàíîþ òî÷íiñòþ,
à òàêîæ ìåíøó âiäíîñíó ïîõèáêó çíàéäåíîãî íàáëèæåííÿ. Ùîäî ñóìàðíîãî ÷àñó
àäàïòóâàííÿ, òî êâàäðàòè÷íi òà êóái÷íi àïðîêñèìàöi¨ ìàþòü ñóòò¹âó ïåðåâàãó íàä
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ëiíiéíèìè, òîäi ÿê âèãðàø âiä âèêîðèñòàííÿ ñàìå êóái÷íèõ ïîðiâíÿíî ç êâàäðàòè÷-
íèìè ¹ íåçíà÷íèì.

Òàáëèöÿ 4

Ïîðiâíÿííÿ õàðàêòåðèñòèê çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòåé h-àäàïòèâíèõ àïðîêñèìàöié

Àïðîêñèìàöiÿ m N dimVh ||uh|| ||eh|| δmax p T , ms
P1(Ki+1/2) 14 116 116 28,579 0,5761 4,9 1,5 51,52
P2(Ki+1/2) 9 55 110 28,613 0,3682 4,8 2,9 12,48
P3(Ki+1/2) 7 34 102 28,356 0,1905 3 4,9 12,34

8. Âèñíîâêè

Ïîáóäîâàíî h−àäàïòèâíi ñõåìè ÌÑÅ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ëiíiéíèõ êðàéîâèõ çàäà÷
çi çâè÷àéíèìè äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè äðóãîãî ïîðÿäêó. Çãàäàíi ñõåìè
âæèâàþòü êóñêîâî ëiíiéíi, êóñêîâî êâàäðàòè÷íi àáî êóñêîâî êóái÷íi àïðîêñèìàöi¨ íà
íåðiâíîìiðíèõ ñiòêàõ ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ [1,2] i çäàòíi îá÷èñëþâàòè íàáëèæåííÿ äî
òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ç íàïåðåä çàäàíîþ òî÷íiñòþ øëÿõîì öiëåñïðÿìîâàíîãî ëîêàëüíîãî
çãóùåííÿ åëåìåíòiâ ñiòêè, ùîá äîñÿãíóòè ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó ïîõèáîê ìiæ ¨¨
åëåìåíòàìè.

Îñíîâíå iíòåëåêòóàëüíå ÿäðî ðîçðîáëåíèõ ñõåì � àïîñòåðiîðíi îöiíþâà÷i ïîõèáîê
çàëèøêîâîãî òèïó, ÿêi íàäiéíî îá÷èñëþþòü íèæíþ ìåæó åíåðãåòè÷íî¨ íîðìè iñòèí-
íî¨ ïîõèáêè. Êîæíà áàçèñíà ôóíêöiÿ ñêîíñòðóéîâàíîãî ÀÎÏ ìà¹ íîñi¹ì ëèøå îäèí
ñêií÷åííèé åëåìåíò áiæó÷îãî ïîäiëó, ïðèéìà¹ íóëüîâi çíà÷åííÿ íà êiíöÿõ öüîãî
åëåìåíòà(ÀÎÏ Äiðiõë¹) i ¹ ïîëiíîìîì íà ïîðÿäîê âèùå, íiæ îá÷èñëåíà íà íüîìó
àïðîêñèìàöiÿ ÌÑÅ. Iíøèìè ñëîâàìè, ÿêùî íà åëåìåíòi Ki+1/2 ∈ ℑh çíàéäåíà
àïðîêñèìàöiÿ uh|Ki+1/2

∈ Pm(Ki+1/2), òî áàçèñíà ôóíêöiÿ ¨¨ ÀÎÏ (ôàêòè÷íî iíäè-
êàòîðà ÀÎÏ)

ϕi+1/2 ∈ Pm+1(Ki+1/2), m = 1, 2, 3, iϕi+1/2 ∈ H1
0 (Ki+1/2).

Áà áiëüøå, ç îãëÿäó íà ëîêàëüíiñòü íîñi¨â supϕi+1/2 = Ki+1/2, òàêi ôóíêöi¨ óòâî-
ðþþòü îðòîãîíàëüíèé áàçèñ âèáðàíîãî ïiäïðîñòîðó ìîæëèâèõ ïîõèáîê Eh, ùî äà¹
çìîãó îá÷èñëèòè íîðìè iíäèêàòîðiâ ïîõèáîê ïîñëiäîâíèì ïåðåãëÿäîì åëåìåíòiâ
ïîäiëó. Íà ¨õíié ïiäñòàâi ðîçðîáëåíî àëãîðèòì êîíòðîëþ çà ðîçïîäiëîì ïîõèáîê
ìiæ ñêií÷åííèìè åëåìåíòàìè ñiòêè òà çãóùåííÿ ¨¨ åëåìåíòiâ òàêèé, ùî çàâåðøó¹
ðåêóðåíòíi îá÷èñëåííÿ ïðè äîñÿãíåííi äîïóñòèìîãî ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó íîðì
iíäèêàòîðiâ ïîõèáîê íà êîæíîìó ñêií÷åííîìó åëåìåíòi ïîäiëó.

Îá÷èñëþâàëüíi åêñïåðèìåíòè ç çàïðîïîíîâàíèìè h−àäàïòèâíèìè ñõåìàìè ÌÑÅ
çàñâiä÷èëè, ùî ïîñëiäîâíå óòî÷íåííÿ àïðîêñèìàöié ÌÑÅ iç âæèòîþ ñòðàòåãi¹þ
ðåêóðåíòíîãî ëîêàëüíîãî àäàïòóâàííÿ ñiòîê çäàòíå ìîíîòîííî ïîëiïøóâàòè ñòðóê-
òóðó çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi àïðîêñèìàöié øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó ç ïîêàçíèêàìè, ÿêi
ïåðåâèùóþòü ìiíiìàëüíi çíà÷åííÿ ïîêàçíèêiâ øâèäêîñòi çáiæíîñòi, ïåðåäáà÷åíi
òåîði¹þ àïðiîðíèõ îöiíîê ïîõèáîê. Íàðåøòi, ïîðiâíÿííÿ ñêîíñòðóéîâàíèõ ñõåì
ñâiä÷èòü ïðî ïåðåâàãè âæèâàííÿ êóñêîâî êóái÷íèõ àïðîêñèìàöié h−àäàïòèâíèõ ñõåì
ÌÑÅ òàêîãî ãàòóíêó.
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Finite element method (FEM) is used for solving singularly perturbated boundary
problems with second order di�erential equation. In order to calculate their approximate
solutions we use h-adaptive FEM schemes with piecewise linear, quadratic and Hermite's
cubic approximations. Analytically calculated compartmentalized systems of linear alge-
braic FEM equations with above approximations on �nite element. While solving wide
variety of practical problems using FEM it is important estimate precisely their approxi-
mate solutions and computing powers necessary for their solution. It is of great importance
for the singularly perturbated boundary problems where accuracy of approximation solved
by classical FEM methods is substantially decreased. The answer to this problem is to
construct a posteriori error estimator for every solved FEM approximation. For each type
of approximations o�ered a posteriori error estimate for FEM presented with equations for
calculating mesh of energy norms of estimators on FEM. On their basis created iterative
algorithm of mesh re�nement with implementation non-equal divisions of areas of determi-
nation of �nite element solutions which allows �nding solution approximations with a priori
set accuracy. The e�ectiveness of the developed adaptive schemes is illustrated through
the numerical solution analysis for a model singular perturbed boundary value problems.

Key words: variational problem, irregular mesh, �nite element method, quadratic and Her-
mit's cubic approximations, a posteriori error estimator, mesh re�nement criterion, guar-
anteed approximation accuracy.


