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Äëÿ äîñëiäæåííÿ äâîâèìiðíèõ çàäà÷ ãiïåðïðóæíîãî äåôîðìóâàííÿ âèêîðèñòî-

âó¹òüñÿ içîïàðàìåòðè÷íèé ìåòîä ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ ç áiêâàäðàòè÷íîþ àïðîêñèìà-

öi¹þ íà ÷îòèðèêóòíèõ åëåìåíòàõ. Ëiíåàðèçàöiþ âàðiàöiéíîãî ðiâíÿííÿ âèêîíàíî íà

ïiäñòàâi ìåòîäó Íüþòîíà-Ðàôñîíà. Çàïèñàíî iòåðàöiéíèé àëãîðèòì íà îñíîâi ïîêðîêî-

âîãî íàâàíòàæåííÿ òà iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó ìåòîäó Íüþòîíà-Ðàôñîíà. Ðîçðîáëåíèé

àëãîðèòì ðåàëiçîâàíî ó âèãëÿäi ïðîãðàìíîãî êîìïëåêñó ìîâîþ C++ ç âèêîðèñòàííÿì

áiáëiîòåêè ôóíêöié ÌÐI.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ãiïåðïðóæíå äåôîðìóâàííÿ, ìåòîä ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ, ìåòîä Íüþ-

òîíà-Ðàôñîíà, ïàðàëåëiçàöiÿ îá÷èñëåíü.

1. Âñòóï

Ãiïåðïðóæíi ìàòåðiàëè ¹ âàæëèâèìè åëåìåíòàìè â êîíñòðóêöiÿõ áàãàòüîõ âèðîáiâ
i øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ íà ïðàêòèöi: âiä àìîðòèçàòîðiâ ó ìàøèíîáóäóâàííi äî
iìïëàíòiâ ó ìåäèöèíi. Ñòâîðþþòüñÿ íîâi ïîëiìåðíi ìàòåðiàëè òà ðîçðîáëÿþòüñÿ
ìîäåëi äåôîðìóâàííÿ æèâèõ òêàíèí [4,7,9,12]. Öå çóìîâëåíî òèì, ùî ó öèõ âèïàäêàõ
äîïóñêàþòüñÿ âåëèêi äåôîðìàöi¨, çáåðiãàþ÷è ïðóæíi âëàñòèâîñòi. Äîñëiäæåííþ
¨õíiõ âëàñòèâîñòåé òà ðîçðîáöi ðiçíèõ ìåòîäiâ ðîçðàõóíêó ðåàëüíèõ êîíñòðóêöié
ïðèñâÿ÷åíî áàãàòî äîñëiäæåíü [10, 11]. Ç ïîãëÿäó ìåõàíiêè òâåðäîãî äåôîðìiâíîãî
òiëà, éäåòüñÿ ïðî íåëiíiéíî ïðóæíi ñåðåäîâèùà, ïiä ÷àñ äåôîðìóâàííÿ ÿêèõ òðåáà
âðàõîâóâàòè ãåîìåòðè÷íó íåëiíiéíiñòü ó ðàìêàõ ñêií÷åííèõ äåôîðìàöié.

Ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ çàäà÷ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìåòîä
ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ (ÌÑÅ) [5,9,11,13], ÿêèé äà¹ çìîãó ñòâîðþâàòè ìîäåëi äîâiëüíî¨
ãåîìåòðè÷íî¨ ñêëàäíîñòi çi çàäàíîþ òî÷íiñòþ. Öå çóìîâëþ¹ ïîÿâó ðîçðàõóíêîâèõ
çàäà÷ âåëèêî¨ òà íàäâåëèêî¨ ðîçìiðíîñòi, òîìó äîöiëüíî ¹ çàñòîñîâóâàòè ïàðàëåëüíi
îá÷èñëåííÿ i êëàñòåðè.

Âiäîìî, ùî íàéçàòðàòíiøèì (çà ÷àñîì îá÷èñëåíü i çà âèêîðèñòàíîþ ïàì'ÿòòþ)
åëåìåíòîì ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ìåòîäîì ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ ¹ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñ-
òåì ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü (ÑËÀÐ), ïîðÿäîê ÿêèõ ó äâîâèìiðíîìó âèïàäêó
ñòàíîâèòü ñîòíi òèñÿ÷ ðiâíÿíü. Òîìó åôåêòèâíiñòü àëãîðèòìó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i
âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçðîáêîþ âèñîêîïðîäóêòèâíîãî ìåòîäó ïàðàëåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ
ÑËÀÐ. Âèðiøåííþ öi¹¨ ïðîáëåìè ïðèñâÿ÷åíà çíà÷íà êiëüêiñòü äîñëiäæåíü, â ÿêèõ
âèêîíó¹òüñÿ òà ÷è iíøà ìîäèôiêàöiÿ ïðÿìèõ ÷è iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ ïàðàëåëüíî-
ãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ÑËÀÐ. Ìè ðîçðîáèëè àëãîðèòì ðîçâ'ÿçóâàííÿ ÑËÀÐ íà îñíîâi
ïàðàëåëüíîãî ìåòîäó ñïðÿæåíèõ ãðàäi¹íòiâ (ÌÑÃ).

Âàðòî çàóâàæèòè, ùî ëiíiéíà çàäà÷à ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ó âèõiäíié ñèñòåìi êîîð-
äèíàò âiä ïî÷àòêó äî êiíöÿ. Îñêiëüêè ÿê îñíîâíå âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ äëÿ ðîç-
â'ÿçóâàííÿ íåëiíiéíî¨ çàäà÷i âèáðàíî âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ ïðèíöèïó âiðòóàëüíèõ
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ïîòóæíîñòåé, iíòåãðóâàííÿ â ÿêîìó âèêîíó¹òüñÿ çà îá'¹ìîì â àêòóàëüíîìó (äåôîð-
ìîâàíîìó) ñòàíi, òî íåîáõiäíî âiäçíà÷èòè ñïåöèôiêó ðåàëiçàöi¨ àëãîðèòìó ÌÑÅ
ñàìå äëÿ òàêîãî âèïàäêó. Âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïiäõiä, â ÿêîìó ñiòêà ÌÑÅ áóäó¹òüñÿ
òiëüêè äëÿ ïî÷àòêîâî¨ ãåîìåòði¨, àëå ïiä ÷àñ äåôîðìóâàííÿ âóçëè òà åëåìåíòè
íàçàâæäè ïðèêðiïëåíi äî ÷àñòèíîê ìàòåðiàëó, ç ÿêèìè âîíè áóëè ñïî÷àòêó ïîâ'ÿçàíi.
Âèêîðèñòàííÿ içîïàðàìåòðè÷íèõ ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ, ñïåöèôiêîþ ÿêèõ ¹ ïîäàííÿ
êîîðäèíàò i øóêàíèõ ôóíêöié òèìè ñàìèìè ôóíêöiÿìè ôîðìè (âèçíà÷åíèìè íà
ñòàíäàðòíîìó êâàäðàòi) [3] äà¹ çìîãó, ìàþ÷è âóçëîâi çíà÷åííÿ â ïî÷àòêîâîìó àáî
äåôîðìîâàíîìó ñòàíi, çîáðàæàòè çàëåæíiñòü øóêàíèõ ôóíêöié âiä êîîðäèíàò ó
ïî÷àòêîâîìó àáî äåôîðìîâàíîìó ñòàíi. Ïîáóäîâà æ àëãîðèòìó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i
ãiïåðïðóæíîãî äåôîðìóâàííÿ ç âèêîðèñòàííÿì iíøèõ òèïiâ ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ
äîñèòü ïðîáëåìàòè÷íà.

Ëiíåàðèçàöiþ âàðiàöiéíîãî ðiâíÿííÿ âèêîíàíî íà ïiäñòàâi ìåòîäó Íüþòîíà-Ðàô-
ñîíà. Çàïèñàíî iòåðàöiéíèé àëãîðèòì íà ïiäñòàâi ïîêðîêîâîãî íàâàíòàæåííÿ òà
iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó ìåòîäó Íüþòîíà-Ðàôñîíà. Ðîçðîáëåíèé àëãîðèòì ðåàëiçîâà-
íèé ó âèãëÿäi ïðîãðàìíîãî êîìïëåêñó ìîâîþ C++ ç âèêîðèñòàííÿì áiáëiîòåêè
ôóíêöié ÌÐI, ùî äîïîìàãà¹ ðîçïàðàëåëþâàòè îá÷èñëþâàííÿ [8]. ×èñëîâi åêñïåðè-
ìåíòè ïðîâîäèëè íà êëàñòåði Ëüâiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà
Ôðàíêà.

2. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i äåôîðìóâàííÿ ãiïåðïðóæíèõ

ìàòåðiàëiâ

2.1. Êiíåìàòèêà ñêií÷åííèõ äåôîðìàöié

Òåîðiÿ äåôîðìàöi¨ âèâ÷à¹ ìåõàíi÷íó çìiíó âçà¹ìíîãî ðîçìiùåííÿ òî÷îê ñóöi-
ëüíîãî ñåðåäîâèùà, ÿêà ïðèâîäèòü äî çìiíè ôîðìè òà ðîçìiðó òiëà. Äëÿ îïèñó
äåôîðìàöi¨ òiëà âèêîðèñòîâóþòü âiäíîñíi âèäîâæåííÿ òà çñóâè. Âîíè ïîâ'ÿçàíi ìiæ
ñîáîþ ïåâíèìè äèôåðåíöiàëüíèìè çàëåæíîñòÿìè, ÿêi âèðàæàþòü óìîâó òîãî, ùî
çà óìîâè ìàëèõ ïåðåìiùåíü, äåôîðìàöi¨ âèçíà÷àþòüñÿ òåíçîðîì ìàëèõ äåôîðìàöié.
Äëÿ âèïàäêó âåëèêèõ ïåðåìiùåíü âèçíà÷àþòüñÿ òåíçîðè ñêií÷åííèõ äåôîðìàöié:
Eij Êîøi-Ãðiíà, ïðàâèé Cij i ëiâèé Bij òåíçîðè Êîøi-Ãðiíà [1, 6].

Ó ãëîáàëüíié íåðóõîìié ñèñòåìi êîîðäèíàò ç îðòàìè e⃗1, e⃗2, e⃗3 (ðèñ. 1) ðîçãëÿ-
íåìî ïîëîæåííÿ äîñëiäæóâàíîãî äåôîðìiâíîãî òiëà, ÿêi ðåàëiçóþòüñÿ ó ìîìåíòè
÷àñó t0 i t. Ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó òiëî çàéìà¹ îá'¹ì V0 i ìà¹ ãóñòèíó ρ0.
Öå ïîëîæåííÿ íàçèâà¹ìî ïî÷àòêîâèì àáî íåäåôîðìîâàíèì ñòàíîì. ×åðåç r⃗ = xie⃗i
ïîçíà÷èìî ðàäióñ-âåêòîð äîâiëüíî¨ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè M ó íåäåôîðìîâàíîìó ñòàíi.
Ó áiæó÷èé ìîìåíò ÷àñó òiëî çàéìà¹ îá'¹ì V i ìà¹ ãóñòèíó ρ. Öåé ñòàí íàçèâà¹ìî
àêòóàëüíèì àáî äåôîðìîâàíèì. ×åðåç R⃗ = yi(x1, x2, x3)e⃗i ïîçíà÷èìî ðàäióñ-âåêòîð
öi¹¨ æ òî÷êè M ′ ó äåôîðìîâàíîìó ñòàíi (ðèñ. 1).

Âåêòîð ïåðåìiùåíü âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

u = R⃗− r⃗ = ui (x1, x2, x) e⃗i,

âåêòîð øâèäêîñòi ÿê

v = u̇ =
˙⃗
R = vi (x1, x2, x3, t) e⃗i.

Ââåäåìî îïåðàòîðè Ãàìiëüòîíà ñòîñîâíî ïî÷àòêîâî¨ ãåîìåòði¨

∇x = e⃗j
∂

∂xj
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Ðèñ. 1. Âåêòîðè òî÷êè òiëà äî i ïiñëÿ äåôîðìàöi¨

i àêòóàëüíîãî (äåôîðìîâàíîãî) ñòàíó

∇y = e⃗j
∂

∂yj
.

Áàçîâèì òåíçîðîì, ÿêèé âiäiãðà¹ êëþ÷îâó ðîëü ó êiíåìàòèöi ñêií÷åííèõ äåôîð-
ìàöié, ¹ òåíçîð ãðàäi¹íòà äåôîðìàöi¨

(F ) =
(
∇xR⃗

)T

=
(
R⃗∇x

)
=

∂yi
∂xj

(e⃗ie⃗j) . (1)

Ãðàäi¹íò äåôîðìàöi¨ ìiñòèòü ïîâíó iíôîðìàöiþ ïðî ëîêàëüíå çìiùåííÿ i ïîâîðî-
òè òiëà. ×åðåç íüîãî ìîæíà çàïèñàòè ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ïî÷àòêîâèì i êiíöåâèì
îá'¹ìîì òiëà

dV

dV0
=

ρ0
ρ

= det(F ) = J. (2)

Ó âèïàäêó J = 1 ìà¹ìî íåñòèñëèâå òiëî.
×åðåç ãðàäi¹íò äåôîðìàöi¨ âèçíà÷àþòüñÿ òåíçîðè äåôîðìàöi¨: ïðàâèé òåíçîð

Êîøi-Ãðiíà

(C) = (F )T (F ) =
∂ym
∂xi

∂ym
∂xj

(e⃗ie⃗j) = Cij (e⃗ie⃗j) ; (3)

ëiâèé òåíçîð Êîøi-Ãðiíà

(B) = (F )(F )T =
∂yi
∂xm

∂yj
∂xm

(e⃗ie⃗j) = Bij (e⃗ie⃗j) ; (4)

òåíçîð äåôîðìàöi¨ Êîøi-Ãðiíà

(E) =
1

2

[
(F )T (F )− (I)

]
=

1

2
[(C)− (I)] = Eij (e⃗ie⃗j) , (5)

äå êîìïîíåíòè Eij íàáóâàþòü âèãëÿäó

Eij =
1

2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi
+

∂uk

∂xi

∂uk

∂xj

)
;
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ïðîñòîðîâèé ãðàäi¹íò øâèäêîñòi

(h) =
(
∇y

˙⃗
R
)T

=
∂vi
∂yj

(e⃗ie⃗j) =
(
Ḟ
)
·
(
F−1

)
; (6)

òåíçîð äåôîðìàöi¨ øâèäêîñòi

(d) =
1

2

[
(h) + (h)T

]
=

1

2

[
(Ḟ ) ·

(
F−1

)
+

(
F−1

)T ·
(
Ḟ
)T

]
= dij (e⃗ie⃗j) . (7)

2.2. Ôiçè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ãiïåðïðóæíèõ òië

Ó ëiòåðàòóði âiäîìi òðè îñíîâíi ìîäåëi ãiïåðïðóæíèõ ìàòåðiàëiâ: íåîãóêîâà,
Ìóíi-Ðiâëiíà, Ìóðíàãàíà. Äëÿ íåîãóêîâîãî ìàòåðiàëó ôóíêöiþ ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨
ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi [6]

Ψ =
µ

2
(I1C − 3)− µ ln J +

λ

2
(ln J)2, (8)

äå µ, λ � êîåôiöi¹íòè ìàòåðiàëó; I1C = tr(C) = C11+C22+C33. Äëÿ öüîãî ìàòåðiàëó
òåíçîð íàïðóæåíü Êîøi îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

(Σ) =
µ

J
(B − I) +

λ

J
(ln J)I. (9)

2.3. Âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ

Îñíîâíèìè ðiâíÿííÿìè, ÿêi âèêîðèñòîâóþòü äëÿ ÷èñëîâî¨ ðåàëiçàöi¨, ¹ âàðiàöiéíi
ðiâíÿííÿ ïðèíöèïó âiðòóàëüíèõ ïåðåìiùåíü i ïðèíöèïó âiðòóàëüíèõ ïîòóæíîñòåé.
Ïåðøå ç íèõ ìà¹ âèãëÿä [5, 6]

δU = δA, (10)

äå δU � ðîáîòà âíóòðiøíiõ íàïðóæåíü íà ìîæëèâèõ äåôîðìàöiÿõ, ÿêà äëÿ ïðóæíèõ
ìàòåðiàëiâ ¹ âàðiàöi¹þ ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãii äåôîðìàöi¨; δA � ðîáîòà çîâíiøíiõ
ìàñîâèõ i ïîâåðõíåâèõ ñèë. Âèðàç äëÿ δU ìîæíà ïîäàòè ó ðiçíèõ âèãëÿäàõ, à ñàìå

δU =
1

2

∫
V0

(S) : (δC)dV0 =

∫
V0

(S) : (δE)dV0 =

=

∫
V0

(P ) : (δF )dV0 =

∫
V

(Σ) : (δd)dV.

(11)

Ó ôîðìóëi (11) âèêîðèñòàíî òåíçîðè íàïðóæåíü: ñèìåòðè÷íèé òåíçîð íàïðóæåíü
Êîøi (Σ), ÿêèé ¹ òåíçîðîì iñòèííèõ íàïðóæåíü; òåíçîð íàïðóæåíü Ëàãðàíæà
(òðàíñïîíîâàíèé äî íüîãî íàçèâà¹òüñÿ ïåðøèì òåíçîðîì Ïiîëè-Êiðõãîôà)

(P ) = J
(
F−1

)
· (Σ) ,

äðóãèé (ñèìåòðè÷íèé) òåíçîð Ïiîëè-Êiðõãîôà

(S) = J
(
F−1

)
· (Σ) ·

(
F−1

)T
.
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Ðîáîòó çîâíiøíiõ ñèë çàïèøåìî ó âèãëÿäi

δA =

∫
V

f · δvdV +

∫
Sσ

t · δvdS,

äå f � ìàñîâi ñèëè; t � ïîâåðõíåâi ñèëè, çàäàíi íà ÷àñòèíi ãðàíèöi Γq. Íà iíøié
÷àñòèíi ãðàíèöi Γu çàäàíi êiíåìàòè÷íi ãðàíè÷íi óìîâè i äëÿ íå¨ δv = 0. ßê îñíîâíå
âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ ïðèíöèïó âiðòóàëüíèõ
ïîòóæíîñòåé [1]

δW =

∫
V

(Σ) : (δd)dV −
∫
V

f · δvdV −
∫
Sσ

t · δvdS = 0. (12)

3. ×èñåëüíà ñõåìà íà îñíîâi ìåòîäó ñêií÷åííèõ

åëåìåíòiâ

3.1. Àïðîêñèìàöiÿ êiíåìàòè÷íèõ ñïiââiäíîøåíü ç âèêî-

ðèñòàííÿì êâàäðàòè÷íèõ içîïàðàìåòðè÷íèõ ñêií-

÷åííèõ åëåìåíòiâ

Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i âèêîðèñòîâóþòüñÿ ñêií÷åííi åëåìåíòè. Ñiòêà ÌÑÅ
áóäó¹òüñÿ â ïî÷àòêîâié êîíôiãóðàöi¨. Âàðòî çàóâàæèòè, ùî ïiä ÷àñ äåôîðìóâàííÿ
âóçëè òà åëåìåíòè íàçàâæäè ïðèêðiïëåíi äî ÷àñòèíîê ìàòåðiàëó, ç ÿêèìè âîíè áóëè
ñïî÷àòêó ïîâ'ÿçàíi.

Íà ñêií÷åííîìó åëåìåíòi e äëÿ àïðîêñèìàöi¨ êîîðäèíàò ïî÷àòêîâî¨ êîíôiãóðàöi¨
âèêîðèñòîâóþòüñÿ ôîðìóëè

xi =

8∑
a=1

Na (ξ1, ξ2)x
a
i . (13)

Òóò Na (ξ1, ξ2) � ôóíêöi¨ ôîðìè, xa
i � êîîðäèíàòè âóçëiâ. Êîîðäèíàòè â ÷àñ t ó

òåðìiíàõ ïîòî÷íîãî (äåôîðìîâàíîãî) ïîëîæåííÿ âóçëiâ yai (t) òàêîæ ïîäàþòüñÿ ÷åðåç
òi æ ñàìi ôóíêöi¨ ôîðìè

yi =

8∑
a=1

Na (ξ1, ξ2) y
a
i . (14)

Äèôåðåíöiþþ÷è ðiâíÿííÿ (14) çà ÷àñîì, îòðèìà¹ìî iíòåðïîëÿöiþ êîìïîíåíò âåêòîðà
øâèäêîñòi i âàðiàöi¨ øâèäêîñòi

vi =

8∑
a=1

Nav
a
i , δvi =

8∑
a=1

Naδv
a
i . (15)

Òåíçîð ãðàäi¹íòà äåôîðìàöi¨ îòðèìó¹òüñÿ øëÿõîì äèôåðåíöiþâàííÿ (14) çà êîîðäè-
íàòàìè ïî÷àòêîâîãî ñòàíó xi

F =

8∑
a=1

ya ⊗∇0Na, (16)
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äå ∇0Na = ∂Na

∂x ìîæíà ïåðåòâîðèòè äî ∇ξNa = ∂Na

∂ξ ñòàíäàðòíî

∂Na

∂x
=

(
∂x

∂ξ

)−T
∂Na

∂ξ
,

∂x

∂ξ
=

8∑
a=1

xa ⊗∇ξNa.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (15), ìîæíà îòðèìàòè ïðàâèé i ëiâèé òåíçîðè äåôîðìàöi¨
Êîøi-Ãðiíà, òåíçîð äåôîðìàöi¨ øâèäêîñòi, éîãî âàðiàöi¨.

3.2. Äèñêðåòèçàöiÿ âàðiàöiéíîãî ðiâíÿííÿ

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè (7), (15), ðiâíÿííÿ (12) íà ñêií÷åííîìó åëåìåíòi e äëÿ
âóçëà a çàïèøåòüñÿ ÿê

δW e (ϕ,Naδva) =

∫
V e

(Σ) : (δva ⊗∇Na) dV−

−
∫
V e

f · (Naδva) dV −
∫
Sσ

t · (Naδva) dS.

(17)

Âðàõîâóþ÷è, ùî Σ : (u⊗ v) = u · Σv, ðiâíÿííÿ (17) ïåðåïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

δW e (ϕ,Naδva) = δva ·
(∫

V e

Σ∇NadV −
∫
V e

NafdV −
∫
Sσ

NatdS

)
. (18)

Âiðòóàëüíó ðîáîòó íà åëåìåíòi e äëÿ âóçëà a ìîæíà çàïèñàòè ó òåðìiíàõ âíóòðiøíüî¨
i çîâíiøíüî¨ âóçëîâî¨ ñèëè T e

a i F e
a ÿê

δW e (ϕ,Naδva) = δva · (T e
a − F e

a ) . (19)

Çàãàëüíèé âíåñîê ó âiðòóàëüíó ðîáîòó ç óñiõ âóçëiâ N íàáóäå âèãëÿäó

δW (ϕ, δv) =

N∑
a=1

δW (ϕ,Naδva) =

N∑
a=1

δva · (Ta − Fa) = 0. (20)

Îñêiëüêè (20) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî δva, òî îòðèìó¹ìî

Ra = Ta − Fa = 0, a = 1, 2, . . . , N. (21)

3.3. Ëiíåàðèçàöiÿ âàðiàöiéíîãî ðiâíÿííÿ

Ðiâíÿííÿ (21) ¹ íåëiíiéíèìè ñòîñîâíî íåâiäîìèõ âóçëîâèõ çíà÷åíü yi. Äëÿ
¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ iòåðàöiéíà ïðîöåäóðà ìåòîäó Íüþòîíà-Ðàôñîíà.
Ïðîöåäóðà òàêà. Çáiëüøóþ÷è ïðîáíèé ðîçâ'ÿçîê ϕ íà äåÿêèé ïðèðiñò u(ϕ + u),
çàïèøåìî

δW (φ, δv) +DδW (φ, δv)[u] = 0, (22)

äå DδW (φ, δv)[u]-ïîõiäíà âiä âiðòóàëüíî¨ ðîáîòè ïî ϕ â íàïðÿìi u. �¨ ìîæíà çàïèñàòè
÷åðåç ïîõiäíi âiä âíóòðiøíüî¨ òà çîâíiøíüî¨ ðîáiò

DδW (φ, δv)[u] = DδWint (φ, δv)[u]−DδWext (φ, δv)[u]. (23)
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Òóò ïîõiäíà âiä âíóòðiøíüî¨ ðîáîòè íàáóâà¹ âèãëÿäó

DδWint (φ, δv)[u] = DδWC(φ, δv)[u] +DδWσ(φ, δv)[u] =

=

∫
V

δd : C : εdV +

∫
V

Σ :
[
(∇u)T∇v

]
dV. (24)

Ëiíåàðèçàöiþ ðiâíÿííÿ (19) ó íàïðÿìi Nbub, âðàõîâóþ÷è, ùî Naδva çàëèøà¹òüñÿ
ïîñòiéíèì, ìîæíà çàïèñàòè ÿê

DδW e (ϕ,Naδva) [Nbub] = D (δva · (T e
a − F e

a )) [Nbub] =

= δva ·D (T e
a − F e

a ) [Nbub] = δva ·Ke
abub.

(25)

Âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ çìiíàìè ñèë ó âóçëi a ÿê íàñëiäîê çìií ó ïîòî÷íié ïîçèöi¨ âóçëà
b íàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ äîòè÷íî¨ æîðñòêîñòi Ke

ab.

Ke
ab = Ke

C,ab +Ke
σ,ab −Ke

p,ab, (26)

äå êîìïîíåíòè ìàòðèöi äîòè÷íî¨ æîðñòêîñòi, ÿêà çâ'ÿçó¹ âóçîë a ç âóçëîì b íà
åëåìåíòi e, ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

[
Ke

C,ab

]
ij
=

∫
V e

3∑
k,l=1

∂Na

∂yk
Csym

ijkl

∂Nb

∂yl
dV, i, j = 1, 2, 3, (27)

[
Ke

σ,ab

]
ij
=

∫
V e

3∑
k,l=1

∂Na

∂yk

∑
kl

∂Nb

∂yl
δijdV, i, j = 1, 2, 3, (28)

[
Ke

p,ab

]
ij
=

3∑
k=1

εijk
[
kep,ab

]
k
. (29)

Ïiäñóìóâàâøè ìàòðèöi (26) ïî âñiõ åëåìåíòàõ ñiòêè i ââiâøè âåêòîð âóçëîâèõ
ïåðåìiùåíü uT =

[
uT
1 ,u

T
2 , . . . ,u

T
n

]
, ìîæåìî çàïèñàòè

DδW (ϕ, δv)[u] = δvTKu, (30)

äå K � ìàòðèöÿ äîòè÷íî¨ æîðñòêîñòi.

3.4. Àëãîðèòì ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ç âèêîðèñòàííÿì

ïàðàëåëüíèõ îá÷èñëåíü

Ðîçãëÿíåìî äâîâèìiðíó îáëàñòü Ω ç ãðàíèöåþ Γ, ÿêà ¹ ïåðåðiçîì äåôîðìiâíîãî
òâåðäîãî ãiïåðïðóæíîãî òiëà (ðèñ. 2).

Ïîáóäîâà àëãîðèòìó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ÌÑÅ ç âèêîðèñòàííÿì np ïðîöåñiâ
òàêà. Îáëàñòü Ω ïîäà¹òüñÿ ÿê îá'¹äíàííÿ np ïiäîáëàñòåé (ðèñ. 2), òîáòî Ω = Ω1 ∪
Ω2 ∪ . . . ∪ Ωnp ,Ωi ∩ Ωj = ∅, i ̸= j, i, j = 1, np. Ó êîæíié ïiäîáëàñòi Ωi áóäó¹òüñÿ ñiòêà
ÌÑÅ ç âèêîðèñòàííÿì i-ãî ïðîöåñó. Êîæíà ïiäîáëàñòü Ωi ìiñòèòü Ni âóçëiâ i Mi

åëåìåíòiâ. Çàãàëüíà êiëüêiñòü åëåìåíòiâ â îáëàñòi Ω ñòàíîâèòüM =
∑np

i=1 Mi i âóçëiâ
N <

∑np

i=1 Ni.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ãi ìàòðèöþ æîðñòêîñòi (äëÿ ëiíiéíî¨ çàäà÷i), x̃i � âåêòîð

íåâiäîìèõ, b̃i � âåêòîð ïðàâèõ ÷àñòèí ïiäîáëàñòi Ωi áåç âêëàäiâ ç ñóñiäíiõ ïiäîáëàñòåé,
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Ðèñ. 2. Îáëàñòü ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i

à ÷åðåç Āi, x̄i, b̄i, òi æ âåëè÷èíè, àëå ç âêëàäàìè ç ñóñiäíiõ ïiäîáëàñòåé ó ãëîáàëüíî
ðîçïîäiëåíîìó ôîðìàòi. Òàêîæ äîïóñòèìî, ùî íóìåðàöiÿ íåâiäîìèõ â ïiäîáëàñòi
âèêîíàíà âiä 1 äî ni. Ãëîáàëüíó ìàòðèöþ æîðñòêîñòi A ìîæíà ïîäàòè, âèêîðèñòî-
âóþ÷è áóëåâó ìàòðèöþ Ci ∈ Zni×N (ìàòðèöþ çâ'ÿçíîñòi), ôîðìóëîþ

A =

np∑
i=1

CT
i ÃiCi. (31)

Àíàëîãi÷íî ãëîáàëüíi âåêòîðè x i b ìîæíà ïîäàòè ÷åðåç ãëîáàëüíî ðîçïîäiëåíi
âåêòîðè xi i bi

xi = Cix, bi = Cib, (32)

àáî ÷åðåç ëîêàëüíî ðîçïîäiëåíi âåêòîðè x̃i i b̃i

x =

np∑
i=1

CT
i x̃i, b =

np∑
i=1

CT
i b̃i. (33)

Âiäïîâiäíî, ëîêàëüíî ðîçïîäiëåíi âåêòîðè x̃i i b̃i, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè (32),
(33), ìîæíà ïåðåòâîðèòè ó ãëîáàëüíî ðîçïîäiëåíi âåêòîðè xi i bi çà ôîðìóëàìè

xi = Ci

np∑
i=1

CT
i x̃i, bi = Ci

np∑
i=1

CT
i b̃i. (34)

Òðåáà çàçíà÷èòè, ùî ñàìå îá÷èñëåííÿ çà ôîðìóëàìè (34) ïîòðåáóþòü êîìóíiêàöi¨
ìiæ ïðîöåñàìè, òîáòî âèêîíàííÿ îáìiíó ìiæ ïðîöåñàìè ÷àñòèíàìè âåêòîðiâ x̃i i b̃i,
ÿêi íåîáõiäíi äëÿ îá÷èñëåííÿ xi i bi. Ïîçíà÷èìî ïðîöåäóðó ïåðåòâîðåííÿ x̃i y xi i
b̃i ó bi ÿê

xi ≡
∂Ωi∑
�

x̃i, bi ≡
∂Ωi∑
�

b̃i. (35)

Äåòàëüíî àëãîðèòì ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íà ïiäñòàâi ïàðàëåëü-
íîãî ìåòîäó ñïðÿæåíèõ ãðàäi¹íòiâ íàâåäåíî â [2].
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1. Ïåðøèì êðîêîì àëãîðèòìó ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåëiéíî¨ çàäà÷i ¹ îòðèìàííÿ ðîçâ'ÿç-
êó ëiíiéíî¨ çàäà÷i äëÿ çàäàíîãî êðîêó íàâàíòàæåííÿ. Ñàìå öåé ðîçâ'ÿçîê ¹ ïî÷àò-
êîâèì íàáëèæåííÿì ìåòîäó Íüþòîíà-Ðàôñîíà. Ùî áiëüøå íàâàíòàæåííÿ (äëÿ
êîæíîãî ïðèêëàäó ñâî¹), òî ãiðøèì ïî÷àòêîâèì íàáëèæåííÿì ¹ ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíî¨
çàäà÷i, i ìåòîä Íüþòîíà-Ðàôñîíà ðîçáiãà¹òüñÿ.

2. Íàñòóïíèì, äðóãèì êðîêîì, ¹ îòðèìàííÿ íîâèõ âóçëîâèõ çíà÷åíü êîîðäèíàò
ñiòêè ó äåôîðìîâàíîìó ñòàíi yk+1 = yk + u, äå k � íîìåð iòåðàöi¨ ìåòîäó Íüþòîíà-
Ðàôñîíà, y0 � çíà÷åííÿ êîîðäèíàò âóçëiâ ñiòêè ÌÑÅ ó ïî÷àòêîâîìó ñòàíi, u � âåêòîð
çíà÷åíü ïåðåìiùåíü ó âóçëàõ (ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Ku = −R íà
ïåðøié iòåðàöi¨ ëiíiéíî¨ çàäà÷i).

3. Íà òðåòüîìó êðîöi îá÷èñëþþòüñÿ êîìïîíåíòè òåíçîðà ãðàäi¹òà äåôîðìàöi¨
çà ôîðìóëîþ (16). Âðàõîâóþ÷è ïîäàííÿ (16), îá÷èñëåííÿ ïîõiäíèõ çâîäèòüñÿ äî
îá÷èñëåííÿ ïîõiäíèõ âiä ôóíêöié ôîðìè íà ñòàíäàðòíîìó ñêií÷åííîìó åëåìåíòi çà
âiäîìèìè ôîðìóëàìè.

4. ×åòâåðòèé êðîê, àëãîðèòìó � îá÷èñëåííÿ ëiâîãî òåíçîðà äåôîðìàöi¨, âiäíîñíî¨
çìiíè îá'¹ìó, äëÿ íåîãóêiâñüêîãî ìàòåðiàëó íîâèõ êîíñòàíò ìàòåðiàëó, êîìïîíåíòiâ
òåíçîðà íàïðóæåíü Êîøi.

5. Íà ï'ÿòîìó êðîöi àëãîðèòìó âèçíà÷à¹ìî âåêòîð âíóòðiøíiõ ñèë. Îá÷èñëþ¹ìî
íîâèé âåêòîð ïðàâî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü R = F −T. ßêùî ∥R∥/[[F ]] ≥
ε, òî ïåðåõîäèìî äî íàñòóïíî¨ iòåðàöi¨ ìåòîäó Íüþòîíà-Ðàôñîíà, äî êðîêó 6 àëãîðèò-
ìó. ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ïåðåõîäèìî äî íàñòóïíîãî êðîêó çà íàâàíòàæåííÿì
àáî îá÷èñëþ¹ìî, àíàëîãi÷íî äî ïóíêòó 4 àëãîðèòìó, ëiâèé òåíçîð äåôîðìàöi¨ i òåíçîð
íàïðóæåíü Êîøi, ÿêi i ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ó âóçëàõ ñiòêè ÌÑÅ.

6. Øîñòèé êðîê àëãîðèòìó ïîëÿãà¹ â îá÷èñëåííi ìàòðèöi ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü äëÿ íàñòóïíî¨ iòåðàöi¨, òîáòî ìàòðèöi äîòè÷íî¨ æîðñòêîñòi çà ôîðìóëàìè
(27)-(29). Ìàþ÷è ìàòðèöþ i âåêòîð ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ïåðåõîäèìî äî êðîêó
2 àëãîðèòìó äëÿ îá÷èñëåííÿ íàñòóïíîãî íàáëèæåííÿ.

4. Ðåçóëüòàòè ðîçâ'ÿçóâàííÿ òåñòîâîãî ïðèêëàäó ãi-

ïåðïðóæíîãî äåôîðìóâàííÿ çãèíó øàðíiðíî îïåðòî¨

ñìóãè

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî ïëîñêó äåôîðìàöiþ íåñêií÷åííî¨ â íàïðÿìi x3 ñìóãè
(ðèñ. 3), ìàòåðiàë ÿêî¨ îïèñó¹òüñÿ íåîãóêîâèì çàêîíîì âèãëÿäó

(Σ) =
µ

2
(I1C − 3) +

K

2
(J − 1)2, (36)

äå µ = 0.4225MPa � ìîäóëü çñóâó, K = 5MPa � ìîäóëü îá'¹ìíîãî ðîçøèðåííÿ.
Ïàðàìåòð Ëÿìå äëÿ íåäåôîðìîâàíîãî ñòàíó, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ó ôîðìóëi (36),
âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç µ i

K : λ = K − 2

3
µ, λ = 4, 71MPa.

Òàêi õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðiàëó âëàñòèâi äëÿ ïåâíîãî òèïó ãóì (ïîëiìåðiâ). Ñìóãà
íàâàíòàæåíà íà âåðõíié ãðàíèöi ðiâíîìiðíèì òèñêîì q. Íà âåðòèêàëüíèõ êðàÿõ
ñìóãè çàäàíi ïåðåìiùåííÿ u2 = 0. Îñêiëüêè çàäà÷à ìà¹ âiñü ñèìåòði¨, òî ó äîñëiäæåí-
íi ðîçãëÿäàëè òiëüêè ïîëîâèíó ñìóãè. Äëÿ åòàëîííîãî ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i áóëî
îáðàíî ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ó ïàêåòi Comsol Multiphisics íà ñiòöi 100x50 êâàäðàòè÷-
íèõ åëåìåíòiâ.
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Ðèñ. 3. Çãèíàííÿ øàðíiðíî îïåðòî¨ ñìóãè

Ðèñ. 4. Çíà÷åííÿ íàïðóæåííÿ σ11(Pa) ïðè x2 = 0 äëÿ x1 < 0, 4

Çàäà÷à ðîçâ'ÿçóâàëàñü äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü âiäíîøåííÿ øèðèíè ñìóãè l äî i¨
òîâùèíè h i äëÿ ðiçíèõ âåëè÷èí íàâàíòàæåííÿ q. Òðåáà îäðàçó æ çàóâàæèòè, ùî
ñàìå âiä öèõ ïàðàìåòðiâ çàëåæèòü ñòóïiíü íåëiíiéíîñòi çàäà÷i i ñêëàäíiñòü îòðèìàííÿ
ðîçâ'ÿçêó.

Ñïî÷àòêó áóëî äîñëiäæåíî çáiæíiñòü ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i âiä ñiòêè ÌÑÅ
ïðè l/h = 8, q = −100Pa. Ïî÷àòîê ñèñòåìè êîîðäèíàò x1, x2 âèáèðàëè ó íèæíüîìó
ëiâîìó êóòi ñìóãè. Íà (ðèñ. 4) çîáðàæåíî ãðàôiêè íàïðóæåííÿ σ11(Pa) ïðè x2 = 0
â çàëåæíîñòi âiä x1 çàëåæíî âiä ñiòêè ÌÑÅ.

Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåëiéíèõ çàäà÷ iòåðàöiéíèìè ìåòîäàìè, çîêðåìà ìåòîäîì
Íüþòîíà-Ðàôñîíà, âàæëèâèì ¹ çìåíøåííÿ êiëüêîñòi iòåðàöié ìåòîäó i ÷àñó âèêîíàí-
íÿ îäíi¹¨ iòåðàöi¨. Äëÿ ïðèêëàäó, íà ÿêîìó ïðîâîäèëè òåñòóâàííÿ ïðîãðàìè i ìåòîäó,
ó òàáë. 1 íàâåäåíî çíà÷åííÿ êiëüêîñòi iòåðàöié çàëåæíî âiä âiäíîøåííÿ øèðèíè ñìóãè
l äî i¨ òîâùèíè h i äëÿ ðiçíèõ âåëè÷èí íàâàíòàæåííÿ q. ßê âèäíî ç ðåçóëüòàòiâ (äèâ.
òàáë. 1), ùî ìåíøà âiäíîñíà òîâùèíà ñìóãè i ùî áiëüøå íàâàíòàæåííÿ, òî áiëüøà
êiëüêiñòü iòåðàöié. Áà áiëüøå, öÿ çàëåæíiñòü çîâñiì íå ¹ ëiíiéíîþ (äèâ. îñòàííié
ðÿäîê òàáë. 1). Äëÿ êîæíî¨ çàäà÷i ¹ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ, çà ÿêèõ âiäáóâà¹òüñÿ ðiçêå
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âèÿâëåííÿ ãiïåðïðóæíèõ âëàñòèâîñòåé ìàòåðiàëó.

Ðèñ. 5. Çíà÷åííÿ ÷àñó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ç âèêîðèñòàííÿì 1, 2.4 i 8 ïðîöåñiâ
äëÿ ðiçíèõ ñiòîê ÌÑÅ

Òàáëèöÿ 1

Êiëüêiñòü iòåðàöié ìåòîäó Íüþòîíà-Ðàôñîíà

q(Pa) l/h=4 l/h=8
-100 2 4
-300 3 7
-500 3 9
-700 4 19

Öþ çàäà÷ó âèêîðèñòîâóâàëè òàêîæ äëÿ òåñòóâàííÿ ðîçðîáëåíîãî àëãîðèòìó ç
âèêîðèñòàííÿì ïàðàëåëüíèõ îá÷èñëåíü äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ãiïåðïðóæíîãî äåôîðìó-
âàííÿ. Îá÷èñëåííÿ ïðîâîäèëè äëÿ ðiçíèõ ðîçáèòòiâ îáëàñòi Ω íà ñêií÷åííi åëåìåíòè
òà íà ïiäîáëàñòi. Êiëüêiñòü ïiäîáëàñòåé çáiãàëàñÿ ç êiëüêiñòþ çàäiÿíèõ ïðîöåñiâ
îá÷èñëåíü. Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i âèêîðèñòîâóâàëè êëàñòåð Ëüâiâñüêîãî íàöiî-
íàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà.

Äîñëiäæåííÿ ïðîâîäèëè íà îäíîìó (ïîñëiäîâíèé àëãîðèòì), äâîõ, ÷îòèðüîõ i
âiñüìîõ âóçëàõ. Äëÿ öüîãî îáëàñòü Ω ðîçáèâàëàñü íà âiäïîâiäíó êiëüêiñòü ïiäîáëàñ-
òåé. Ðîçáèòòÿ âñi¹¨ îáëàñòi i êîæíî¨ ïiäîáëàñòi âiäáóâàëîñü òàê, ùîá ðîçìiðíiñòü
ÑËÀÐ áóëà îäíàêîâîþ ó âñiõ âèïàäêàõ, òîáòî äëÿ ïîñëiäîâíîãî i ïàðàëåëüíîãî
àëãîðèòìiâ. Íà (ðèñ. 5) çîáðàæåíî ÷àñ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ç âèêîðèñòàííÿì 1,
2, 4 i 8 ïðîöåñiâ i äëÿ ðiçíèõ ñiòîê ÌÑÅ. ßê âèäíî ç äiàãðàìè, äëÿ ìàëèõ ñiòîê ÌCE
(áëèçüêî 100 êâàäðàòè÷íèõ åëåìåíòiâ) âèêîðèñòàííÿ ïàðàëåëüíèõ îá÷èñëåíü çîâñiì
íå äîöiëüíî. Ïðè âèêîðèñòàííi ñiòêè ç 512 åëåìåíòiâ âæå ñïîñòåðiãà¹òüñÿ çíà÷íèé
âèãðàø ó ÷àñi. Ùî áiëüøå ïðîöåñiâ, òî ìåíøèé ÷àñ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i.
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5. Âèñíîâêè

Íà ìîäåëüíîìó ïðèêëàäi äîñëiäæåíî çàäà÷ó ãiïåðïðóæíîãî äåôîðìóâàííÿ íåñ-
êií÷åííî¨ ñìóãè ç íåîãóêîâîãî ìàòåðiàëó. Äîâåäåíî çáiæíiñòü ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿç-
êó âiä ñiòêè ìåòîäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ. Ðîçâ'ÿçóþ÷è íåëiéíi çàäà÷i iòåðàöiéíè-
ìè ìåòîäàìè, çîêðåìà ìåòîäîì Íüþòîíà-Ðàôñîíà, âàæëèâî çìåíøèòè êiëüêiñòü
iòåðàöié ìåòîäó i ÷àñó âèêîíàííÿ îäíi¹¨ iòåðàöi¨. Ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ çíà÷åííÿ
êiëüêîñòi iòåðàöié çàëåæíî âiä âiäíîñíî¨ òîâùèíè ñìóãè i ðiçíèõ âåëè÷èí íàâàíòà-
æåííÿ. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè âèÿâèëè, ùî ÷èì ìåíøà âiäíîñíà òîâùèíà ñìóãè i ÷èì
áiëüøå íàâàíòàæåííÿ, òèì áiëüøà êiëüêiñòü iòåðàöié. Áà áiëüøå, öÿ çàëåæíiñòü
çîâñiì íå ¹ ëiíiéíîþ. Äëÿ êîæíî¨ çàäà÷i iñíó¹ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ, çà ÿêèõ
âiäáóâà¹òüñÿ ðiçêå âèÿâëåííÿ ãiïåðïðóæíèõ âëàñòèâîñòåé ìàòåðiàëó. Ç îòðèìàíèõ
ðåçóëüòàòiâ ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ ó âèãëÿäi ðîçâ'ÿç-
êó ëiíiéíî¨ çàäà÷i çà ïåâíèõ ïàðàìåòðiâ çàäà÷i ïðèâîäèòü äî ðîçáiæíîñòi ìåòîäó
Íüþòîíà-Ðàôñîíà.

Ðîçðîáëåíèé ïàðàëåëüíèé àëãîðèòì ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ãiïåðïðóæíîãî äåôîð-
ìóâàííÿ äà¹ çìîãó åôåêòèâíî ïî¹äíóâàòè ìåòîä ðîçáèòòÿ îáëàñòi íà ïiäîáëàñòi
ç ïàðàëåëüíèìè îá÷èñëåííÿìè íà äîâiëüíié êiëüêîñòi ïðîöåñîðiâ. Âèêîðèñòàííÿ
ìîäèôiêîâàíîãî ìåòîäó ñïðÿæåíèõ ãðàäi¹íòiâ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ÑËÀÐ íå ïîòðåáó¹
ôîðìóâàííÿ ãëîáàëüíî¨ ìàòðèöi æîðñòêîñòi äëÿ âñi¹¨ îáëàñòi, ùî çíà÷íî ñêîðî÷ó¹
çàãàëüíèé ÷àñ îá÷èñëåííÿ çàäà÷i. ßê âèäíî ç ðåçóëüòàòiâ òåñòîâîãî ïðèêëàäó,
çàëåæíî âiä ðîçìiðó çàäà÷i ïîêðàùåííÿ ÷àñó îá÷èñëåíü ñòàíîâèëî äî 2,5 ðàçiâ.
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We consider the numerical solution to the two-dimensional hyperelasticity problems by

isoparametric �nite element method with biquadratic approximations on quadliquadrilat-

eral elements. We present the linearization of the variational equation on the basis of the

Newton-Raphson method. The iterational algorithm based on step by step load and the

Newton-Raphson iteration process is stated. The proposed algorithm is implemented as a

software in C++ using the functions from MPI library.
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