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Ðîçãëÿíóòî ðîçðîáëåíó àâòîðîì ìàòåìàòèêó ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ â Rn, n >
1, âèîêðåìëåíî ñïåöèôi÷íi ìîìåíòè â íié ó ïîáóäîâi ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ
ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ, àðèôìåòè÷íèõ, óíàðíèõ, òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ îïåðàöié
òà çàïðîïîíîâàíî åôåêòèâíi àëãîðèòìè ¨õíüî¨ ðåàëiçàöi¨. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòàíî ìåòîä
äåêîìïîçèöi¨ òà ñïðîùåíó ìàòåìàòèêó ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ ó R1. Öå çóìîâëåíî
òèì, ùî ðåçóëüòàòè âèêîíàííÿ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàöié íàä ôóíêöiîíàëüíèìè iíòåðâà-
ëàìè âèçíà÷àþòüñÿ âiäïîâiäíèìè îïåðàöiÿìè íàä ¨õíiìè îáìåæóâàëüíèìè ôóíêöiÿìè
[2]. Àëå ðåçóëüòàòè âèêîíàííÿ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàöié íàä ëiíiéíèìè ôóíêöiÿìè ¹ âiä-
ïîâiäíèìè ëiíiéíèìè ôóíêöiÿìè ëèøå ó ðàçi äîäàâàííÿ òà âiäíiìàííÿ òàêèõ ôóíêöié.
Êðiì òîãî, íàâiòü â R2 ðåçóëüòàòè ìíîæåííÿ òà äiëåííÿ òàêèõ ôóíêöié ìîæóòü
ìiñòèòè, íàïðèêëàä, ñiäëîâi òî÷êè, ùî íå äà¹ çìîãè àïðîêñèìóâàòè ¨õ ëiíiéíèìè
ôóíêöiÿìè. Îòæå, â òàêèõ âèïàäêàõ ìíîæèíà ðåçóëüòàòiâ äié íàä áàãàòîâèìiðíèìè
ôóíêöiîíàëüíèìè iíòåðâàëàìè íå ¹ çàìêíåíîþ. Îïèñàíà ïðîáëåìà ðîçâ'ÿçàíà çàñòîñó-
âàííÿì ñïðîùåíî¨ ìàòåìàòèêè ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ ïî âñiõ êîîðäèíàòàõ, êðiì
îäíi¹¨, ÿêó ïîñëiäîâíî çìiíþ¹ìî âiä 1 äî n. Òîäi âñi àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨ íàä
áàãàòîâèìiðíèìè ôóíêöiîíàëüíèìè iíòåðâàëàìè çâîäÿòüñÿ äî âiäïîâiäíèõ îïåðàöié
íàä äâîìà îäíîâèìiðíèìè ôóíêöiîíàëüíèìè iíòåðâàëàìè, îáìåæóâàëüíi ôóíêöi¨ îäíî-
ãî ç ÿêèõ ¹ êóñêîâî-ïîñòiéíèìè ôóíêöiÿìè. Ëiíiéíèé ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðâàë öi¹¨
ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ íà çàçíà÷åíîìó áàãàòîâèìiðíîìó iíòåðâàëi ¹ ïåðåòèíîì âñiõ
òàê ïîáóäîâàíèõ îäíîâèìiðíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ i áóäü-ÿêèõ âèáiðîê iç íèõ.
Äëÿ çíàõîäæåííÿ òàêèõ ïåðåòèíiâ ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçóâàòè âiäïîâiäíi ñèñòåìè ëiíiéíèõ
àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü.

Êëþ÷îâi ñëîâà: iíòåðâàë, ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðâàë, iíòåðâàëüíå ðîçøèðåííÿ ôóíêöi¨,
äâîñòîðîííÿ àïðîêñèìàöiÿ, ìàòåìàòèêà ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ.

1. Âñòóï
Çàäà÷à ïîáóäîâè äâîñòîðîííiõ àïðîêñèìàöié ôóíêöié äóæå àêòóàëüíà. Ñó÷àñíi

ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ ïðîáëåìè, ãîëîâíî çàñíîâàíi íà iíòåðâàëüíié ìàòåìàòèöi.
Âîíè ìàþòü øèðîêèé ñïåêòð çàñòîñóâàíü i â áàãàòüîõ âèïàäêàõ äàþòü âè÷åðïíi
ðåêîìåíäàöi¨ ùîäî âèáîðó ñòðàòåãi¨ òà ìåòîäiâ íàáëèæåíèõ îá÷èñëåíü. Áëèçüêi
äî íèõ äâîñòîðîííi îá÷èñëþâàëüíi ìåòîäè, ÿêi òàêîæ íàëåæàòü äî ïðÿìèõ ìåòîäiâ
îöiíêè òî÷íîñòi ïîõèáêè îá÷èñëåíü.

Çàçâè÷àé â iíòåðâàëüíîìó àíàëiçi çàäà÷ó ïîáóäîâè äâîñòîðîííiõ àïðîêñèìà-
öié ôóíêöié ðîçâ'ÿçóþòü çà äîïîìîãîþ ïîáóäîâè iíòåðâàëüíèõ ðîçøèðåíü çàäàíèõ
ôóíêöié [1]. Åôåêòèâíiñòü ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷, ðîçðîáëåíèõ íà îñíîâi
iíòåðâàëüíîãî àíàëiçó, ñóòò¹âî çàëåæèòü âiä áëèçüêîñòi âiäïîâiäíèõ ïðèðîäíèõ
iíòåðâàëüíèõ ðîçøèðåíü ôóíêöié, ÿêi âõîäÿòü ó ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü çàäà÷i, äî ¨õíiõ
îá'¹äíàíèõ iíòåðâàëüíèõ ðîçøèðåíü. Òîìó áàãàòî ïðàöü ñïðÿìîâàíî íà ðîçðîáêó
ìåòîäiâ ïîáóäîâè îïòèìàëüíèõ ïðèðîäíèõ ðîçøèðåíü ôóíêöié [2]. Àëå íàâiòü
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öiëêîâèòèé çáiã îáîõ öèõ iíòåðâàëüíèõ ðîçøèðåíü ìiíiìiçó¹ âåëè÷èíó âiäõèëåííÿ
çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ âiä ìåæ iíòåðâàëó � iíòåðâàëüíîãî ðîçøèðåííÿ ôóíêöi¨ ëèøå ó
òî÷êàõ ¨¨ ãëîáàëüíèõ åêñòðåìóìiâ.

Ó [3] ïðîáëåìà ìiíiìiçàöi¨ âåëè÷èí âiäõèëåííÿ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ âiä ìåæ ¨¨
äâîñòîðîííiõ àïðîêñèìàöié ðîçâ'ÿçàíà ó R1 çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòèêè ôóíêöiîíàëü-
íèõ iíòåðâàëiâ.

2. ÔÎÐÌÓËÞÂÀÍÍß ÇÀÄÀ×I
Ó [3] äëÿ ôóíêöié îäíîãî àðãóìåíòó çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì ïîáóäîâè ôóíêöiî-

íàëüíèõ iíòåðâàëiâ íà îñíîâi íåðiâíîñòi �íñåíà. Âií ñóòò¹âî âèêîðèñòîâó¹ ìîíîòîí-
íiñòü òà îïóêëiñòü öi¹¨ ôóíêöi¨. Â òàêîìó âèïàäêó äëÿ ïîáóäîâè ¨¨ ëiíiéíîãî

ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó [3] âèêîðèñòîâó¹ìî äîòè÷íó â êiíöi àáî â ñåðåäèíi
iíòåðâàëó, òà ñi÷íó.

ßêùî çàäàíà ôóíêöiÿ íà iíòåðâàëi X íåìîíîòîííà i íåîïóêëà, òî ïîïåðåäíüî öåé
iíòåðâàë òðåáà ðîçáèòè íà iíòåðâàëè, äå öÿ ôóíêöiÿ âîëîäi¹ òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè.
Äëÿ öüîãî òðåáà çíàòè ó iíòåðâàëi X òî÷êè éîãî êiíöiâ, âñi òî÷êè åêñòðåìóìiâ,
òî÷êè ïåðåãèíiâ, ðîçðèâiâ; òî÷êè êiíöiâ iíòåðâàëiâ, äå ôóíêöiÿ çàäàíà ðiçíèìè
àíàëiòè÷íèìè âèðàçàìè; òî÷êè íåäèôåðåíöiéîâíîñòi öi¹¨ ôóíêöi¨. Öi òî÷êè áóäåìî
íàçèâàòè õàðàêòåðíèìè òî÷êàìè çàäàíî¨ ôóíêöi¨. Òàêà iíôîðìàöiÿ âiäîìà, çîê-
ðåìà, äëÿ åëåìåíòàðíèõ, òèïîâèõ i ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié. Òîäi íà êîæíîìó òàê
îòðèìàíîìó iíòåðâàëi ïîáóäîâó ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó âèêîíó¹ìî çà
äîïîìîãîþ ñi÷íèõ i äîòè÷íèõ çà íàâåäåíèì íèæ÷å àëãîðèòìîì. Âií âðàõîâó¹ òå,
ùî ãðàôiê ôóíêöi¨ ç ïîñòiéíîþ îïóêëiñòþ ðîçìiùåíèé ïî îäèí áiê âiä áóäü-ÿêî¨
äîòè÷íî¨, ïðîâåäåíî¨ äî íüîãî, i ïî iíøèé áiê âiä éîãî ñi÷íî¨. Òîìó ìà¹ìî òàêèé
àëãîðèòì.

Àëãîðèòì 1. Íåõàé x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn, äå xi ∈ X, i = 1, n, õàðàêòåðíi òî÷êè
çàäàíî¨ ôóíêöi¨ y = g(x) ó iíòåðâàëi X. Òîäi íà êîæíîìó iíòåðâàëi Xi = [xi, xi+1i ]
ôóíêöiÿ ìîíîòîííà i ìà¹ ïîñòiéíó îïóêëiñòü (àáî îïóêëà ââåðõ, àáî îïóêëà âíèç).

1. ßêùî íà iíòåðâàëi Xi çàäàíà ôóíêöiÿ îïóêëà ââåðõ, òî âåðõíÿ îáìåæóâàëü-

íà ôóíêöiÿ l̄
(i)
g (x) ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó L

(i)
g = {Xi, l(i)g (x), l̄

(i)
g (x)}

ñêëàäà¹òüñÿ ç êóñêiâ äîòè÷íèõ, ïðîâåäåíèõ ó òî÷êàõ xi, xi+1 äî ãðàôiêà ôóíêöi¨

y = g(x) äî ¨õ ïåðåòèíó; íèæíÿ éîãî îáìåæóâàëüíà ôóíêöiÿ l(i)g (x) ñêëàäà¹òü-
ñÿ ç êóñêiâ ñi÷íèõ, ïðîâåäåíèõ ó òî÷êàõ xi, xi+1 äî ãðàôiêà öi¹¨ ôóíêöi¨ òà òî÷êè
ïåðåòèíó ïðîâåäåíèõ äîòè÷íèõ.

2. ßêùî íà iíòåðâàëi Xi çàäàíà ôóíêöiÿ îïóêëà âíèç, òî íèæíÿ îáìåæóâàëüíà

ôóíêöiÿ l(i)g (x) ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó L
(i)
g = {Xi, l(i)g (x), l̄

(i)
g (x)}

ñêëàäà¹òüñÿ iç êóñêiâ äîòè÷íèõ, ïðîâåäåíèõ ó òî÷êàõ xi, xi+1 äî ãðàôiêà ôóíêöi¨

y = g(x) äî ¨õ ïåðåòèíó; âåðõíÿ éîãî îáìåæóâàëüíà ôóíêöiÿ l̄
(i)
g (x) ñêëàäà¹òüñÿ

iç êóñêiâ ñi÷íèõ, ïðîâåäåíèõ ó òî÷êàõ xi, xi+1 äî ãðàôiêà öi¹¨ ôóíêöi¨ òà òî÷êè
ïåðåòèíó ïðîâåäåíèõ äîòè÷íèõ.

3. Ïiñëÿ ïîáóäîâè âñiõ ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ L
(i)
g = {Xi, l

(i)
g (x),

l̄
(i)
g (x)}, i = 1, n− 1, ëiíiéíèé ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðâàë ôóíêöi¨ y = g(x) íà âñüîìó
iíòåðâàëi X îòðèìó¹ìî, îá'¹äíàâøè òàê ïîáóäîâàíi ëiíiéíi ôóíêöiîíàëüíi iíòåðâàëè

L
(i)
g , òîáòî, Lg =

∪n−1
i=1 L

(i)
g .

Çàóâàæåííÿ 1. Äëÿ ïîáóäîâè ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó êîæíî¨
ôóíêöi¨ âñi ¨¨ õàðàêòåðíi òî÷êè îáîâ'ÿçêîâî ìàþòü âõîäèòè ó ìíîæèíó òî÷îê ðîç-
áèòòÿ iíòåðâàëó X. Îäíàê äëÿ çâóæåííÿ äâîñòîðîííüî¨ àïðîêñèìàöi¨ öi¹¨ ôóíêöi¨
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îáìåæóâàëüíèìè ôóíêöiÿìè ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó, ìíîæèíó òî÷îê
ðîçáèòòÿ iíòåðâàëó X ìîæíà äîïîâíèòè áàæàíîþ êiëüêiñòþ iíøèõ òî÷îê ç öüîãî
iíòåðâàëó.

Ó áàãàòîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ áåçïîñåðåäíüî çàñòîñóâàòè çàçíà÷åíèé àëãîðèòì íå-
ìîæëèâî. Òîìó öå ñóòò¹âî óñêëàäíþ¹ ðåàëiçàöiþ âñiõ àðèôìåòè÷íèõ, óíàðíèõ i
òåîðåòèêîìíîæèííèõ îïåðàöié òà ïîðîäæó¹ ñïåöèôiêó ìàòåìàòèêè áàãàòîâèìiðíèõ
iíòåðâàëiâ.

3. ÇÀÃÀËÜÍÀ ÑÕÅÌÀ ÐÎÇÂ'ßÇÀÍÍß ÇÀÄÀ×I

3.1. ÑÏÐÎÙÅÍÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ ËIÍIÉÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÎ-
ÍÀËÜÍÈÕ IÍÒÅÐÂÀËIÂ Ó R1

Çàãàëüíà ñõåìà ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i. Ñïåöèôiêà áàãàòîâèìiðíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ
iíòåðâàëiâ i îïåðàöié íàä íèìè ïîòðåáó¹ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïðîáëåìè ìiíiìiçàöi¨
âåëè÷èíè âiäõèëåííÿ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ âiä ìåæ ¨¨ äâîñòîðîííiõ
àïðîêñèìàöié ïðèíöèïîâî iíøîãî ïiäõîäó. Ó öüîìó âèïàäêó âèêîðèñòîâó¹ìî ìåòîä
äåêîìïîçèöi¨ òà ñïðîùåíó ìàòåìàòèêó ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ ó R1.

Íåîäíîçíà÷íiñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ äà¹ çìîãó ïîáóäóâàòè
ñïðîùåíó ìàòåìàòèêó ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ. Ó íié ëiíiéíi ôóíêöiî-
íàëüíi iíòåðâàëè áóäóþòüñÿ íå çà äîïîìîãîþ ñi÷íèõ i äîòè÷íèõ öi¹¨ ôóíêöi¨, à
çà äîïîìîãîþ ïðÿìèõ, ïàðàëåëüíèõ îñi àáñöèñ. Öå ìîæëèâî çðîáèòè ëèøå äëÿ
ôóíêöié, âñi õàðàêòåðíi òî÷êè ÿêèõ âiäîìi. Òàêèìè, çîêðåìà, ¹ åëåìåíòàðíi, òèïîâi
òà ñïåöiàëüíi ôóíêöi¨.

Íåõàé ó iíòåðâàëi X âiäîìi âñi õàðàêòåðíi òî÷êè xi ∈ X, i = 1, n çàäàíî¨ ôóíêöi¨
y = g(x), ïðè÷îìó x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn. Îòæå, íà êîæíîìó iíòåðâàëi Xi = [xi, xi+1i ]
öÿ ôóíêöiÿ ìîíîòîííà i ìà¹ ïîñòiéíó îïóêëiñòü. Òîìó íà öèõ iíòåðâàëàõ ãðàôiê
ôóíêöi¨ ðîçòàøîâàíèé ïî îäèí áiê âiä ãîðèçîíòàëüíî¨ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç
òî÷êó (xi, yi), äå yi = g(xi). Îñêiëüêè ó öié ìàòåìàòèöi êóòîâi êîåôiöi¹íòè
âñiõ îáìåæóâàëüíèõ ôóíêöié åëåìåíòàðíèõ ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ
äîðiâíþþòü íóëþ, òî çìiùåííÿ m, m̄ ó ¨õíiõ îáìåæóâàëüíèõ ôóíêöiÿõ äîðiâíþþòü
çíà÷åííÿì ôóíêöi¨ y = g(x) ó ¨¨ õàðàêòåðíèõ òî÷êàõ. ßêùî íà ïðîìiæêó [xi, xi+1i ]
öÿ ôóíêöiÿ çðîñòà¹, òî ¨¨ ëiíiéíèé ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðâàë G([xi, xi+1]) =
{[xi, xi+1], yi, yi+1}, à ÿêùî ñïàäà¹, òî G([xi, xi+1]) = {[xi, xi+1], yi+1, yi}.

Îñêiëüêè íà êîæíîìó iíòåðâàëi [xi, xi+1i ] âñi ïåðåòèíè ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëüíî-
ãî iíòåðâàëó ôóíêöi¨ y = g(x) ¹ òèì ñàìèì iíòåðâàëîì ([yi, yi+1], ÷è [yi+1, yi]), òî âñi
àðèôìåòè÷íi i òåîðåòèêî-ìíîæèííi îïåðàöi¨ íàä òàêèìè ëiíiéíèìè ôóíêöiîíàëüíè-
ìè iíòåðâàëàìè ¹ âiäïîâiäíèìè îïåðàöiÿìè iíòåðâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè, ÿêi çâîäÿòüñÿ
äî öèõ æå îïåðàöié çi çíà÷åííÿìè öi¹¨ ôóíêöi¨ ó ¨¨ õàðàêòåðíèõ òî÷êàõ. Òîìó i
âiäñòàíü ìiæ òàêèìè åëåìåíòàìè, íîðìà i øèðèíà åëåìåíòàðíîãî ëiíiéíîãî ôóíêöiî-
íàëüíîãî iíòåðâàëó ¹ iíòåðâàëüíîþ âiäñòàííþ, íîðìîþ òà øèðèíîþ, âiäïîâiäíî.

Çàóâàæåííÿ 3.1. Iíòåðâàëüíå ðîçøèðåííÿ ôóíêöi¨ çíà÷íî øèðøå íàâiòü âiä ¨¨
ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó, îá÷èñëåíîãî ç âèêîðèñòàííÿì ñïðîùåíî¨ ìà-
òåìàòèêè ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ.
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3.2. ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ ÁÀÃÀÒÎÂÈÌIÐÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÎ-
ÍÀËÜÍÈÕ IÍÒÅÐÂÀËIÂ

Îçíà÷åííÿ 3.1.Áàãàòîâèìiðíèì ôóíêöiîíàëüíèì iíòåðâàëîì, áàãàòîâèìiðíèì
ôóíêöiîíàëüíèì îáìåæíèêîì, âèçíà÷åíèì ó iíòåðâàëi X, äå X = X1×X2× . . . Xn,
áóäåìî íàçèâàòè ïàðàìåòðèçîâàíó ìíîæèíó iíòåðâàëiâ [f1(x),f2(x)], äå f1, f2 : X ⊂
Rn → R1, f1(x)≤f2(x), ïàðàìåòðîì ÿêî¨ ¹ àðãóìåíò x ∈ X, i ïîçíà÷èìî éîãî,
âiäïîâiäíî, F (X), àáî {X, f1(x), f2(x)}.

Îòæå, áàãàòîâèìiðíèé ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðâàë � öå ìíîæèíà âñiõ òî÷îê ÷àñòè-
íè n + 1 � âèìiðíîãî ïðîñòîðó, ùî íà iíòåðâàëi X ðîçòàøîâàíi ìiæ ìíîæèíàìè
çíà÷åíü ôóíêöié f1(x1, x2, . . . , xn), f2(x1, x2, . . . , xn), âêëþ÷íî ç íèìè, äå
f1(x)≤f2(x).

Îçíà÷åííÿ 3.2. ×àñòèííèì ïåðåòèíîì ïåðøîãî ïîðÿäêó ôóíêöiîíàëüíîãî ií-
òåðâàëó {X, f1(x), f2(x)} íàçèâàòèìåìî n � âèìiðíèé ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðâàë

{X1×X2× . . .×Xi−1×Xi+1×. . .×Xn, f1(x), f2(x)}, ó ÿêîìó çíà÷åííÿ îáìåæóâàëüíèõ

ôóíêöié îá÷èñëåíi ïðè ôiêñîâàíié îäíié êîîðäèíàòi xi òî÷êè x.
Àíàëîãi÷íî âèçíà÷àþòüñÿ i ÷àñòèííi ïåðåòèíè âèùèõ ïîðÿäêiâ ôóíêöiîíàëüíîãî

iíòåðâàëó.
Îçíà÷åííÿ 3.3. Ðåàëiçàöi¹þ ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó {X, f1(x), f2(x)} íàçè-

âàòèìåìî êîæíó ôóíêöiþ f(x), çíà÷åííÿ ÿêî¨ ó iíòåðâàëi X íàëåæèòü öüîìó
ôóíêöiîíàëüíîìó iíòåðâàëó, òîáòî f1(x) ≤ f(x) ≤ f2(x). Ôóíêöi¨ f1(x), f2(x)
íàçèâàòèìåìî îáìåæóâàëüíèìè ôóíêöiÿìè öüîãî ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó. ßêùî
îäíi¹þ ç ðåàëiçàöié ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó {X, f1(x), f2(x)} ¹ ôóíêöiÿ f(x), òî
öåé ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðâàë áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöiîíàëüíèì iíòåðâàëîì ôóíêöi¨
f(x).

Îòæå, ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðâàë ìîæíà òàêîæ iíòåðïðåòóâàòè ÿê ìíîæèíó âñiõ
âiäïîâiäíèõ ôóíêöié � ðåàëiçàöié. Öå ñâiä÷èòü ïðî çâ'ÿçîê ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåð-
âàëiâ ç ñòîõàñòè÷íèìè ïðîöåñàìè.

ßêùî ôóíêöi¨ f1(x) i f2(x) � ìiíîðàíòà òà ìàæîðàíòà ôóíêöi¨ f(x), âiäïîâiäíî, òî
ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðâàë {X, f1(x), f2(x)} ìiñòèòü âñi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(x), ÿêùî
x ∈ X. Òîìó iíòåðâàëüíå ðîçøèðåííÿ [c1, c2] ôóíêöi¨ f(x) ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì
ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó {X, f1(x), f2(x)}.

3.3. ÀÐÈÔÌÅÒÈ×ÍI ÒÀ ÒÅÎÐÅÒÈÊÎ-ÌÍÎÆÈÍÍI ÎÏÅ-
ÐÀÖI� Ç ÁÀÃÀÒÎÂÈÌIÐÍÈÌÈ ÔÓÍÊÖIÎÍÀËÜÍÈ-
ÌÈ IÍÒÅÐÂÀËÀÌÈ

Àðèôìåòè÷íi òà òåîðåòèêî-ìíîæèííi îïåðàöi¨ ç áàãàòîâèìiðíèìè ôóíêöiîíàëü-
íèìè iíòåðâàëàìè âèêîíóþòüñÿ àíàëîãi÷íî äî âiäïîâiäíèõ îçíà÷åíü ç [3]. Çîêðåìà,
àíàëîãi÷íî äî íèõ îòðèìó¹ìî òàêi ôîðìóëè îïåðàöié äîäàâàííÿ i âiäíiìàííÿ åëåìåí-
òàðíèõ áàãàòîâèìiðíèõ ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ {X, l(1)(x), l̄(1)(x), } i

{X, l(2)(x), l̄(2)(x), }:

{X, l(1)( x), l̄(1) (x)}+ {X, l(2)( x), l̄(2) (x)} =

{X, l(1)( x) + l(2)( x), l̄(1) (x) + l̄(2) (x)}, (1)

{X, l(1)( x), l̄(1) (x)} − {X, l(2)( x), l̄(2) (x)} =
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{X, l(1)( x)− l̄(2) (x), l̄(1) (x)− l(2)( x)}, (2)

äå l(1)(x), l̄(1)(x), l(2)(x), l̄(2)(x), � ëiíiéíi ôóíêöi¨ àðãóìåíòó x ∈ Rn.

Îäíàê ñêîðèñòàòèñÿ áåçïîñåðåäíüî âiäïîâiäíèìè ôîðìóëàìè ç [3] äëÿ îçíà÷åííÿ
îïåðàöié ìíîæåííÿ òà äiëåííÿ åëåìåíòàðíèõ ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ
íåìîæëèâî, áî ìè õî÷åìî, ùîá ðåçóëüòàòè öèõ îïåðàöié òàêîæ áóëè ëiíiéíèìè
ôóíêöiîíàëüíèìè iíòåðâàëàìè.

Îçíà÷åííÿ 3.4. Íåõàé ∗ ∈ {+, −, ×, /} � áiíàðíà îïåðàöiÿ íà ìíîæèíi
äiéñíèõ ÷èñåë. Òîäi

F (X) ∗G(X) = {h(x) = f(x) ∗ g(x)| f(x) ∈ F (X), g(x) ∈ G(X), x ∈ Rn}

âèçíà÷à¹ âiäïîâiäíó àðèôìåòè÷íó îïåðàöiþ íàä ôóíêöiîíàëüíèìè iíòåðâàëàìè

F (X) i G(X).

Âðàõóâàâøè îçíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó, ïîíÿòòÿ éîãî ïåðåðiçiâ, ðåà-
ëiçàöié, âëàñòèâîñòi íåðiâíîñòåé òà îçíà÷åííÿ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàöié íàä îäíîâè-
ìiðíèìè ôóíêöiîíàëüíèìè iíòåðâàëàìè, àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨ íàä áàãàòîâèìiðíèìè
ôóíêöiîíàëüíèìè iíòåðâàëàìè ìîæíà âèðàçèòè çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíèõ îïåðàöié
íàä ¨õíiìè îáìåæóâàëüíèìè ôóíêöiÿìè.

Ç ïîãëÿäó ðåàëiçàöi¨ ôóíêöi¨ f(x1, x2, . . . , xn) çà äîïîìîãîþ êîìï'þòåðà,
êîæíà ôóíêöiÿ áàãàòüîõ çìiííèõ ¹ ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàöié
íàä äåÿêèìè åëåìåíòàðíèìè, òèïîâèìè, ñïåöiàëüíèìè ôóíêöiÿìè îäíi¹¨ çìiííî¨
φ(i)(xj), (i = 1, . . . , N ; j ∈ {1, 2, . . . , n}, ÷èñëàìè òà ñóïåðïîçèöié òàêèõ
ôóíêöié. Âëàñòèâîñòi âñiõ òàêèõ ôóíêöié íàì öiëêîì âiäîìi. Çîêðåìà, íàì âiäîìi âñi
õàðàêòåðíi òî÷êè êîæíî¨ òàêî¨ ôóíêöi¨ φ(i)(xj) íà iíòåðâàëi Xj (êiíöi iíòåðâàëó Xj ,
òî÷êè ¨¨ åêñòðåìóìiâ, ïåðåãèíiâ, ¨¨ íóëi, òî÷êè ðîçðèâiâ, òî÷êè íåäèôåðåíöiéîâíîñòi
òîùî). Òîìó äëÿ êîæíî¨ òàêî¨ ôóíêöi¨ φ(i)(x) íà iíòåðâàëi Xj ìîæíà ïîáóäóâàòè
ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðâàë Φ(i)(Xj), ÿêèé ìiñòèòü ãðàôiê öi¹¨ ôóíêöi¨. Âèêîíàâøè âñi
àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨ íàä ôóíêöiîíàëüíèìè iíòåðâàëàìè Φ(i)(Xj) âñiõ òèõ ôóíêöié
φ(i)(xj), ÿêi âõîäÿòü äî àíàëiòè÷íîãî âèðàçó ôóíêöi¨ f(x1, x2, . . . , xn), îòðèìà¹ìî
¨¨ ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðâàë íà âñüîìó iíòåðâàëi X = X1 ×X2 × . . . Xn.

Îäíàê äëÿ ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ äîöiëüíî âèêîðèñòîâóâàòè iíøi îçíà÷åííÿ
áàãàòîâèìiðíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ, i îïåðàöié íàä íèìè. Öå ïîðîäæåíî
òèì, ïiä ÷àñ ïîáóäîâè áàãàòîâèìiðíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó ôóíêöi¨ áàãàòüîõ
çìiííèõ ïîòðiáíî âèêîíóâàòè îïåðàöi¨ íàä áàãàòîâèìiðíèìè ôóíêöiîíàëüíèìè iíòåð-
âàëàìè ðiçíî¨ âèìiðíîñòi. Ç îãëÿäó íà öå ïîáóäîâó áàãàòîâèìiðíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ
iíòåðâàëiâ i îïåðàöi¨ íàä íèìè áóäåìî ðåàëiçîâóâàòè òàêèìè ìåòîäàìè.

1.Ïåðøèé ìåòîä ïîëÿãà¹ ó âèêîðèñòàííi ìåòîäó äåêîìïîçèöi¨ òà ñïðîùåíî¨
ìàòåìàòèêè ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ ó R1. Ðåàëiçóþ÷è ¨õ, âèäiëÿ¹ìî ç àíàëiòè÷-
íîãî âèðàçó öi¹¨ ôóíêöi¨ f(x1, x2, . . . , xn) ìíîæèíè {φi1(xi), φi2(xi), . . . , φiki

(xi)}
ôóíêöié φij(xi) ëèøå îäíîãî àðãóìåíòó xi,

(
i = 1, n

)
òà çàñòîñîâó¹ìî äëÿ ïîáóäîâè

ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó Φij(Xi) =
{
Xi, cij(xi), c̄ij(xi)

}
êîæíî¨ ôóíêöi¨ φij(xi),(

j = 1, ki
)
êîæíî¨ òàêî¨ ìíîæèíè ôóíêöié ñïðîùåíî¨ ìàòåìàòèêè ôóíêöiîíàëüíèõ

iíòåðâàëiâ ó R1. Òóò Xi =
∪mij−1

k=1 Xijk =
∪mij−1

k=1

[
xijk, x̄ijk

]
, mij � êiëüêiñòü

õàðàêòåðíèõ òî÷îê ôóíêöi¨ φij(xi) ó iíòåðâàëi Xi, xijk, x̄ijk � ¨¨ ñóìiæíi õàðàêòåðíi
òî÷êè, cij(xi), c̄ij(xi) � êóñêîâî-ïîñòiéíi ôóíêöi¨ àðãóìåíòó xi:
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c̄ij(xi) =


c̄ij1, ÿêùî xij1 ≤ xi < xij2,
c̄ij2, ÿêùî xij2 ≤ xi < xij3,

...
c̄ij(mij−1), ÿêùî xij(mij−2) ≤ x < xij(mij−1),

(3)

cij(xi) =


cij1, ÿêùî xij1 ≤ xi < xij2,
cij2, ÿêùî xij2 ≤ xi < xij3,

...
cij(mij−1), ÿêùî xij(mij−2) ≤ xi < xij(mij−1),

(4)

cijk, c̄ijk � âiäïîâiäíi êîíñòàíòè. Íåõàé ó ðåçóëüòàòi ðîçáèòòÿ iíòåðâàëiâ Xi òî÷êàìè
îá'¹äíàíî¨ ìíîæèíè õàðàêòåðíèõ òî÷îê âñiõ ôóíêöié φij(xi) îòðèìàíi iíòåðâàëè
Xi1, Xi2, . . . , Xiri . Îòæå, iíòåðâàë X = X1×X2× . . .×Xn ðîçáèòèé õàðàêòåðíèìè
òî÷êàìè öèõ ôóíêöié íà iíòåðâàëè Xi1i2...in = X1i1 × X2i2 × . . . × Xnin , äå
ij = 1, rj , (j = 1, n), êîæåí iç ÿêèõ ¹ äåêàðòîâèì äîáóòêîì iíòåðâàëiâ, ìåæi
ÿêèõ ñóìiæíi õàðàêòåðíi òî÷êè îá'¹äíàíî¨ ìíîæèíè õàðàêòåðíèõ òî÷îê ôóíêöié
φij(xi), âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè àðãóìåíòè ôóíêöi¨ f(x1, x2, . . . , xn) íåçàëåæíi çìiííi
i çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ φij âèçíà÷àþòüñÿ ëèøå çíà÷åííÿì àðãóìåíòó xi, òî ó âñiõ òî÷êàõ
âñiõ ïðîñòîðiâ, ÿêi ìàþòü âèìið xi, êîîðäèíàòà çà ÿêîþ x̃i, çîêðåìà i ó âñiõ òî÷êàõ
iíòåðâàëó Xi1i2...in , çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ φij ¹ φij(x̃i). Çãiäíî ç (3), (4) ôóíêöiîíàëüíèé
iíòåðâàë êîæíî¨ ôóíêöi¨ φij(xi) íà iíòåðâàëi Xiji ⊆Xijk, à îòæå, i ó âñüîìó iíòåðâàëi
Xi1i2...in , ¹ òèì ñàìèì iíòåðâàëîì [cijk, c̄ijk], âiäïîâiäíî. Òîìó ôóíêöiîíàëüíèé

iíòåðâàë F (Xi1i2...in) =
{
X1i1 ×X2i2 × . . . ×Xnin , ci1i2...in , c̄i1i2...in

}
ôóíêöi¨ f(x1,

x2, . . . , xn) íà êîæíîìó iíòåðâàëi Xi1i2...in = X1i1 × X2i2 × . . . × Xnin , äå ij =
1, rj , îòðèìó¹ìî ðåçóëüòàò âèêîíàííÿ âiäïîâiäíèõ îïåðàöié, çãiäíî ç ¨¨ àíàëiòè÷íèì
âèðàçîì, çàìiíèâøè ïîïåðåäíüî ó íüîìó íà iíòåðâàëiXi1i2...in , òàêîìó ùîXiji ⊆Xijk,
êîæíó ôóíêöiþ φij(xi) iíòåðâàëîì [cijk, c̄ijk]. Òóò íà êîæíîìó iíòåðâàëi Xi1i2...in

êîíñòàíòè ci1i2...in , c̄i1i2...in öå êiíöi iíòåðâàëó [ ci1i2...in , c̄i1i2...in ], ÿêèé îòðèìó¹ìî
âíàñëiäîê öèõ îá÷èñëåíü.

2.Äðóãèé ìåòîä ïîëÿãà¹ ó âèêîðèñòàííi ìåòîäó äåêîìïîçèöi¨, ñïðîùåíî¨ ìàòå-
ìàòèêè ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ òà ïîâíîöiííî¨ ìàòåìàòèêè ôóíêöiîíàëüíèõ
iíòåðâàëiâ. Ó öüîìó âèïàäêó, ÿê i ó ïîïåðåäíüîìó ìåòîäi, âèäiëÿ¹ìî ç àíàëiòè÷íîãî
âèðàçó çàäàíî¨ ôóíêöi¨ f(x1, x2, . . . , xn) ìíîæèíè {φi1(xi), φi2(xi), . . . , φiki

(xi)}
ôóíêöié φij(xi) ëèøå îäíîãî àðãóìåíòó xi,

(
i = 1, n

)
i çàñòîñîâó¹ìî äëÿ ïîáóäîâè

ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó Φij(Xi) =
{
Xi, cij(xi), c̄ij(xi)

}
êîæíî¨ ôóíêöi¨ φij(xi),(

j = 1, ki
)
êîæíî¨ òàêî¨ ìíîæèíè ôóíêöié ñïðîùåíî¨ ìàòåìàòèêè ôóíêöiîíàëüíèõ

iíòåðâàëiâ ó R1 òà ëiíiéíi ôóíêöiîíàëüíi iíòåðâàëè LΦij(Xi) =
{
Xi, lij(xi), l̄ij(xi)

}
öèõ ñàìèõ ôóíêöié çà ïîâíîöiííîþ ìàòåìàòèêîþ ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ ó R1.
Òóò Xi, mi, xijk, x̄ijk, cij(xi), c̄ij(xi),cijk, c̄ijk òi æ, ùî i ó ïåðøîìó ìåòîäi,

lij(xi), l̄ij(xi) � êóñêîâî-ëiíiéíi ôóíêöi¨ àðãóìåíòó xi

l̄ij(xi) =


l̄ij1(xi), ÿêùî xij1 ≤ xi < xij2,
l̄ij2(xi), ÿêùî xij2 ≤ xi < xij3,

...
l̄ij(mij−1)(xi), ÿêùî xij(mij−2) ≤ x < xij(mij−1),

(5)
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lij(xi) =


lij1(xi), ÿêùî xij1 ≤ xi < xij2,
lij2(xi), ÿêùî xij2 ≤ xi < xij3,

...
lij(mij−1)(xi), ÿêùî xij(mij−2) ≤ xi < xij(mij−1),

(6)

lijk(xi), l̄ijk(xi) � âiäïîâiäíi ëiíiéíi ôóíêöi¨.

×åðåç ðîçáèòòÿ iíòåðâàëiâ Xi òî÷êàìè îá'¹äíàíî¨ ìíîæèíè õàðàêòåðíèõ òî÷îê
âñiõ ôóíêöié φij(xi) îòðèìó¹ìî iíòåðâàëè Xi1, Xi2, . . . , Xiri . Òîìó iíòåðâàë X =
X1 × X2 × . . . × Xn ðîçáèòèé õàðàêòåðíèìè òî÷êàìè öèõ ôóíêöié íà iíòåðâàëè
Xi1i2...in = X1i1 × X2i2 × . . . × Xnin , äå ij = 1, rj , (j = 1, n), êîæåí iç ÿêèõ ¹
äåêàðòîâèì äîáóòêîì iíòåðâàëiâ, ìåæi ÿêèõ ñóìiæíi õàðàêòåðíi òî÷êè îá'¹äíàíî¨
ìíîæèíè õàðàêòåðíèõ òî÷îê ôóíêöié φij(xi), âiäïîâiäíî.

Çãiäíî ç (3), (4), ñïðîùåíèé ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðâàë êîæíî¨ ôóíêöi¨ φij(xi)
íà iíòåðâàëi Xiji ⊆Xijk, à îòæå, i ó âñüîìó iíòåðâàëi Xi1i2...in , ¹ òèì ñàìèì
iíòåðâàëîì [cijk, c̄ijk], âiäïîâiäíî. Çãiäíî ç (5), (6) ïîâíîöiííèé ôóíêöiîíàëüíèé
iíòåðâàë êîæíî¨ ôóíêöi¨ φij(xi) íà òîìó æ iíòåðâàëi Xiji ⊆Xijk, à îòæå, i ó âñüîìó
iíòåðâàëi Xi1i2...in , ¹ òèì ñàìèì åëåìåíòàðíèì ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëüíèì iíòåðâàëîì
[lijk, l̄ijk], âiäïîâiäíî. Ïîáóäó¹ìî íà êîæíîìó iíòåðâàëi Xi1i2...in = X1i1 × X2i2 ×
. . . × Xnin , äå ij = 1, rj , ìíîæèíó ãiáðèäíèõ ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ
{LF1 (Xi1i2···in) , LF2 (Xi1i2...in) , . . . , LFn (Xi1i2...in)} ôóíêöi¨ z = f(x1, x2, . . . , xn),
äå LFs (Xi1i2...in) =

{
X1i1 ×X2i2 × . . . ×Xnin , li1i2...in , l̄i1i2...in

}
,
(
s = 1, n

)
. Êîæåí

ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðâàë LFs (Xi1i2...in) çíàõîäèìî âíàñëiäîê âèêîíàííÿ âiäïî-
âiäíèõ îïåðàöié, çãiäíî ç àíàëiòè÷íèì âèðàçîì ôóíêöi¨ z = f(x1, x2, . . . , xn),
çàìiíèâøè ïîïåðåäíüî ó íüîìó íà iíòåðâàëi Xi1i2...in , òàêîìó ùî Xiji ⊆Xijk, êîæíó

ôóíêöiþ φ
(i)
j (xi), êîëè i ̸= s, âiäïîâiäíèì iíòåðâàëîì [cijk, c̄ijk], à êîæíó ôóíêöiþ

φ
(s)
j (xi) � åëåìåíòàðíèì ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëüíèì iíòåðâàëîì [lijk, l̄ijk].

Çàóâàæåííÿ 3.2. Îñêiëüêè s çàôiêñîâàíå, òî ëiíiéíèé ôóíêöiîíàëüíèé iíòåð-
âàë LFs (Xi1i2...in) îòðèìó¹ìî, âèêîíóþ÷è âiäïîâiäíi îïåðàöi¨ ìàòåìàòèêè ôóíêöiî-
íàëüíèõ iíòåðâàëiâ ó R1. Òîìó öåé ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðâàë ¹ ïîøèðåííÿì òàê
îòðèìàíîãî ðåçóëüòàòó íà âåñü iíòåðâàë Xi1i2...in .

Çîêðåìà, ïðè n = 2 ãðàôiêè îáìåæóâàëüíèõ ôóíêöié li1i2 , l̄i1i2 ôóíêöiîíàëü-
íèõ iíòåðâàëiâ LFs (Xi1i2) =

{
X1i1 ×X2i2 , li1i2 , l̄i1i2

}
íà êîæíîìó iíòåðâàëi Xi1i2 =

X1i1 ×X2i2 ïðè êîæíîìó s = 1, 2 ¹ ñóêóïíiñòþ âiäïîâiäíèõ ïëîùèí, ïåðïåíäèêóëÿð-
íèõ êîîðäèíàòíié ïëîùèíi ZOXs, äå z = f(x1, x2).

Çàóâàæåííÿ 3.3. Îñêiëüêè êîæåí ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðâàë LFs (Xi1i2...in) ¹
ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëüíèì iíòåðâàëîì òi¹¨ ñàìî¨ ôóíêöi¨ z = f(x1, x2, . . . , xn), òî i
ïåðåòèí âñiõ öèõ ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ òà áóäü-ÿêèõ âèáiðîê iç íèõ ¹ ëiíiéíèìè
ôóíêöiîíàëüíèìè iíòåðâàëàìè öi¹¨ æ ôóíêöi¨.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ òàêèõ ïåðåòèíiâ ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçóâàòè ñèñòåìè âiäïîâiäíèõ
ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü. Î÷åâèäíî, ùî ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðâàë, ÿêèé ¹
ïåðåòèíîì âñiõ ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ LFs (Xi1i2...in),

(
s = 1, n

)
, ìà¹ íàéìåíøó

øèðèíó.

Îñêiëüêè
∪rn

in=1 . . .
∪r2

i2=1

∪r1
i1=1 Xi1i2...in = X, òî ïðè âñiõ s = 1, n êîæíå îá'¹ä-

íàííÿ LF s(X) =
∪rn

in=1 . . .
∪r2

i2=1

∪r1
i1=1 LFs (Xi1i2...in) ¹ ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëüíèì

iíòåðâàëîì ôóíêöi¨ z = f(x1, x2, . . . , xn) íà iíòåðâàëi X = X1 × X2 × . . . × Xn.
Ó ðiçíèõ s öå ðiçíi ëiíiéíi ôóíêöiîíàëüíi iíòåðâàëè. Ëiíiéíèìè ôóíêöiîíàëüíèìè
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iíòåðâàëàìè ôóíêöi¨ z = f(x1, x2, . . . , xn) íà öüîìó æ iíòåðâàëi ¹ i ïåðåòèíè âñiõ
öèõ ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ òà áóäü-ÿêèõ âèáiðîê iç íèõ. Äëÿ çíàõîäæåííÿ òàêèõ
ïåðåòèíiâ òàêîæ ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçóâàòè ñèñòåìè âiäïîâiäíèõ ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ
ðiâíÿíü. Î÷åâèäíî, ùî ôóíêöiîíàëüíèé iíòåðâàë, ÿêèé ¹ ïåðåòèíîì âñiõ ôóíêöiî-
íàëüíèõ iíòåðâàëiâ LF s (X),

(
s = 1, n

)
, ìà¹ íàéìåíøó øèðèíó.

Òàê ïîáóäîâàíi ëiíiéíi ôóíêöiîíàëüíi iíòåðâàëè ôóíêöi¨ f(x1, x2, . . . , xn) äàþòü
çìîãó ðîçâ'ÿçóâàòè çàäà÷i íà iíòåðâàëi X = X1 × X2 × . . . × Xn, ïîâ'ÿçàíi ç
íåþ, çâîäÿ÷è ¨õ äî ïîñëiäîâíîñòi öèõ ñàìèõ, àëå îäíîâèìiðíèõ çàäà÷ ïî êîæíié
êîîðäèíàòi, ðîçâ'ÿçóþ÷è ¨õ çàñîáàìè ìàòåìàòèêè ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ ó R1.

Â [3] çàïðîïîíîâàíèé çàãàëüíèé àëãîðèòì ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ó Rn çà äîïîìî-
ãîþ ìàòåìàòèêè ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ ç âðàõóâàííÿì ¨¨ ñïåöèôiêè. Âií òàêèé.

Àëãîðèòì 3.1. Íåõàé xik, äå i = 1, n, k = 1, ri + 1, � âñi õàðàêòåðíi òî÷êè

îá'¹äíàíî¨ ìíîæèíè õàðàêòåðíèõ òî÷îê âñiõ åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié φ
(i)
j (xi) àðãó-

ìåíòó xi iç àíàëiòè÷íîãî âèðàçó ôóíêöi¨ f(x1, x2, . . . , xn), ri + 1 � ¨õíÿ êiëüêiñòü;
Xi1, Xi2, . . . , Xiri � iíòåðâàëè, íà ÿêi ðîçáèòèé iíòåðâàë Xi öèìè õàðàêòåðíèìè
òî÷êàìè. Òîäi iíòåðâàë X = X1 × X2 × . . . × Xn ðîçáèòèé íà N = r1 r2 . . . rn
iíòåðâàëiâ Xi1i2...in , äå Xi1i2...in = X1i1 ×X2i2 × . . . ×Xnin .

1. Ïî êîæíié êîîðäèíàòi áóäó¹ìî ôóíêöiîíàëüíi iíòåðâàëè
Φij(Xi) = {Xi, cij(xi), c̄ij(xi)} êîæíî¨ ôóíêöi¨ φij(xi),

(
j = 1, ki

)
, çàñòîñîâóþ÷è

ñïðîùåíó ìàòåìàòèêó ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ ó R1.

2. Ïîñëiäîâíî, ïî÷èíàþ÷è ç i1 = i3 = i4 = . . . = in = 1, âèáèðà¹ìî
X1i1 , X3i3 , X4i4 , . . . , Xnin òà iíòåðâàëè

[c1ji1 , c̄1ji1 ], [c3ji3 , c̄3ji3 ], [c4ji4 , c̄4ji4 ], . . . , [cnjin , c̄njin ]. (7)

3. Áóäó¹ìî ôóíêöiîíàëüíi iíòåðâàëè Φ2j(X2) =
{
X2, c2j(x2), c̄2j(x2)

}
êîæíî¨

ôóíêöi¨ φ2j(x2),
(
j = 1, k2

)
, çàñòîñîâóþ÷è ïîâíîöiííó ìàòåìàòèêó ôóíêöiî-

íàëüíèõ iíòåðâàëiâ ó R1.

4. Çàìiíèâøè â àíàëiòè÷íîìó âèðàçi ôóíêöi¨ f(x1, x2, . . . , xn) êîæíó ôóíêöiþ
φij(xi), i = 1, 3, 4, . . . , n,

(
j = 1, ki

)
âiäïîâiäíèì iíòåðâàëîì (7), à ôóíêöi¨

φ2j(x2),
(
j = 1, k2

)
� ¨õíiìè ëiíiéíèìè ôóíêöiîíàëüíèìè iíòåðâàëàìè, çãiäíî ç

(5), (6), òà âèêîíàâøè âiäïîâiäíi îïåðàöi¨, îòðèìà¹ìî ëiíiéíèé ôóíêöiîíàëüíèé
iíòåðâàë LF (X2) ó R1.

5. Ñôîðìóëüîâàíó çàäà÷ó (ÿê îäíîâèìiðíó) ðîçâ'ÿçó¹ìî çà äîïîìîãîþ öüîãî ëi-
íiéíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó. Ðîçâ'ÿçêîì ¨¨ áóäå îäèí, ÷è äåêiëüêà
iíòåðâàëiâ iç ìíîæèíè iíòåðâàëiâ X21, X22, . . . , X2r2 iíòåðâàëó X2, àáî ¨õíi
÷àñòèíè. Íåõàé X1

2 � ¨õí¹ îá'¹äíàííÿ. Òîäi ðîçâ'ÿçîê ñôîðìóëüîâàíî¨ çàäà÷i ó
ìíîæèíi iíòåðâàëiâ X1i211...1 ìîæå áóòè ëèøå ó X11 ×X1

2 ×X31 ×X41 × . . . ×
Xn1.Òîìó äàëi iíøi iíòåðâàëè iç X1i211...1 âæå íå ðîçãëÿäà¹ìî.

6. Áóäó¹ìî ôóíêöiîíàëüíi iíòåðâàëè Φ1j(X1) =
{
X1, c1j(x1), c̄1j(x1)

}
êîæíî¨

ôóíêöi¨ φ1j(x1),
(
j = 1, k1

)
, çàñòîñîâóþ÷è ïîâíîöiííó ìàòåìàòèêó ôóíêöiî-

íàëüíèõ iíòåðâàëiâ ó R1.

7. Ïîñëiäîâíî, ïî÷èíàþ÷è iç i3 = i4 = . . . = in = 1, âèáèðà¹ìî

X1
2 , X3i3 , X4i4 , . . . , Xnin ,

òà iíòåðâàëè

[c12ji1 , c̄
1
2ji1 ], [c3ji3 , c̄3ji3 ], [c4ji4 , c̄4ji4 ], . . . , [cnjin , c̄njin ]. (8)
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8. Çàìiíèâøè â àíàëiòè÷íîìó âèðàçi ôóíêöi¨ f(x1, x2, . . . , xn) êîæíó ôóíêöiþ
φij(xi), i = 2, 3, 4, . . . , n,

(
j = 1, ki

)
âiäïîâiäíèì iíòåðâàëîì (8), à ôóíêöi¨

φ1j(x1),
(
j = 1, k1

)
� ¨õíiìè ëiíiéíèìè ôóíêöiîíàëüíèìè iíòåðâàëàìè, çãiäíî ç

(5), (6), òà âèêîíàâøè âiäïîâiäíi îïåðàöi¨, îòðèìà¹ìî ëiíiéíèé ôóíêöiîíàëüíèé
iíòåðâàë LF (X1) ó R1.

9. Ñôîðìóëüîâàíó çàäà÷ó (ÿê îäíîâèìiðíó) ðîçâ'ÿçó¹ìî çà äîïîìîãîþ öüîãî ëi-
íiéíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî iíòåðâàëó. Ðîçâ'ÿçêîì ¨¨ áóäå îäèí, ÷è äåêiëüêà
iíòåðâàëiâ iç ìíîæèíè iíòåðâàëiâ X11, X12, . . . , X1r1 iíòåðâàëó X1, àáî ¨õíi
÷àñòèíè. ÍåõàéX2

1 � ¨õí¹ îá'¹äíàííÿ, à X̂
2
1 = X2

1

∩
X11. ßêùî X̂

2
1 =ø, òî ó ìíî-

æèíi iíòåðâàëiâ Xi111...1, X1i211...1 ðîçâ'ÿçêó ñôîðìóëüîâàíî¨ çàäà÷i íåìà¹. Ó
ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ðîçâ'ÿçîê ñôîðìóëüîâàíî¨ çàäà÷i ó ìíîæèíi iíòåðâàëiâ
Xi111...1, X1i211...1 ìîæå áóòè ëèøå ó X11×X21×X31×X41×. . .×Xn1. Òîìó äàëi
iíøi iíòåðâàëè ç ìíîæèíè iíòåðâàëiâ Xi111...1, X1i211...1 âæå íå ðîçãëÿäà¹ìî.

10. Äàëi ïîøóê ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i ïðîäîâæó¹ìî çà öèì àëãîðèòìîì äëÿ âñiõ
iíøèõ ïàð êîîðäèíàò, ïî÷èíàþ÷è ç ïóíêòó 2 öüîãî àëãîðèòìó.

4. ÂÈÑÍÎÂÊÈ
Ðîçðîáëåíå ÷èñëåííÿ íà ìíîæèíi áàãàòîâèìiðíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ç âèêîðèñòàí-

íÿì ñïðîùåíî¨ ìàòåìàòèêè ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåðâàëiâ ó R1 äà¹ çìîãó åôåêòè-
âíî ðîçâ'ÿçóâàòè çàäà÷i ó Rn ïðè n > 1 ìåòîäàìè ìàòåìàòèêè ôóíêöiîíàëüíèõ
iíòåðâàëiâ ó R1. Ó öüîìó âèïàäêó òðåáà ïîñëiäîâíî çàñòîñîâóâàòè äåêîìïîçèöiþ
ñôîðìóëüîâàíî¨ çàäà÷i ïî êîæíié êîîðäèíàòi çãiäíî ç àëãîðèòìîì 3.1 òà â êiíöi
îá÷èñëåíü âèêîíàòè ïåðåòèí òàê îòðèìàíèõ ïðîìiæíèõ ðåçóëüòàòiâ.
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In this paper it is considered the mathematics of functional intervals Rn, n > 1 devel-
oped by the author; it is pointed out the speci�c moments in it while constructing func-
tional intervals of functions of many variables and arithmetic, unary and theoretical and
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set operations as well as there are presented e�ective algorithms of their implementation.
In this regard there are applied the decomposition method and simpli�ed mathematics of
functional intervals in R1. This is due to the following. The results of performing arith-
metic operations on functional intervals are determined by the corresponding operations
on their constraint functions [2]. But the results of performing arithmetic operations on
linear functions are the corresponding linear functions only when adding and subtracting
such functions. In addition, even the results R2,of multiplication and division of such func-
tions may contain, for example, saddle points, which do not allow to approximate them
by linear functions. Therefore, in such cases, the set of results of actions on multivariate
functional intervals is not closed. In this paper, the problem described is solved by applying
simpli�ed mathematics of functional intervals in all coordinates, except one, which is grad-
ually changed from 1 to n. Then all arithmetic operations on multidimensional functional
intervals are reduced to the corresponding operations on two one-dimensional functional
intervals, the limiting functions of one of which are piecewise constant functions. The lin-
ear functional interval of this function of many variables on the speci�ed multidimensional
interval is the intersection of all so constructed one-dimensional functional intervals and
any samples from them. To �nd such intersections, we need to solve the corresponding
systems of linear algebraic equations.

Key words: interval, functional interval, interval extension of function, two-sided approxi-
mation, mathematics of functional intervals.


