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Ðîçãëÿíóòî çàãàëüíó àðõiòåêòóðó òà ñïîñîáè âèêîðèñòàííÿ ñèñòåìè MultiMath-
Framework (MMF) äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷. Ñòðóêòóðà öi¹¨
ñèñòåìè âiäïîâiäà¹ îñíîâíèì ïðèíöèïàì ðîáîòè ïðîãðàìíèõ êîìïëåêñiâ, ùî ïðèçíà÷å-
íi äëÿ âèðiøåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ïðîáëåì. Íà âiäìiíó âiä iñíóþ÷èõ ðiøåíü, MMF
ôîêóñó¹òüñÿ íà êîíêðåòíîìó êëàñi çàäà÷ i âîäíî÷àñ íàäà¹ êàðêàñ äëÿ ïîäàëüøîãî
ðîçøèðåííÿ ìîæëèâîñòåé ñèñòåìè ç âèêîðèñòàííÿì áàçîâèõ ïðèíöèïiâ îá'¹êòíî-îði¹í-
òîâàíîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Çîêðåìà, îñíîâíèìè ñòðóêòóðíèìè îäèíèöÿìè ¹ ãðàôi÷íèé
iíòåðôåéñ, ÿäðî, ìîäóëi ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i, îáðîáêè ïîâåðõîíü òà àíàëiçó äàíèõ.
Ãðàôi÷íèé iíòåðôåéñ ¹ ïî÷àòêîâîþ òî÷êîþ âçà¹ìîäi¨ êîðèñòóâà÷à ç ñèñòåìîþ. Âií
âiäïîâiäà¹ çà çàâàíòàæåííÿ òà äåìîíñòðàöiþ ñïèñêó çàäà÷, à òàêîæ çàïîâíåííÿ êîðèñ-
òóâà÷åì âõiäíèõ ïàðàìåòðiâ. ßäðî ñèñòåìè âèçíà÷à¹ çàãàëüíi àëãîðèòìè òà ñòðóêòóðè
äàíèõ, âèêîíóþ÷è ðîëü áiáëiîòåêè áàçîâèõ êëàñiâ i ïîñåðåäíèêà, ùî êåðó¹ çàâàíòàæåí-
íÿì òà iíiöiàëiçàöi¹þ ìîäóëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i, âiäïîâiäà¹ çà éîãî êîìóíiêàöiþ ç
iíøèìè êîìïîíåíòàìè. Ìîäóëü ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðåàëiçó¹ íàáið òåõíîëîãi÷íèõ ïðèéîìiâ,
çîêðåìà âiäîìèõ ïàòåðíiâ ïðîåêòóâàííÿ, òà iíñòðóêöié äëÿ âèðiøåííÿ ìàòåìàòè÷íî¨
ïðîáëåìè. Âií òàêîæ âèêîðèñòîâó¹ îêðåìèé ìîäóëü äëÿ ãåíåðàöi¨, çáåðåæåííÿ òà
âiçóàëiçàöi¨ ðîçáèòòÿ ïîâåðõíi íà ãðàíè÷íi åëåìåíòè. Íà åòàïi âèêîíàííÿ êîæíà
çàäà÷à ¹ îêðåìèì êîìïîíåíòîì, ùî äèíàìi÷íî ïiäâàíòàæó¹òüñÿ â ïðîöåñ íà ïiäñòàâi
äàíèõ iç êîíôiãóðàöiéíîãî ôàéëó. Ñïðîåêòîâàíî iíòåðôåéñè ÿäðà ñèñòåìè, ÿêèì ìà¹
âiäïîâiäàòè êîæåí êîìïîíåíò. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè ìîäóëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çáåðiãàþòüñÿ
â àðõiâi. Ôóíêöiîíàëüíiñòü àðõiâó òà ìîäóëÿ àíàëiçó ïðèçíà÷åíà äëÿ âiçóàëiçàöi¨
îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ, ¨õíüîãî ïîðiâíÿííÿ òà âèêîðèñòàííÿ â ïîäàëüøèõ îá÷èñëþ-
âàëüíèõ åêñïåðèìåíòàõ. Åôåêòèâíiñòü ðîçðîáëåíî¨ àðõiòåêòóðè ôðåéìâîðêó òà éîãî
ïðîãðàìíî¨ ðåàëiçàöi¨ ïðîäåìîíñòðîâàíî ÷èñåëüíèìè ðîçâ'ÿçêàìè ìîäåëüíèõ åâîëþ-
öiéíèõ òà åëiïòè÷íèõ çàäà÷, âiäçíà÷åíî âèñîêó òî÷íiñòü ðåçóëüòàòiâ i ïiäòâåðäæåíî
ïîðÿäîê ¨õíüî¨ çáiæíîñòi.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à, ìåòîä ãðàíè÷íèõ åëåìåíòiâ, ïåðåòâîðåííÿ
Ëà åððà, ïîâåðõíåâi ïîòåíöiàëè, àëãîðèòì, ïðîãðàìíèé ìîäóëü, êîìïîíåíò, iíòåðôåéñ,
àðõiòåêòóðà ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ, áiáëiîòåêà êëàñiâ, áàçîâèé êëàñ, ïàòåðí ïðîåê-
òóâàííÿ, ïðèíöèï ïðîãðàìóâàííÿ, îá'¹êòíî-îði¹íòîâàíå ïðîãðàìóâàííÿ, íàñëiäóâàí-
íÿ, êîìïîçèöiÿ, êåøóâàííÿ.

1. Âñòóï

×èñåëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåñòàöiîíàðíèõ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷-
íî¨ ôiçèêè â îáëàñòÿõ çi ñêëàäíîþ ãåîìåòði¹þ â R3 ¹ êîìïëåêñíèì ïðîöåñîì, ùî
ïîòðåáó¹ êîðåêòíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi, åôåêòèâíèõ ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ òà âiäïî-
âiäíîãî ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ (ÏÇ). Ïîðiâíÿíî çi ñòàöiîíàðíèìè çàäà÷àìè,
íàÿâíiñòü äîäàòêîâîãî âèìiðó � ÷àñó � ñòàâèòü äîäàòêîâi âèìîãè äî êîæíîãî iç
çàçíà÷åíèõ àñïåêòiâ. Ìåòà íàøî¨ ïðàöi � ôîðìóëþâàííÿ êîíöåïöi¨ ôðåéìâîðêó
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äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàçíà÷åíèõ çàäà÷ i ðîçðîáêà òåõíîëîãi÷íèõ ïðèéî-
ìiâ äëÿ éîãî ïðîãðàìíî¨ ðåàëiçàöi¨. Ïiä òåðìiíîì �ôðåéìâîðê� ðîçóìi¹ìî ñèñòåìó
(ñóêóïíiñòü), ùî îá'¹äíó¹ ÷èñëîâi ìåòîäè òà âiäïîâiäíå ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ, çà
äîïîìîãîþ ÿêîãî ìîæíà ïðîâîäèòè îá÷èñëþâàëüíi åêñïåðèìåíòè ñòîñîâíî ÷èñåëü-
íèõ ðîçâ'ÿçêiâ i â ïîòðiáíèé ñïîñiá îïðàöüîâóâàòè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè.

Ñèñòåìà MultiMathFramework (MMF)  ðóíòó¹òüñÿ íà ïî¹äíàííi ïåðåòâîðåííÿ
Ëà åððà (ÏË, äèâ., íàïðèêëàä, [1, 11]) çà ÷àñîâîþ çìiííîþ i ìåòîäó ãðàíè÷íèõ
åëåìåíòiâ (ÌÃÅ). Òàêèé ïiäõiä áóâ óñïiøíî çàñòîñîâàíèé äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçó-
âàííÿ ðiçíèõ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ â R3 [2,3,7,11�14,
17, 18]. Çàçíà÷èìî, ùî âiäîìèé ñâî¹þ óíiâåðñàëüíiñòþ ÌÃÅ ¹ çàñòîñîâíèì òàêîæ i
äî çàäà÷ â îáëàñòÿõ ç ìåíøîþ ðîçìiðíiñòþ. Îäíàê ó çàçíà÷åíèõ ïðàöÿõ àêöåíò
áóâ çðîáëåíèé íà îá÷èñëþâàëüíèõ àñïåêòàõ, ïîâ'ÿçàíèõ ñàìå ç 3D-ãåîìåòði¹þ.
Ðåçóëüòàòîì äîñëiäæåíÿ òàêèõ íåñòàöiîíàðíèõ çàäà÷ ñòàëà ñóêóïíiñòü äèñêðåòíèõ
ìîäåëåé, ÿêi ìàþòü ñïiëüíi, àáî òiñíî ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ êîìïîíåíòè. Öå òàêîæ
ñòîñó¹òüñÿ ðîçðîáëåíèõ àëãîðèòìiâ i ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ. Êðiì òîãî, âèÿâ-
ëåíî íèçêó iíøèõ çàäà÷, íà ÿêi ëåãêî ïîøèðèòè ðîçðîáëåíèé ïiäõiä. Ïåðåëi÷åíi
÷èííèêè ïîÿñíþþòü àêòóàëüíiñòü ðîçðîáêè ¹äèíîãî ôðåéìâîðêó MMF, ÿêèé âäîñ-
êîíàëþâàâ ðîçðîáëåíå ðàíiøå ÏÇ i ïåðåäáà÷àâ ìîæëèâiñòü ïîäàëüøîãî åôåêòèâíîãî
ðîçâèòêó äëÿ ðîçøèðåííÿ íà íîâi êëàñè íåñòàöiîíàðíèõ çàäà÷.

Ñåðåä âiäîìèõ ó ãàëóçi îá÷èñëþâàëüíèõ ñèñòåì çàçíà÷èìî áàçó çíàíü i íàáið
àëãîðèòìiâ WolframAlpha [20] òà ïàêåò MatLab [16]. WolframAlpha çðó÷íî âèêîðèñ-
òîâóâàòè äëÿ îòðèìàííÿ ïðîñòèõ ìàòåìàòè÷íèõ ðiøåíü (íàïðèêëàä, çíàõîäæåíü
iíòåãðàëiâ ÷è ïîõiäíèõ) òà äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü, ñòàòèñòè÷íî¨ îáðîáêè òà
âiçóàëiçàöi¨ äàíèõ. Òàêîæ öi¹þ ñèñòåìîþ ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ äëÿ ïåðåâiðêè îêðå-
ìèõ åòàïiâ ñêëàäíèõ ìåòîäiâ. MatLab íàäà¹ ïîäiáíèé ñåðâiñ. Êðiì òîãî, âiäêðèòi
iíòåðôåéñè MatLab ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ iìïëåìåíòàöi¨ â éîãî çàãàëüíèõ àëãî-
ðèòìàõ äîäàòêîâèõ áëîêiâ âëàñíîãî ïðîãðàìíîãî êîäó. Îäíàê ó öüîìó âèïàäêó
ìîæëèâîñòi äîñëiäíèêà îáìåæåíi çà êðèòåðiÿìè ïðîäóêòèâíîñòi, ãíó÷êîñòi òà ïî-
äàëüøîãî ðîçâèòêó ÏÇ.

Îòîæ, äëÿ äîñÿãíåííÿ îêðåñëåíèõ âèùå öiëåé, ðîçðîáêà MultiMathFramework
¹ àêòóàëüíîþ. Àíàëiç ïðåäìåòíî¨ îáëàñòi, ÿêà îêðåñëþ¹ çàäà÷i òà ïiäõîäè äî
¨õíüîãî ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ, âèêîíàíî ó ïåðøîìó ðîçäiëi. Íà ïiäñòàâi òàêîãî
àíàëiçó ó äðóãîìó ðîçäiëi ðîçðîáëåíî àðõiòåêòóðó MMF, îïèñàíî îñíîâíi ìîäóëi òà
êîìïîíåíòè. Êðiì òîãî, ç'ÿñîâàíî äæåðåëà âõiäíèõ äàíèõ ñèñòåìè é iíòåðôåéñè,
ÿêi äàþòü çìîãó êîðèñòóâà÷åâi îïðàöüîâóâàòè îá÷èñëåíi äàíi. Â òðåòüîìó ðîçäiëi
äåòàëüíî ðîçãëÿíóòî ïîáóäîâó ìîäóëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ç âèêîðèñòàííÿì ïðîã-
ðàìíîãî êàðêàñó, çàäàíîãî ÿäðîì ñèñòåìè. Òóò íàâåäåíî äiàãðàìó êëàñiâ, çàçíà÷åíî
òåõíîëîãi÷íi ïðèéîìè äëÿ çàáåçïå÷åííÿ ãíó÷êîñòi ôðåéìâîðêó ñòîñîâíî âèáîðó
ïîòðiáíî¨ ôóíêöiîíàëüíîñòi, à òàêîæ çäàòíîñòi äî éîãî ðîçøèðåííÿ. Â ÷åòâåðòîìó
ðîçäiëi îïèñàíî ìîäóëü ãåíåðàöi¨ ðîçáèòòÿ ïîâåðõîíü ç âèêîðèñòàííÿì ñó÷àñíèõ
áiáëiîòåê. Â ï'ÿòîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî ìîäóëü àíàëiçó äàíèõ, ùî äà¹ çìîãó
øóêàòè àïîñòåðiîðíi ïîõèáêè òà äîñëiäæóâàòè ÿêiñòü ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ ïiä
÷àñ îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ.

2. Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi, ùî ëåæàòü â îñíîâi ôðåéìâîðêó

Ó ðàìêàõ ôðåéìâîðêó äàíi ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ áóäåìî õàðàêòåðèçóâàòè
çà äîïîìîãîþ ÷îòèðüîõ îñíîâíèõ àòðèáóòiâ:

� òèï ðiâíÿííÿ;
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� òèï ïî÷àòêîâèõ óìîâ;
� òèï êðàéîâî¨ óìîâè;
� ãåîìåòðiÿ îáëàñòi, â ÿêié ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó.

Ñóêóïíiñòü äàíèõ, ïîâ'ÿçàíèõ iç çàçíà÷åíèìè àòðèáóòàìè, âèçíà÷à¹ ìíîæèíó çàäà÷,
çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ìîæíà ìîäåëþâàòè êîíêðåòíi ôiçè÷íi ÿâèùà. ßêùî äîñëiäæóâà-
íi âåëè÷èíè çìiíþþòüñÿ â ÷àñi, òî âiäïîâiäíi ïî÷àòêîâî-êðàéîâi çàäà÷i ðîçãëÿäà¹ìî
ÿê åâîëþöiéíi [9]. Ó öüîìó âèïàäêó ïðàöþ¹ìî ç ôóíêöiÿìè, ÿêi çàëåæàòü âiä
äiéñíîãî àðãóìåíòó t ∈ R+ := (0,∞) i íàáóâàþòü çíà÷åíü ó âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðàõ
Ñîáîë¹âà ó äåÿêié îáëàñòi Ω ⊂ R3. Ââàæà¹ìî, ùî ìåæà îáëàñòi Γ ¹ ëiïøèöåâîþ
ïîâåðõíåþ. Ïîçíà÷èìî òàêîæ R+ := (0,∞), Q := Ω× R+ i Σ := Γ× R+.

Êëþ÷îâèì åëåìåíòîì ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ¹ âiäïîâiäíå äèôåðåíöiéíå ðiâíÿííÿ.
Éîãî îòðèìóþòü iç çàãàëüíîãî ðiâíÿííÿ

a1
∂2u

∂t2
+ a2

∂u

∂t
+ a3u−∆u = 0 â Q, (1)

äå ∆ =
3∑

i=1

∂2/∂x2
i � îïåðàòîð Ëàïëàñà, øëÿõîì çàäàííÿ ñòàëèõ ai, i = 1, 3. Ïðè

a2 = a3 = 0 ìà¹ìî îäíîðiäíå õâèëüîâå ðiâíÿííÿ, à ïðè a1 = a3 = 0 � ðiâíÿííÿ
òåïëîïðîâiäíîñòi.

Àíàëîãi÷íî, çà äîïîìîãîþ ñòàëèõ bi, i = 1, 3 âèçíà÷àþòü êðàéîâó óìîâó ç
çàãàëüíîãî ñïiââiäíîøåííÿ

b1∂ν(x)u+ b2∂tu+ b3u = g íà Σ. (2)

Òóò ν(x) � îäèíè÷íèé âåêòîð íîðìàëi äî Γ â òî÷öi x ∈ Γ; à g � çàäàíà ôóíêöiÿ
(ôóíêöiîíàë). Ó ðàìêàõ ôðåéìâîðêó ñüîãîäíi ðîçãëÿäàþòü òàêi êðàéîâi óìîâè:

� Äiðiõëå:
u = g íà Σ; (3)

� Íåéìàíà:
∂ν(·)u = g íà Σ, (4)

� Ðîáiíà:
∂ν(·)u− b2∂tu = g íà Σ. (5)

Ïî÷àòêîâî-êðàéîâó çàäà÷ó, ÿêà ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó
ðiâíÿííÿ (1), ùî çàäîâîëüíÿ¹ âiäïîâiäíi îäíîðiäíi ïî÷àòêîâi óìîâè òà êðàéîâó óìîâó
(3), áóäåìî íàçèâàòè çàäà÷åþ Äiðiõëå. ßêùî æ êðàéîâîþ óìîâîþ ¹ (4) ÷è (5), òî
òàêó çàäà÷ó íàçèâàòèìåìî çàäà÷åþ Íåéìàíà ÷è Ðîáiíà, âiäïîâiäíî.

Ïðè a1 = a2 = 0 åâîëþöiéíå ðiâíÿííÿ (1) âèðîäæó¹òüñÿ â åëiïòè÷íå, êîëè
íåâiäîìi âåëè÷èíè çàëåæàòü ëèøå âiä ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàò. Ó öüîìó âèïàäêó
çà äîïîìîãîþ ôðåéìîðêó ìîæíà ÷èñåëüíî ðîçâ'ÿçóâàòè êðàéîâi åëiïòè÷íi çàäà÷i.
Çà íèìè çáåðåæåíî íàçâè, âèçíà÷åíi êðàéîâèìè óìîâàìè íà ïîâåðõíi Γ. Ó âèïàäêó
çàäà÷i Ðîáiíà êðàéîâó óìîâó çàäà¹ìî òàê:

∂ν(·)u+ b3u = g íà Γ. (6)

Çàçíà÷èìî, ùî êîðåêòíiñòü çàäà÷ (1)-(2) äîñëiäæåíî ó ïðàöÿõ [4�6,8,11,14,17,18].
×èñåëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ (1)-(2)  ðóíòó¹òüñÿ íà ïîäàííi ¨õíiõ ðîçâ'ÿçêiâ

çà äîïîìîãîþ îäíîãî ç âiäïîâiäíèõ ïîâåðõíåâèõ ïîòåíöiàëiâ ïðîñòîãî u = Sµ ÷è
ïîäâiéíîãî u = Dλ øàðó, àáî ¨õíüî¨ êîìáiíàöi¨

u = −Sµ+Dλ â Q. (7)
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Òóò ÷åðåç λ := γ0u i µ := γ1u ïîçíà÷åíî äàíi Êîøi ðîçâ'ÿçêó íà ïîâåðõíi Γ â
äîâiëüíèé ìîìåíò ÷àñó t ∈ R+, γ0 i γ1 � îïåðàòîðè ñëiäó i íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨,
âiäïîâiäíî. Ó âèïàäêó õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ öå ïîòåíöiàëè ç çàïiçíåííÿì, à äëÿ
ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi � òåïëîâi ïîòåíöiàëè. Ðîçâ'ÿçêè åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü
çàäà¹ìî àíàëîãi÷íî. Ó öüîìó âèïàäêó ïîâåðõíåâi ïîòåíöiàëè íå çàëåæàòü âiä ÷àñó,
çà íèìè çàëèøåíî òàêå ñàìå ïîçíà÷åííÿ, ùî é ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó.

Âèêîðèñòàííÿ ïîâåðõíåâèõ ïîòåíöiàëiâ äà¹ çìîãó çâåñòè (ç âðàõóâàííÿì êðàéî-
âèõ óìîâ) ïî÷àòêîâî-êðàéîâó çàäà÷ó äî çàëåæíîãî âiä ÷àñó ÃIÐ. Äîñëiäæåííÿ
òàêèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ó çàäà÷àõ äëÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ äèâ. [2, 3, 5, 6,
11, 13, 19]. Õî÷ çàçíà÷åíi ÃIÐ ìàþòü ìåíøó ðîçìiðíiñòü, íiæ ïî÷àòêîâî-êðàéîâi
çàäà÷i, ¨õí¹ ÷èñåëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðåñóðñíî-çàòðàòíå. Ó ôðåéìâîðêó çà äîïîìîãîþ
ïåðåòâîðåííÿ Ëà åððà òàêèì çàëåæíèì âiä ÷àñó ÃIÐ ïîñòàâëåíî ó âiäïîâiäíiñòü
ïîñëiäîâíîñòi ÃIÐ ç ðåêóðåíòíî çàëåæíèìè ïðàâèìè ÷àñòèíàìè, à iíòåãðàëüíèé
îïåðàòîð ó öèõ ðiâíÿííÿõ òîé ñàìèé äëÿ óñiõ ðiâíÿíü ïîñëiäîâíîñòi. Öåé ôàêò
çóìîâëþ¹ åôåêòèâíå ïî¹äíàííÿ ìåòîäó ãðàíè÷íèõ åëåìåíòiâ ç ïåðåòâîðåííÿ Ëà-
 åððà. Ó ïåðåëi÷åíèõ âèùå ïóáëiêàöiÿõ îïèñàíî ïiäõîäè òà íàâåäåíî ðîçðàõóíêîâi
ôîðìóëè äëÿ àëãîðèòìiâ äèñêðåòèçàöi¨.

Ðåçóëüòàòîì çàñòîñóâàííÿ ÏË äî çàëåæíèõ âiä ÷àñó ïîâåðõíåâèõ ïîòåíöiàëiâ
¹ íåñêií÷åííi ïîñëiäîâíîñòi u := (u0, u1, ..., uk, ... )

⊤, ÿêi çàëåæàòü âiä ðîçâ'ÿçêiâ
âiäïîâiäíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ÃIÐ [2,11,13]. ßêùî N ïåðøèõ êîìïîíåíòiâ öèõ ðîçâ'ÿç-
êiâ çíàéäåíî, òî çàñîáàìè ôðåéìâîðêó îá÷èñëþþòü àïðîêñèìàöi¨ (uh

0 , u
h
1 , ..., u

h
N )⊤ i

íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1)-(2) ðàõóþòü çà ôîðìóëîþ

ũN,h(x, t) :=

N∑
k=0

uh
k(x)lk(t), (x, t) ∈ Q. (8)

Òóò
ln(t) =

√
σLn(σt)e

− β
2 t, t ∈ R+, n ∈ N0, (9)

äå Lk, k ∈ N0, � ïîëiíîìè Ëà åððà, N0 := N∪ {0}, N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë,
σ > 0 i β ≥ 0 � ïàðàìåòðè.

Çàçíà÷èìî, ùî äèñêðåòíi îïåðàòîðè, ÿêi âiäïîâiäàþòü ÃIÐ äëÿ ãiïåðáîëi÷íîãî
i ïàðàáîëi÷íîãî âèïàäêiâ, âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå ÿäðàìè. Êðiì òîãî, ó ôðåéìâîðêó
òàêi ñàìi äèñêðåòíi ìîäåëi âiäïîâiäàþòü çàäà÷àì (1)-(2) ó äåùî iíøîìó ïiäõîäi,
ÿêèé ïåðåäáà÷à¹ áåçïîñåðåäí¹ çàñòîñóâàííÿ ÏË äî ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷. Ó
öüîìó âèïàäêó åâîëþöiéíié çàäà÷i ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü êðàéîâà çàäà÷à äëÿ
íåñêií÷åííî¨ òðèêóòíî¨ ñèñòåìè åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü ñòîñîâíî ïîñëiäîâíîñòi u :=
(u0, u1, ..., uk, ... )

⊤. Ó [18] äëÿ òàêèõ ñèñòåì ðîçðîáëåíî âiäïîâiäíi ïîâåðõíåâi ïî-
òåíöiàëè i äîñëiäæåíî âiäïîâiäíi ïîñëiäîâíîñòi ÃIÐ. ßê i ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó,
ïiñëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïîñëiäîâíîñòi ÃIÐ íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê åâîëþöié-
íî¨ çàäà÷i îá÷èñëþþòü çà ôîðìóëîþ (8).

Îñêiëüêè åâîëþöiéíi çàäà÷i òà ïîâ'ÿçàíi ç íèìè çàëåæíi âiä ÷àñó ÃIÐ âiäîáðàæà-
þòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ëà åððà â åëiïòè÷íi çàäà÷i i âiäïîâiäíi ÃIÐ, òî ó
ôðåéìâîðêó ¹ îêðåìèé iíòåðôåéñ äëÿ åëiïòè÷íèõ çàäà÷. Âií äà¹ çìîãó äîñëiäæóâàòè
¨õíi ÷èñåëüíi ðîçâ'ÿçêè îêðåìèìè ïðîöåñàìè òà äëÿ ïðîâåäåííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ
åêñïåðèìåíòiâ ç ïiäáîðó ïàðàìåòðiâ ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ ó åâîëþöiéíèõ çàäà÷àõ. Äëÿ
öüîãî ìîæíà âèáðàòè ðåàëiçàöi¨ ÌÃÅ, ÿêi  ðóíòóþòüñÿ íà ìåòîäi Ãàëüîðêiíà, àáî íà
ìåòîäi êîëîêàöi¨. Â îáîõ ìåòîäàõ ïîâåðõíÿ Γ òà íåâiäîìi ãóñòèíè µ i λ àïðîêñèìóþòü-

ñÿ çà äîïîìîãîþ êóñêîâî-ñòàëèõ
{
φ0
l

}M

l=1
÷è êóñêîâî-ëiíiéíèõ

{
φ1
l

}M∗

l=1
áàçèñíèõ
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ôóíêöié. Ïiñëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ âiäïîâiäíèõ ñèñòåì àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü çàñîáàìè
ôðåéìâîðêó ìîæíà îïåðóâàòè êîìïîíåíòàìè àïðîêñèìàöié ãóñòèí µh

k i λh
k , äå h �

ïàðàìåòð äèñêðåòèçàöi¨ ãðàíè÷íî¨ ïîâåðõíi.
Îïèñàíi âèùå îñíîâíi àòðèáóòè i ïiäõîäè äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ åâîëþöiéíèõ òà

åëiïòè÷íèõ çàäà÷ ñòàíîâëÿòü ïðåäìåòíó îáëàñòü äëÿ ðîçðîáêè àðõiòåêòóðè ôðåéì-
âîðêó ç óðàõóâàííÿì ñïiëüíèõ îçíàê i âiäìiííîñòåé êîæíîãî òèïó çàäà÷i.

3. Àðõiòåêòóðà MultiMathFramework

Ðîçãëÿíóòèé ïiäõiä äî ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ íàê-
ëàäà¹ âèìîãè äî àðõiòåêòóðè MMF. Åâîëþöiéíi çàäà÷i ìàþòü íèçêó âëàñòèâîñòåé,
ÿêi ìîæíà âèêîðèñòóâàòè ñïiëüíî, à òàêîæ óíiêàëüíi àëãîðèòìè, ÿêi äîöiëüíî
âèíåñòè â îêðåìi ñòðóêòóðè. Òîìó MMF ¹ áàãàòîðiâíåâîþ ñèñòåìîþ, ùî ïåðåäáà÷à¹
íàÿâíiñòü öåíòðàëüíîãî êîìïîíåíòà � ÿäðà, ÿêå óòâîðþþòü ïðîãðàìíi êîíñòðóêöi¨,
çàãàëüíi äëÿ âñiõ òèïiâ çàäà÷. Ðåàëiçàöiþ àëãîðèòìiâ òà iíøå ÏÇ, ÿêi ñòîñóþòüñÿ
ðîçâ'ÿçóâàííÿ ëèøå êîíêðåòíèõ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷ ÷è ñïåöèôi÷íèõ çàâäàíü,
îðãàíiçîâàíî â îêðåìi ìîäóëi.

MMF ðîçãëÿäà¹ìî ÿê ÏÇ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ íå ëèøå îêðåñëåíèõ ïî÷àòêîâî-
êðàéîâèõ çàäà÷. Íàòîìiñòü öå ïðîãðàìíèé êàðêàñ, ÿêèé ¹ áàçîþ äëÿ âèðiøåííÿ
íîâèõ ìàòåìàòè÷íèõ ïðîáëåì. Âàæëèâî, ùî öåé êàðêàñ ðåàëiçîâàíèé ç ìîæëèâiñòþ
ïîäàëüøîãî ðîçøèðåííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ àëãîðèòìiâ ó êëàñàõ ìîäóëiâ. Âîäíî÷àñ
âií âèçíà÷à¹ âiäïîâiäíó çðó÷íó ñòðóêòóðó äëÿ ïðîåêòóâàííÿ óñiõ êîìïîíåíòiâ, ùî
âçà¹ìîäiþòü iç ñèñòåìîþ.

Íà ðèñ. 1 çîáðàæåíî àðõiòåêòóðó MMF. Âíóòðiøíüî âîíà ïîäiëåíà íà òðè ðiâíi
(âiääiëåíî ïóíêòèðîì):

� ðiâåíü ïîäàííÿ;
� ðiâåíü ÿäðà;
� ðiâåíü ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i.

Òàêèé ïîäië çóìîâëåíèé îñîáëèâiñòþ îïèñàíèõ ïðîöåñiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ åâîëþöiéíèõ
òà åëiïòè÷íèõ çàäà÷ (1)-(2). Êîæåí ðiâåíü ñêëàäà¹òüñÿ ç îêðåìèõ êîìïîíåíòiâ, ùî
âèêîíóþòü ÷iòêî âèçíà÷åíi ôóíêöi¨. Îòîæ, äîñÿãà¹òüñÿ ïðèíöèï ¹äèíîãî îáîâ'ÿêó
(single responsibility principle) íà àðõiòåêòóðíîìó ðiâíi òà çàáåçïå÷ó¹òüñÿ ñëàáêà
çâ'ÿçíiñòü êîìïîíåíòiâ ñèñòåìè. Íàïðèêëàä, ÿêùî ïîòðiáíî äîäàòè íîâèé àëãîðèòì
äî ÿäðà ÷è ìîäóëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ, òî äîñòàòíüî ëèøå çìiíèòè ïðîãðàìíèé êîä íà
âiäïîâiäíîìó ðiâíi áåç äîäàòêîâî¨ êîìïiëÿöi¨ iíøèõ êîìïîíåíòiâ.

Ðiâåíü ïîäàííÿ íåîáõiäíèé äëÿ âçà¹ìîäi¨ ç êîðèñòóâà÷åì i ââåäåííÿ ïî÷àòêîâèõ
ïàðàìåòðiâ çàäà÷i (íàïðèêëàä, ìåæ iíòåðâàëiâ äëÿ ÷àñîâî¨ òà ïðîñòîðîâî¨ çìiííèõ
x i t, ïàðàìåòðiâ σ i β, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó ôóíêöiÿõ Ëà åððà (9) òà ií.).
Îñíîâíèì êîìïîíåíòîì öüîãî ðiâíÿ ¹ Graphical User Interface (GUI). Âií âiäïîâi-
äà¹ çà çàâàíòàæåííÿ ñïèñêó ðîçâ'ÿçóâàíèõ çàäà÷, ùî ìiñòèòüñÿ â êîíôiãóðàöiéíîìó
ôàéëi â ôîðìàòi xml, òà âiäîáðàæåííÿ éîãî ó âiêíi äëÿ êîðèñòóâà÷à. Êîæåí
åëåìåíò çi ñïèñêó çàäà÷ ìà¹ âèçíà÷åíèé ðÿä àòðèáóòiâ, òàêèõ ÿê íàçâà çàäà÷i,
îïèñ (äåìîíñòðóþòüñÿ êîðèñòóâà÷ó íà åêðàíi), ïîñèëàííÿ íà ìîäóëü ðîçâ'ÿçóâàííÿ,
êîíôiãóðàöiéíèé ôàéë êîíêðåòíî¨ çàäà÷i òà ôîðìó ââåäåííÿ äàíèõ.

Âñåðåäèíi êîìïîíåíòà GUI ìiñòèòüñÿ êëàñ TaskWrapper, ÿêèé iíiöiàëiçó¹òüñÿ ïðè
âèáîði êîíêðåòíî¨ çàäà÷i iç çàâàíòàæåíîãî ñïèñêó. Ôàêòè÷íî, âëàñòèâîñòi, ç÷èòàíi
ç êîíôiãóðàöiéíîãî ôàéëó, iíêàïñóëþþòüñÿ âñåðåäèíi îá'¹êòà êëàñó TaskWrapper,
ÿêèé çâåðòà¹òüñÿ äî ðiâíÿ ÿäðà ñèñòåìè äëÿ çàâàíòàæåííÿ ìîäóëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ
çàäà÷i. Îòîæ, TaskWrapper âèêîíó¹ ðîëü ïîñåðåäíèêà, ùî ç'¹äíó¹ GUI ç ÿäðîì



ÃëîâàÀ., ÊiðÎ.

32 ISSN 2078�5097. Âiñí. Ëüâiâ. óí-òó. Ñåð. ïðèêë. ìàòåì. òà iíô. 2020. Âèï. 28

Ðèñ. 1. Àðõiòåêòóðà MultiMathFramework

ñèñòåìè, àáî êîíòðîëëåðà, ÿêùî ðîçãëÿäàòè ñèñòåìó MMF ÿê âèäîçìiíåíó ðåàëiçà-
öiþ àðõiòåêòóðíîãî ïàòåðíó Model-View-Controller (â òàêîìó âèïàäêó òðàêòóâàòè-
ìåìî ÿäðî ñèñòåìè i ðiâåíü ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ÿê ìîäåëü).

Íàñòóïíèé ðiâåíü ñèñòåìè MMF � ÿäðî (kernel íà ðèñ. 1). Ç îäíîãî áîêó, êîæíó
åâîëþöiéíó çàäà÷ó ÷è åëiïòè÷íó çàäà÷ó (1)-(2) ìîæíà ðîçâ'ÿçóâàòè çà äîïîìîãîþ
îêðåìîãî ìîäóëÿ áåç ñïîëó÷íîãî êîìïîíåíòà ó âèãëÿäi îêðåìî¨ áiáëiîòåêè åëåìåíòiâ.
Iäåÿ ÿäðà ÿê ïîñåðåäíèêà äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i âèíèêà¹ ÿê íàñëiäîê ñïiëüíèõ
âëàñòèâîñòåé êëàñó ïîäiáíèõ çàäà÷ i äà¹ çìîãó çìåíøèòè êiëüêiñòü äóáëþâàííÿ
ïðîãðàìíîãî êîäó äëÿ ¨õíüîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ (äîòðèìàííÿ ïðèíöèïó DRY � Don`t
Repeat Yourself). Ïîçàÿê çàãàëüíà ñõåìà ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïåðåäáà÷à¹ âèêîðèñòàííÿ
ÏË òà ÌÃÅ, âàæëèâî ðåàëiçóâàòè ëîãiêó öèõ ìåòîäiâ â ÿäði, ùîá êîæíà íàñòóïíà
çàäà÷à ìîãëà ç ëåãêiñòþ âèêîðèñòàòè ¨õ áåç ïîâòîðíîãî íàïèñàííÿ êîäó.

Îñíîâíèìè ôóíêöiÿìè ðiâíÿ ÿäðà ÿê ÷àñòèíè ñèñòåìè MMF ¹:
� çàâàíòàæåííÿ òà iíiöiàëiçàöiÿ êîìïîíåíòà ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i;
� âèçíà÷åííÿ iíòåðôåéñiâ i áàçîâèõ êëàñiâ, ÿêi ¹ îñíîâîþ ïðîãðàìíîãî êàðêàñó
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MMF;
� âèçíà÷åííÿ êëàñiâ äëÿ îòðèìàííÿ çíà÷åíü ïîòåíöiàëiâ ïðîñòîãî òà ïîäâiéíîãî
øàðó ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ ÏË;

� âèçíà÷åííÿ êëàñiâ äëÿ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ÿäåð ïîòåíöiàëiâ e(·, ·) äëÿ ðiçíèõ
òèïiâ çàäà÷, íàïðèêëàä, îäíîðiäíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ÷è ðiâíÿííÿ òåïëî-
ïðîâiäíîñòi;

� âèçíà÷åííÿ êóñêîâî-ëiíiéíèõ i êóñêîâî-ñòàëèõ áàçèñíèõ ôóíêöié äëÿ àïðîêñè-
ìàöi¨ ãóñòèí ïîòåíöiàëiâ;

� âèçíà÷åííÿ êëàñiâ äëÿ çíàõîäæåííÿ ïîâåðõíåâèõ iíòåãðàëiâ, ùî âèíèêàþòü
âíàñëiäîê çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó Ãàëüîðêiíà äî ïîñëiäîâíîñòi ÃIÐ;

� âèçíà÷åííÿ äîïîìiæíèõ êîìïîíåíòiâ äëÿ îá÷èñëåííÿ ñóìè ðÿäó, iíòåãðóâàííÿ
òà ií.

Îòîæ, ðiâåíü ÿäðà ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ÷àñòèíîþ MMF, ÿêó ìîæíà ðîçãëÿäàòè
â àñïåêòi áiáëiîòåêè êëàñiâ i öåíòðàëüíîãî ñåðâiñó, ùî ôîðìó¹ ïðîãðàìíèé êàðêàñ i
êåðó¹ âèêîíàííÿì ïðîöåñó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i.

Îñòàííiì, òðåòiì ðiâíåì ñèñòåìè MMF, ¹ ðiâåíü ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i. Òóò
ðåàëiçîâàíî ñïåöèôi÷íi àëãîðèòìè é åëåìåíòè, ÿêi âiäïîâiäàþòü çàãàëüíèì âèìîãàì
iíòåðôåéñiâ âèçíà÷åíèõ â ÿäði. Ãîëîâíîþ âiäìiííiñòþ êîæíî¨ çàäà÷i çäåáiëüøîãî ¹
ëiâà òà ïðàâà ÷àñòèíà ÑËÀÐ, òîìó çàïîâíåííÿ öèõ ñêëàäîâèõ áëîêiâ äëÿ ðîçâ'ÿçó-
âàííÿ çàäà÷i âiäáóâà¹òüñÿ ñàìå ó öüîìó ìîäóëi, íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîãî øàáëîíó.

Îäíèì iç àòðèáóòiâ êîæíî¨ çàäà÷i ¹ ãåîìåòðiÿ ïîâåðõíi. Çãåíåðóâàòè ðîçáèòòÿ
ïîâåðõíi ìîæíà çà äîïîìîãîþ êîìïîíåíòà Boundary Generator, íàïèñàíîãî ìîâîþ
Python. Âèáið öi¹¨ ìîâè ïðîãðàìóâàííÿ çóìîâëåíèé âèêîðèñòàííÿì áiáëiîòåê, ÿêi
äîáðå ïiäõîäÿòü äëÿ âiçóàëiçàöi¨.

Ïiñëÿ âèêîíàííÿ àëãîðèòìó ðîçâ'ÿçóâàííÿ âèõiäíi äàíi ñåðiàëiçóþòüñÿ ó xml
ôàéë i çáåðiãàþòüñÿ íà äèñê, ùî çàáåçïå÷ó¹ ïîñòiéíiñòü äàíèõ. Äàëi îñíîâíà ðîáîòà
âèêîíó¹òüñÿ â ìîäóëi àíàëiçó äàíèõ (Data Analysis Module) çà äîïîìîãîþ êîìïîíåíòà
ïiä íàçâîþ Archive Manager (àðõiâ). Éîãî ôóíêöiÿ ïîëÿãà¹ ó ç÷èòóâàííi ðåçóëüòàòiâ
çàäà÷i çi çãåíåðîâàíîãî ôàéëó é åêñïîðòóâàííÿ ¨õ ó çðó÷íîìó äëÿ êîðèñòóâà÷à
âèãëÿäi (MS Excel, Tex òà ií.). Òàêîæ Archive Manager ïåðåäáà÷à¹ ìîæëèâiñòü
âiçóàëiçàöi¨ äàíèõ. Âàæëèâî, ùî öåé êîìïîíåíò íå çàëåæèòü âiä iíøèõ êîìïîíåíòiâ
ñèñòåìè i ìîæå âèêîíóâàòèñü ñàìîñòiéíî â îêðåìîìó ïðîöåñi îïåðàöiéíî¨ ñèñòåìè,
ïðàöþþ÷è ëèøå ç âèõiäíèìè äàíèìè çàäà÷i.

Îêðåìèì êîìïîíåíòîì ñèñòåìè, ùî âèêëèêà¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî ç Archive Man-
ager, ¹ àíàëiçàòîð ðåçóëüòàòiâ (Results Analyzer íà ðèñ. 1). Âií äà¹ çìîãó çàâàíòàæè-
òè äåêiëüêà ðiçíèõ ðåçóëüòàòiâ çàäà÷i ðàçîì ç àíàëiòè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì òà ïîðiâíÿòè
¨õ ìiæ ñîáîþ, çîêðåìà, çíàéòè àáñîëþòíi òà âiäíîñíi ïîõèáêè, ïîðÿäîê çáiæíîñòi òà
ií.

4. Ïîáóäîâà ìîäóëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i

Ìîäóëü ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i � öå îêðåìà ñóòíiñòü MMF, ùî âiäïîâiäà¹ çà ïðî-
öåñ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó. Ïiä ïîíÿòòÿì �ìîäóëü� ðîçóìi¹ìî ïåâíó ÷àñòèíó ñèñòå-
ìè, ÿêà ïðèçíà÷åíà äëÿ äîñÿãíåííÿ êîíêðåòíèõ öiëåé i ëîãi÷íî âiääiëåíà âiä iíøèõ
ñòðóêòóð. Îòæå, çìiíè äî ïðîöåñó ðîçâ'ÿçóâàííÿ îäíi¹¨ çàäà÷i, íå ïîòðåáóþòü çìií
â iíøèõ ÷àñòèíàõ ñèñòåìè.

Ìîäóëü ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìà¹ ðåàëiçîâóâàòèñü íà îñíîâi iíòåðôåéñiâ i áàçîâèõ êëàñiâ,
ùî âèçíà÷åíi â ÿäði MMF. ßêùî öÿ âèìîãà íå áóäå äîòðèìàíà, òî ÿäðî íå çìîæå
íà åòàïi âèêîíàííÿ çàâàíòàæèòè ìîäóëü. Öå âèêëþ÷à¹ ìîæëèâiñòü ïiä'¹äíàííÿ
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çàäà÷, ùî íå ïiäëÿãàþòü çàãàëüíié êîíöåïöi¨ ñèñòåìè, à òàêîæ ââîäèòü ïåâíèé ðiâåíü
àáñòðàêöi¨ ìiæ ÿäðîì i ìîäóëåì ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i.

Ðîçãëÿíåìî îñíîâíi áàçîâi êëàñè òà iíòåðôåéñè ÿäðà MMF, íà ïiäñòàâi ÿêèõ
âiäáóâà¹òüñÿ ïîáóäîâà ìîäóëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i. Íà ðèñ. 2 çîáðàæåíî êëàñè
Task, SingleSeriesTask i DoubleSeriesTask. Âîíè ìiñòÿòü ìåòîä Run, ÿêèé îïèñó¹
çàãàëüíèé àëãîðèòì ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i. Îñêiëüêè ìè âèêî-
ðèñòîâó¹ìî ÏË i ÌÃÅ, òî îñíîâíi êðîêè àëãîðèòìó íàïåðåä âèçíà÷åíi i â òàêîìó
âèïàäêó çðó÷íî çàñòîñóâàòè ïàòåðí ïðîåêòóâàííÿ ïiä íàçâîþ �øàáëîííèé ìåòîä�.
Öåé ìåòîä ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîñëiäîâíîñòi òàêèõ êðîêiâ ÿê iíiöiàëiçàöiÿ äàíèõ, îá÷èñ-
ëåííÿ ðÿäó é îïðàöþâàííÿ ðåçóëüòàòiâ i âñi âîíè ïåðåâèçíà÷àþòüñÿ â êëàñi, ùî
ïîõîäèòü âiä îäíîãî ç áàçîâèõ SingleSeriesTask àáî DoubleSeriesTask.

Ðèñ. 2. I¹ðàðõiÿ êëàñiâ Task äëÿ îñíîâíîãî àëãîðèòìó ðîçâ'ÿçóâàííÿ

Ó ïiäñóìêó, äëÿ ðåàëiçàöi¨ îêðåìî¨ çàäà÷i ïîòðiáíî âèáðàòè ïðàâèëüíèé áàçîâèé
êëàñ, ÿêèé ðîçòàøîâàíèé â ÿäði MMF. Ãîëîâíà âiäìiííiñòü SingleSeriesTask i Double-
SeriesTask � òèï îá'¹êòà ðÿäó, ùî ïîâ'ÿçàíèé ç öèìè êëàñàìè âiäíîøåííÿì êîìïîçèöi¨
i âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ îá÷èñëåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i. Íà ðèñ. 3 ìîæåìî ïîáà÷èòè, ùî
ðÿä SingleSeries âèêîðèñòîâó¹ îäèí êëàñ ôàáðèêè, íà âiäìiíó âiä DoubleSeries. Öå
çóìîâëåíî òèì, ùî DoubleSeries äà¹ çìîãó îá÷èñëèòè ðÿä, äîäàíêàìè ÿêîãî ¹ äîáóòêè
äâîõ ôóíêöié. Îòîæ, DoubleSeries çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ åâîëþöiéíèõ çàäà÷
(1)-(2), îñêiëüêè íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê òàêèõ çàäà÷ ¹ ñóìîþ äîáóòêiâ ïðîñòîðîâèõ
êîìïîíåíò i âiäïîâiäíèõ ôóíêöié Ëà åððà.

Ðèñ. 3. Ïîðiâííÿíÿ êëàñiâ SingleSeries i DoubleSeries

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ñóìè ðÿäó ïîòðiáíî îòðèìàòè îá'¹êòè ôóíêöié, ÿêi âèêî-
ðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îá÷èñëåííÿ äîäàíêiâ. Êëàñè SingleSeries i DoubleSeries ìiñòÿòü
ïîñèëàííÿ íà îá'¹êòè êëàñó ElemFactory (ðèñ. 4), ùî ïðåäñòàâëÿ¹ âiäîìèé ïàòåðí
ïðîåêòóâàííÿ �ôàáðè÷íèé ìåòîä�. Öåé ïàòåðí ðîáèòü ñèñòåìó ìàêñèìàëüíî íå-
çàëåæíîþ âiä ïðîöåñó ñòâîðåííÿ íîâèõ îá'¹êòiâ i äà¹ çìîãó êîðèñòóâà÷ó ëåãêî
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ðîçøèðþâàòè ¨¨. Äëÿ åâîëþöiéíèõ çàäà÷ (1)-(2) ó ÿäði MMF ðåàëiçîâàíî ôàáðèêó
äëÿ çíàõîäæåííÿ ôóíêöié Ëà åððà. Îòîæ, êîðèñòóâà÷ó, ÿêèé ââîäèòü íîâó çàäà÷ó
â ñèñòåìó MMF, çàëèøà¹òüñÿ ïðàâèëüíî ðåàëiçóâàòè ôàáðèêó äëÿ îòðèìàííÿ ïðîñ-
òîðîâèõ êîìïîíåíò ðîçâ'ÿçêó ui.

Ðèñ. 4. Êëàñ ElemFactory, ùî ïðåäñòàâëÿ¹ ïàòåðí �ôàáðè÷íèé ìåòîä�

Îá÷èñëåííÿ ïðîñòîðîâèõ êîìïîíåò ui ó åâîëþöiéíèõ çàäà÷àõ âèìàãà¹ ðîçâ'ÿ-
çóâàííÿ ÑËÀÐ. Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî ñòâîðèòè êëàñ ôàáðèêè UnFactory, äå âiäáó-
âàòèìåòüñÿ çàïîâíåííÿ ëiâî¨ i ïðàâî¨ ÷àñòèí ÑËÀÐ. Âñåðåäèíi ôàáðèêè äîñòàòíüî
âèêîðèñòàòè îá'¹êò êëàñó MatrixSolver, ùî âèçíà÷åíèé ó ÿäði ñèñòåìè (ðèñ. 5). Öåé
îá'¹êò ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ñòðàòåãié äëÿ ëiâî¨ i ïðàâî¨ ÷àñòèí, âiäïîâiäíî. Ïàòåðí
�ñòðàòåãiÿ� äà¹ çìîãó âèêîðèñòîâóâàòè ðiçíi âàðiàöi¨ àëãîðèòìó âñåðåäèíi îäíîãî
îá'¹êòà. Öå çðó÷íî, êîëè, íàïðèêëàä, çàëåæíî âiä ïàðàìåòðó, ëiâà ÷àñòèíà ìîæå
ðàõóâàòèñü çâè÷àéíèì ñïîñîáîì, îá÷èñëþþ÷è iíòåãðàëè äëÿ êîæíîãî ç åëåìåíòiâ
ìàòðèöi, i âèêîðèñòîâóþ÷è, íàïðèêëàä, àëãîðèòì àäàïòèâíî¨ ïåðåõðåñíî¨ àïðîêñè-
ìàöi¨. Êðiì òîãî, ìîæíà ââåñòè äîäàòêîâå êåøóâàííÿ ëiâî¨ òà ïðàâî¨ ÷àñòèí ó ôàéëè
äëÿ òîãî, ùîá íå ïåðåðàõîâóâàòè îá÷èñëåíi åëåìåíòè.

Ðèñ. 5. Êëàñ UnFactory òà MatrixSolver äëÿ çíàõîäæåííÿ ui

Çàïîâíåííÿ ìàòðèöü, ùî âèíèêàþòü ïðè ïåðåõîäi äî ÑËÀÐ, âiäáóâà¹òüñÿ çà
äîïîìîãîþ êëàñiâ îá÷èñëåííÿ ïîäâiéíèõ iíòåãðàëiâ. Âñi âîíè ðîçòàøîâàíi â ÿäði
MMF i ðåàëiçîâàíi ÿê ôàáðèêè äëÿ îòðèìàííÿ åëåìåíòiâ ó âiäïîâiäíîìó ðÿäêó
òà ñòîâïöi ìàòðèöi. ßäðî ïîòåíöiàëiâ ìîæå âiäðiçíÿòèñü äëÿ ðiçíîãî òèïó çàäà÷
(íàïðèêëàä, äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi òà õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ), ñàìå òîìó
êîæåí êëàñ, ùî ïðåäñòàâëÿ¹ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëà ïðèéìà¹ ïàðàìåòð ôàáðèêè äëÿ
îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ÿäðà ïîòåíöiàëiâ. Öå íàäà¹ ñèñòåìi ãíó÷êîñòi, àäæå äîñòàòíüî
çàìiíèòè ëèøå ôàáðèêó äëÿ ãåíåðóâàííÿ ÿäðà ïîòåíöiàëó i ïiäñòàâèòè ¨¨ ó âiäïîâiä-
íèé êëàñ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ.
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Âàæëèâèì åòàïîì ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ¹ ãåíåðàöiÿ ïîâåðõíi ðîçáèòòÿ i îáðîáêà
âõiäíèõ ïàðàìåòðiâ. Äëÿ öüîãî êëàñ, ïîõiäíèé âiä SingleSeriesTask àáî DoubleSeri-
esTask, ìà¹ ïåðåâèçíà÷èòè êðîê iíiöiàëiçàöi¨ ó øàáëîííîìó ìåòîäi Run. Íà öüîìó
êðîöi âiäáóâà¹òüñÿ äåñåðiàëiçàöiÿ ïîâåðõíi ðîçáèòòÿ ç ôîðìàòó xml, çãåíåðîâàíîãî
îêðåìèì ìîäóëåì Boundary Generator, ó îá'¹êò êëàñó ÿäðà BoundarySurface (ðèñ. 6),
ùî ïîòiì âèêîðèñòîâóâàòèìåòüñÿ ïðè îá÷èñëåííi iíòåãðàëiâ. Êðiì òîãî, êðîê
iíiöiàëiçàöi¨ ïåðåäáà÷à¹ çàïèñ äàíèõ ç xml ôàéëó â îá'¹êò inputData (ðèñ. 2). ßäðî
íàäà¹ ëèøå áàçîâi ïàðàìåòðè çàäà÷i, òàêi ÿê iíòåðâàëè ïî ÷àñó òà ïðîñòîðó i
êiëüêiñòü äîäàíêiâ â ðÿäi Ôóð'¹-Ëà åððà. Êîðèñòóâà÷ ìîæå ñòâîðèòè ïîõiäíèé êëàñ
äëÿ ïåðåäà÷i âëàñíèõ ïàðàìåòðiâ ïðè iíiöiàëiçàöi¨.

Ðèñ. 6. Êëàñè ÿäðà äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ ðîáèòòÿ ïîâåðõíi

Ðåçóëüòàò îá÷èñëåííÿ ðÿäó, à òàêîæ ïàðàìåòðè, ùî âèêîðèñòîâóâàëèñü äëÿ
îòðèìàííÿ ðîçâ'ÿçêó, çàïèñóþòüñÿ â îá'¹êò êëàñiâ ïîõiäíèõ âiä ResultData (ðèñ. 7).
Âèáið êëàñó çàëåæèòü âiä òèïó ðîçâ'ÿçóâàíî¨ çàäà÷i, äëÿ åâîëþöiéíèõ íàéëiïøå
çàñòîñîâóâàòè ResultDoubleData, äëÿ åëiïòè÷íèõ � ResultSingleData. Íàäàëi ñèñòåìà
âèêîðèñòîâó¹ öåé îá'¹êò äëÿ çáåðåæåííÿ âèõiäíèõ äàíèõ ó ðiçíèõ ôîðìàòàõ ç
ïîäàëüøîþ ìîæëèâiñòþ ¨õ îáðîáêè â àðõiâi òà àíàëiçàòîði ðåçóëüòàòiâ.

Ðèñ. 7. I¹ðàðõiÿ êëàñiâ äëÿ çáåðåæåííÿ ðåçóëüòàòó

Îòîæ, ãîëîâíà iäåÿ ïîáóäîâè ìîäóëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ïîëÿãà¹ ó ïðàâèëü-
íîìó çàñòîñóâàííi ïðîãðàìíîãî êàðêàñó, íàäàíîãî ÿäðîì MMF, òà ïåðåâèçíà÷åííi
îêðåìèõ êðîêiâ àëãîðèòìó ðîçâ'ÿçóâàííÿ ç âèêîðèñòàííÿì îá'¹êòíî-îði¹íòîâàíîãî
ïiäõîäó.
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5. Ìîäóëü ãåíåðóâàííÿ ãðàíè÷íèõ åëåìåíòiâ

Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ òèïó (1)-(2) òðåáà âèáðàòè ðîçáèò-
òÿ ïîâåðõíi íà ãðàíè÷íi åëåìåíòè. Ç íèìè ó ôðåéìâîðêó àñîöiþþòüñÿ àëãîðèòìè
çàäàííÿ êðàéîâèõ óìîâ âèõiäíî¨ çàäà÷i, à òàêîæ ôîðìóâàííÿ ìíîæèí ôóíêöié
áàçè ñêií÷åííî-âèìiðíèõ ïðîñòîðiâ äëÿ äèñêðåòèçàöi¨ iíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ. Çà
ãåíåðóâàííÿ ðîçáèòòÿ ó MMF âiäïîâiäà¹ ìîäóëü Boundary Generator. Ðåçóëüòàòîì
ðîáîòè öüîãî ìîäóëÿ ¹ xml-ôàéë, ÿêèé ìiñòèòü óñþ iíôîðìàöiþ ïðî ñòðóêòóðó
ðîçáèòòÿ, íàïðèêëàä, ïðîñòîðîâi òî÷êè, íîðìàëi òà ií. Ñòðóêòóðà xml-ôàéëó
âiäïîâiäà¹ âèìîãàì ìîäóëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i, ÿêèé äåñåðiàëiçó¹ öåé ôàéë i
âèêîðèñòîâó¹ ðîçáèòòÿ äëÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ ó ïðîöåñàõ ôîðìóâàííÿ ìàòðèöü
äèñêðåòíèõ îïåðàòîðiâ.

Äëÿ ðåàëiçàöi¨ Boundary Generator áóëî âèêîðèñòàíî çàñîáè ìîâè Python. Ïðè-
÷èíè òàêîãî âèáîðó � ïiäòðèìêà Qt-ôðåéìâîðêó äëÿ ðåàëiçàöi¨ êîðèñòóâàöüêîãî
iíòåðôåéñó, ëåãêiñòü iíòåãðàöi¨ ç îñíîâíîþ ñèñòåìîþ, íàÿâíiñòü çðó÷íèõ áiáëiîòåê
äëÿ âiçóàëiçàöi¨ ïîâåðõîíü i ðiçíîìàíiòíèõ ìàòåìàòè÷íèõ îïåðàöié, ïðîñòîòà ó
ðîçðîáöi.

Ãîëîâíi ôóíêöi¨ ìîäóëÿ:

� ãåíåðàöiÿ ïîâåðõíi çàäàíîãî òèïó (êóá, ñôåðà, êîíóñ, öèëiíäð);
� ãåíåðàöiÿ êiëüêîõ ïîâåðõîíü ðiçíèõ òèïiâ;
� ïåðåãëÿä çãåíåðîâàíèõ ïîâåðõîíü;
� åêñïîðò ïîâåðõíi â xml ôîðìàò;
� åêñïîðò ïîâåðõíi ó âèãëÿäi çîáðàæåííÿ.

Ìîäóëü âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ãåíåðàöi¨ ðîçáèòòÿ ÷îòèðüîõ òèïiâ ïîâåðõîíü �
êóáà, ñôåðè, öèëiíäðà òà êîíóñà. Öåé ñïèñîê ìîæå áóòè ðîçøèðåíèé êîðèñòóâà÷åì.
Âñåðåäèíi ìîäóëÿ çàñòîñîâàíî ïàòòåðí ïðîåêòóâàííÿ �ñòðàòåãiÿ�. Êîðèñòóâà÷ó
äîñòàòíüî äîäàòè íîâó ðåàëiçàöiþ êëàñó SurfaceGenerator (ðèñ. 8) i çàðå¹ñòðóâàòè
¨¨ ó âiäïîâiäíîìó ìiñöi â êîäi.

Ðèñ. 8. Äiàãðàìà êëàñiâ ãåíåðàòîðiâ

Äëÿ çàäàííÿ ïàðàìåòðiâ ïîâåðõíi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ SurfaceLayout. Âií íàñëi-
äó¹òüñÿ âiä ñèñòåìíîãî êëàñó QGridLayout. QGridLayout âiäïîâiäà¹ çà êîðåêòíå
ðîçìiùåííÿ ðiçíèõ UI-êîìïîíåíò ó âiêíi ïðîãðàìè. Äëÿ çàäàííÿ ðiçíèõ òèïiâ
ïîâåðõîíü ìîäóëü âèêîðèñòîâó¹ ðiçíi ðåàëiçàöi¨ SurfaceLayout. Êîæíà ïîâåðõíÿ
ïîòðåáó¹ ñâîãî íàáîðó ïàðàìåòðiâ äëÿ ãåíåðàöi¨ ðîçáèòòÿ. Íàïðèêëàä, äëÿ êóáà
íåîáõiäíî çàäàòè êîîðäèíàòè öåíòðó, äîâæèíó ðåáðà i êiëüêiñòü ñåãìåíòiâ ðîçáèòòÿ
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ðåáðà, à äëÿ êîíóñó � êîîðäèíàòè öåíòðó êîëà, êîîðäèíàòè âåðøèíè, êiëüêiñòü
ñåãìåíòiâ ðîçáèòòÿ êîëà i âèñîòè.

Ðèñ. 9. Äiàãðàìà UI-êîìïîíåíò

Äëÿ êîæíî¨ ïîâåðõíi ìîæíà çàäàòè íàçâó àáî öèôðîâèé iäåíòèôiêàòîð. Öå
ïîòðiáíî â òîìó âèïàäêó, êîëè ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êiëüêà ïîâåðõîíü äëÿ çàäàííÿ
ãðàíè÷íî¨ óìîâè.

6. Ìîäóëü àíàëiçó äàíèõ

Ðåçóëüòàòè âèêîíàííÿ ìîäóëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i çáåðiãàþòüñÿ â îá'¹êòi êëàñó
ResultData. Âîíè ñêëàäàþòüñÿ çi çíà÷åíü ðîçâ'ÿçêó â òî÷êàõ îáëàñòi ó çàäàíié
ìíîæèíi çíà÷åíü ÷àñîâî¨ çìiííî¨, à òàêîæ ç íàáîðó âõiäíèõ ïàðàìåòðiâ çàäà÷i.
GUI íàäà¹ êîðèñòóâà÷ó ìîæëèâiñòü îïðàöþâàííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ: äîäàâàòè
äî àðõiâó, âiçóàëiçóâàòè ðîçâ'ÿçêè ó âèãëÿäi ãðàôiêiâ, êîíâåðòóâàòè ó ñïåöiàëüíi
ôîðìàòè äëÿ ïîäàëüøî¨ ðîáîòè ç iíøèìè ïðîãðàìàìè, íàïðèêëàä, MS Excel ÷è
LaTeX-ôðåéìâîðêàìè.

Ìîäóëü àíàëiçó äàíèõ ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ êîìïîíåòiâ (äèâ. ðèñ. 10): Archive
Manager (àðõiâ ðåçóëüòàòiâ) òà Results Analyzer (àíàëiçàòîð ðåçóëüòàòiâ).

Archive Manager âiäïîâiäà¹ çà çàâàíòàæåííÿ çáåðåæåíèõ ðåçóëüòàòiâ çàäà÷i òà ¨õ
îáðîáêó âiäïîâiäíî äî âèáðàíîãî òèïó ïðåäñòàâëåííÿ. Ãîëîâíi ôóíêöi¨ àðõiâó:

� çàâàíòàæåííÿ ñïèñêó äîñòóïíèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ;
� ïåðåãëÿä ðåçóëüòàòiâ ó ôîðìàòi 2D òà 3D;
� åêñïîðò äàíèõ ó MS Excel òà html ôîðìàòè;
� åêñïîðò äàíèõ äî MatLab (ãåíåðàöiÿ ôàéëiâ ç äàíèìè òà êîäîì, ÿêi ìîæíà
âèêîíàòè â öüîìó ñåðåäîùi);

� åêñïîðò äàíèõ äî ñèñòåìè Mathematica;
� ãåíåðóâàííÿ ôàéëiâ äëÿ îòðèìàííÿ àíiìàöi¨ ðîçâ'ÿçêó â ÷àñi ç ïîäàëüøèì
âèêîíàííÿì ó MatLab;

� âçà¹ìîäiÿ ç àíàëiçàòîðîì ðåçóëüòàòiâ.

Òàêà ôóíêöiîíàëüíiñòü ñâiä÷èòü ïðî øèðîêèé ñïåêòð ìîæëèâîñòåé äëÿ êîðèñ-
òóâà÷à ó ðîáîòi ç âèõiäíèìè äàíèìè. Àðõiòåêòóðà àðõiâó ñïðîåêòîâàíà òàê, ùî íå
ïîòðiáíî ïåðåçàâàíòàæóâàòè ÷è çóïèíÿòè ìîäóëü ðîç'ÿçóâàííÿ çàäà÷i ó âèïàäêó
îòðèìàííÿ íîâèõ äàíèõ. Äîñòàòíüî ëèøå çáåðåãòè ¨õ ó êàòàëîçi, ùî âiäïîâiäà¹
àðõiâó, òà îíîâèòè ñïèñîê äîñòóïíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ïðåäñòàâëåííÿ ðåçóëüòàòiâ çàäà÷
¹ îñíîâíîþ âëàñòèâiñòþ àðõiâó. Çîêðåìà, ïiäòðèìóþòüñÿ MS Excel òà xml-ôîðìàòè
(äëÿ ïðîñòîãî àíàëiçó), à òàêîæ åêñïîðòóâàííÿ äî ïðîãðàìíèõ ñèñòåì MatLab i
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Ðèñ. 10. Ìîäóëü àíàëiçó äàíèõ

Matematica. Àðõiâ íå îáìåæó¹ êîðèñòóâà÷à ó âèáîði ôîðìàòó i ÿêiñíî ñïðîùó¹
ïðîöåñ ïðåäñòàâëåííÿ äàíèõ.

Äðóãèì âàæëèâèì êîìïîíåíòîì ìîäóëÿ ¹ Results Analyzer (àíàëiçàòîð äàíèõ).
Éîãî ãîëîâíå çàâäàííÿ ïîëÿãà¹ ó äîñëiäæåííi àïîñòåðiîðíèõ ïîõèáîê ÷èñåëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó. Äëÿ îöiíêè òî÷íîñòi îòðèìàíèõ ïðîñòîðîâèõ êîåôiöi¹íòiâ uh

k äëÿ åâîëþ-
öiéíèõ çàäà÷ âèêîðèñòîâóþòü àïîñòåðiîðíi ïîõèáêè

δhk := ||uh
k − uk||L2(Ωa,b), ϵhk := δhk/||uk||L2(Ωa,b) ∗ 100 %, k ∈ N0. (10)

äå uk � âiäîìèé àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê. Òóò ïiä Ωa,b ðîçóìi¹ìî äåÿêèé âiäðiçîê ç
êiíöÿìè â òî÷êàõ a i b, âçäîâæ ÿêîãî ðîçìiùóþòüñÿ òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ. Êðiì
òîãî, âàæëèâîþ ¹ âåëè÷èíà ïåðåäáà÷óâàíîãî ïîðÿäêó çáiæíîñòi (estimated order of
convergence)

eock :=
ln(δ

hj−1

k /δ
hj

k )

ln(hj−1/hj)
, k ∈ N0, (11)

äå hj−1 i hj � ïàðàìåòðè äâîõ ïîñëiäîâíèõ ðîçáèòòiâ ãðàíè÷íî¨ ïîâåðõíi íà ãðàíè÷íi
åëåìåíòè.

Äëÿ íåñòàöiîíàðíèõ ÷èñåëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìîæíà çíàéòè òàêi àïîñòåðiîðíi ïîõèá-
êè:

δ̃N,h := ||ũN,h − ũN ||L2
σ(R+;L2(Ωa,b)), ϵ̃N,h := δ̃N,h/||ũN ||L2

σ(R+;L2(Ωa,b)) ∗ 100 %.

Òóò ïiä Ωa,b ðîçóìi¹ìî âiäðiçîê (áåç êiíöåâèõ òî÷îê) ó ïðîñòîði ïîçà êóáîì. Äëÿ
ïîñëiäîâíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà h âåëè÷èíà

ẽoc
N,h

:=
ln(δ̃N,hj−1/δ̃N,hj )

ln(hj−1/hj)
.
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Ãðàôi÷íèé iíòåðôåéñ öüîãî êîìïîíåíòà äà¹ çìîãó çàâàíòàæèòè îäèí àáî êiëüêà
xml-ôàéëiâ ç ðîçâ'ÿçêàìè (íàïðèêëàä, äëÿ ðiçíèõ ðîçáèòòiâ ïîâåðõíi) i ïîðiâíÿòè ¨õ ç
âiäîìèì àíàëiòè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì, ÿêèé ïîïåðåäíüî ìà¹ áóòè îá÷èñëåíèì ó ïîòðiáíié
ìíîæèíi òî÷îê. Äëÿ êîðåêòíîãî ïîðiâíÿííÿ ðåçóëüòàòiâ òðåáà äîòðèìóâàòèñÿ ëèøå
îäíàêîâèõ çà ñâî¹þ âíóòðiøíüîþ ñòðóêòóðîþ ôîðìàòiâ äàíèõ. Öå äîñÿãà¹òüñÿ
âèêîðèñòàííÿì îá'¹êòiâ êëàñó ResultData i ìåõàíiçìiâ ñåðiàëiçàöi¨ ó ïëàòôîðìi .NET.

Ðåçóëüòàòîì îáðîáêè äàíèõ ó àíàëiçàòîði ¹ òàáëèöi ç àáñîëþòíîþ òà âiäíîñíîþ
ïîõèáêàìè, à òàêîæ äàíi ñòîñîâíî ïîðÿäêiâ çáiæíîñòi íà ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí çi
çðîñòàþ÷îþ êiëüêiñòþ ãðàíè÷íèõ åëåìåíòiâ íà ïîâåðõíi Γ. Êðiì òîãî, àíàëiçàòîð
âiçóàëiçó¹ ãðàôiêè ïîõèáîê äëÿ çðó÷íîñòi ïîðiâíÿííÿ îòðèìàíèõ ÷èñåëüíèõ ðîçâ'ÿç-
êiâ ç âiäîìèì àíàëiòè÷íèì. Òàêà ìîæëèâiñòü çðó÷íà òàêîæ ïðè òåñòóâàííi íîâîãî
ÏÇ.

108 åëåìåíòiâ 768 åëåìåíòiâ

1452 åëåìåíòiâ 2700 åëåìåíòiâ

Ðèñ. 11. Çãåíåðîâàíi ðîçáèòòÿ ïîâåðõíi êóáà ç ðiçíîþ êiëüêiñòþ ãðàíè÷íèõ åëåìåíòiâ

7. Ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ MultiMathFramework

Íà öåé ìîìåíò ó ðàìêàõ MMF ðåàëiçîâàíî ÷èñåëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ åâîëþ-
öiéíèõ çàäà÷ äëÿ îäíîðiäíîãî õâèëüîâîãî ðiâííÿ:

1) çàäà÷à Äiðiõëå ç âèêîðèñòàííÿì ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó [11];
2) çàäà÷à Äiðiõëå ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóëè Êiðõãîôà [10];
3) çàäà÷à Íåéìàíà ç âèêîðèñòàííÿì ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî øàðó [13];
4) çàäà÷à Íåéìàíà ç âèêîðèñòàííÿì ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó [3];
5) çàäà÷à Íåéìàíà ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóëè Êiðõãîôà [3];
6) çàäà÷à Ðîáiíà ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóëè Êiðõãîôà [2];
7) çàäà÷à Êîøi [7];
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8) çàäà÷à Äiðiõëå ó ïiâïðîñòîði ç âêëþ÷åííÿìè [10];
à òàêîæ çàäà÷ Äiðiõëå, Íåéìàíà i Ðîáiíà äëÿ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü òà ñèñòåì [15,17].

Ïðîäåìîíñòðó¹ìî íà ïðàêòèöi çàñòîñóâàííÿ MMF äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿççóâàííÿ
ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ ç âèêîðèñòàííÿì ÏË òà ÌÃÅ. Ðîçãëÿíåìî òèïîâi ïðèê-
ëàäè.

Òàáëèöÿ 1

Àíàëiç çáiæíîñòi äëÿ uh
0 , u

h
10 i ũ

N,h äå α = 3.5, β = 0.5, N = 10 ïðè çáiëüøåííi
êiëüêîñòi ãðàíè÷íèõ åëåìåíòiâ

M uh
0 uh

10 ũN,h

δh0 eoc0 ϵh0 δ10
h eoc10 ϵ10

h δ̃N,h ẽoc
N,h

ϵ̃N,h

108 4.37 · 10−4 4.65 6.73 · 10−4 4.38 9.14 · 10−3 1.77
192 1.26 · 10−4 4.32 1.34 1.98 · 10−4 4.25 1.29 4.09 · 10−3 2.79 0.79
300 1.07 · 10−4 0.73 1.14 1.29 · 10−4 1.93 0.84 2.68 · 10−3 1.89 0.52
432 7.12 · 10−5 2.24 0.76 9.70 · 10−5 1.55 0.63 2.02 · 10−3 1.56 0.39
588 5.57 · 10−5 1.60 0.59 8.00 · 10−5 1.25 0.52 1.62 · 10−3 1.40 0.31
768 4.67 · 10−5 1.32 0.50 6.77 · 10−5 1.26 0.44 1.36 · 10−3 1.33 0.26
972 3.88 · 10−5 1.58 0.41 5.86 · 10−5 1.22 0.38 1.17 · 10−3 1.29 0.23

Ðèñ. 12. Çìiíà ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ũN,h(x, t) â ÷àñi äëÿ òî÷îê (x1, 0, 0), äå x1 ∈ [1.5, 4]

Ïðèêëàä 1. Çãåíåðóâàòè òà âiçóàëiçóâàòè ðîçáèòòÿ ïîâåðõíi êóáà ç öåíòðîì â

òî÷öi x∗ = (0, 0, 0) òà äîâæèíîþ ñòîðîíè l = 2 íà M = 108, 768, 1452, 2700 åëåìåíòiâ

äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷, âèêîðèñòîâóþ÷è êîìïîíåíò Boundary Generator ñèñòåìè

MMF.

Äëÿ ãåíåðàöi¨ ïîâåðõîíü îáåðåìî òèï �êóá�. Âèçíà÷èìî òàêi ïàðàìåòðè: êîîðäè-
íàòè öåíòðó � (0, 0, 0); äîâæèíà ðåáðà � 2; êiëüêiñòü ñåãìåíòiâ ðîçáèòòÿ ðåáðà �
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3 (äëÿ 108-åëåìåíòíîãî ðîçáèòòÿ ïîâåðõíi); 8 (äëÿ 768-åëåìåíòíîãî ðîçáèòòÿ); 11
(äëÿ 1452-åëåìåíòíîãî ðîçáèòòÿ); 15 (äëÿ 2700-åëåìåíòíîãî ðîçáèòòÿ). Çãåíåðó¹ìî
ðîçáèòòÿ ç îáðàíèìè ïàðàìåòðàìè, ùî ìîæíà ïîáà÷èòè íà ðèñ. 11. Ïiñëÿ öüîãî
åêñïîðòó¹ìî ðîçáèòòÿ â xml-ôàéë äëÿ ïîäàëüøîãî âèêîðèñòàííÿ â ñèñòåìi MMF.

Äëÿ çàäàííÿ ìîäåëüíî¨ åâîëþöiéíî¨ çàäà÷i ðîçãëÿíåìî �ñôåðè÷íèé iìïóëüñ�

w(x, t) :=
a

|x|
w∗(t− |x|+ a), (x, t) ∈ R3 \ {0} × R0, (12)

äå ôóíêöiÿ w∗ ¹ êóái÷íèì Â-ñïëàéíîì [13].
Ïðèêëàä 2. Çíàéòè ÷èñåëüíèé ðîçâ'ÿçîê ũN,h(x, t) çàäà÷i Ðîáiíà ïðè N = 10 äëÿ

çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà iìïåäàíñó b2 = 1, êîëè ôóíêöiÿ g â êðàéîâié óìîâi (5) çàäàíà
çà ôîðìóëîþ g = −∂ν(·)w+ b2∂tw, ðîçãëÿäàþ÷è ðîçáèòòÿ ïîâåðõíi êóáà íà ãðàíè÷íi

åëåìåíòè äëÿ ïîñëiäîâíîñòi çíà÷åíü M , à òàêîæ äîñëiäèòè àïîñòåðiîðíó ïîõèáêó i

øâèäêiñòü çáiæíîñòi uh
0 , u

h
10 òà ũN,h(x, t) .

Âèêîðèñòà¹ìî ñèñòåìó MMF äëÿ çíàõîäæåííÿ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹-Ëà åððà uh
0 (x),

uh
10 òà ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ũN,h(x, t) çàäà÷i Ðîáiíà. Äëÿ ðåàëiçàöi¨ áóëî ðîçðîáëåíî
ìîäóëü ðîçâ'ÿçóâàííÿ äëÿ çàäà÷i Ðîáiíà øëÿõîì äîäàâàííÿ íîâî¨ ôàáðèêè äëÿ
îá÷èñëåííÿ ïðîñòîðîâèõ êîìïîíåíòiâ ui, âiäïîâiäíi ðîçðàõóíêîâi ôîðìóëè ïîäàíî
ó [2].

Îá÷èñëåíi âiäïîâiäíî äî çàâäàíü ïðèêëàäó 2 ðåçóëüòàòè áóòè çàâàíòàæåíi äî
àðõiâó òà âiçóàëiçîâàíi ãðàôi÷íî ó âiäïîâiäíèõ åëåìåíòàõ iíòåðôåéñó êîðèñòóâà÷à.
Òàêîæ çà äîïîìîãîþ àíàëiçàòîðà ðåçóëüòàòiâ äàíi áóëî âiäôîðìàòîâàíî äëÿ áåçïî-
ñåðåäíüîãî âèêîðèñòàííÿ ¨õ çàñîáàìè TeÕ äëÿ ïîáóäîâè òàáë. 1 òà ãðàôiêó çìiíè
ðîçâ'ÿçêó â ÷àñi íà ðèñ. 12.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîäåëüíî¨ çàäà÷i äåìîíñòðóþòü çìåíøåííÿ àáñîëþíî¨ i
âiäíîñíî¨ ïîõèáîê ÿê îêðåìèõ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹-Ëà åððà i ñàìîãî ÷èñåëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Ðîáiíà ïðè çáiëüøåííi êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ðîçáèòòÿ M . Öåé ôàêò
ñâiä÷èòü ïðî åôåêòèâíiñòü ïî¹äíàííÿ ÏË i ÌÃÅ, à òàêîæ õàðàêòåðèçó¹ ìîæëèâîñòi
MMF.

8. Âèñíîâêè

Ðîçðîáëåíà àðõiòåêòóðà MultiMathFramework òà éîãî ïðîãðàìíà ðåàëiçàöiÿ ðî-
áèòü öåé iíñòðóìåíò åôåêòèâíèì äëÿ çíàõîäæåííÿ ÷èñåëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïî÷àòêîâî-
êðàéîâèõ çàäà÷ â 3D îáëàñòÿõ âiäïîâiäíî äî ïiäõîäó, ÿêèé ãðóíòó¹òüñÿ íà êîìáiíàöi¨
ÏË i ÌÃÅ. Âèêîðèñòàíi òåõíîëîãi÷íi ðiøåííÿ çàáåçïå÷óþòü éîãî âèñîêó øâèäêîäiþ,
ãíó÷êiñòü i çðó÷íiñòü ó âèêîðèñòàííi, à òàêîæ ìîæëèâiñòü äîñÿãíåííÿ âèñîêî¨
òî÷íîñòi ðåçóëüòàòiâ â îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåòàõ.
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General architecture and application of the MultiMathFramework system (MMF) for
solving initial-boundary value problems are considered. The structure of the system cor-
responds to basic principles of software dedicated for solving mathematical problems. In
contrast to existing products, MMF focuses on speci�c class of the tasks and at the same
time provides framework for further extension of system capabilities using basic principles
of object-oriented programming. In particular, the main structural units are graphical user
interface, kernel, solver module, boundary generator and data analysis module. Graphi-
cal user interface is the �rst point of user interaction with the system. It is responsible
for loading and demonstrating list of the tasks with ability to �ll input data of the prob-
lem. System kernel de�nes general algorithms, acting like extensible base class library and
mediator that loads, initializes solver module and manages its communication with other
components. Solver module implements a set of technical decisions, in particular design
patterns, and instructions for solving mathematical problem. It also uses separate module
for surface generation and visualization. Every task is considered as a separate component
at runtime that is dynamically loaded into the process based on data from con�guration
�le. The structure of such component must correspond to interface de�ned by system ker-
nel. The results of solver module are stored as output data in archive. Functionality of
archive and analysis module is designed for visualization, comparison and usage in further
experiments. E�ciency of application of this architecture is proved by numerical results
of evolutionary and elliptic problems with high accuracy and proved estimated order of
convergence.

Key words: initial-boundary value problem, boundary element method, Laguerre trans-
form, surface potentials, algorithm, program module, component, interface, software ar-
chitecture, class library, base class, design pattern, programming principle, object-oriented
programming, inheritance, composition, caching.


