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Ðîçãëÿíóòî çîâíiøíi ïî÷àòêîâî-êðàéîâi çàäà÷i Äiðiõëå òà Ðîáiíà äëÿ îäíîðiäíîãî
õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ç îäíîðiäíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè ó òðèâèìiðíié çà ïðîñòîðî-
âèìè êîîðäèíàòàìè îáëàñòi. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîäàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ó âèãëÿäi ôîðìóëè
Êiðõãîôà, öi çàäà÷i çâåäåíî äî âiäïîâiäíèõ íåñòàöiîíàðíèõ ãðàíè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ
ðiâíÿíü (×ÃIÐ) ç íåâiäîìèìè äàíèìè Êîøi íà ãðàíè÷íié ïîâåðõíi. Ó âèïàäêó çàäà÷i
Äiðiõëå ìà¹ìî îäíå íåñòàöiîíàðíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ ç íåâiäîìîþ íîðìàëüíîþ
ïîõiäíîþ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i, à äëÿ çàäà÷i Ðîáiíà � ñèñòåìó ç äâîõ ×ÃIÐ ñòîñîâíî îáîõ
äàíèõ Êîøi. Ó ðåçóëüòàòi çàñòîñóâàííÿ äî çãàäàíèõ ×ÃIÐ ïåðåòâîðåííÿ Ëà åððà çà
÷àñîâîþ çìiííîþ i ïåðåãðóïóâàííÿ âiäïîâiäíèõ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹-Ëà åððà îòðèìàíî
íåñêií÷åííi ïîñëiäîâíîñòi ãðàíè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (ÃIÐ), ÿêi çàëåæàòü ëèøå
âiä êîîðäèíàò íà ãðàíè÷íié ïîâåðõíi. Óñi ÃIÐ, ÿêi îòðèìàíi iç çàäà÷i Äiðiõëå, ïîäàíî
òèì ñàìèì åëiïòè÷íèì ãðàíè÷íèì îïåðàòîðîì ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíÿíü òà ðåêóðåíòíî
çàëåæíèìè âèðàçàìè ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ. Ó âèïàäêó çàäà÷i Ðîáiíà ñòðóêòóðà îòðèìà-
íî¨ ïîñëiäîâíîñòi ïîäiáíà, àëå òåïåð ìà¹ìî ñïðàâó ç ìàòðè÷íèì îïåðàòîðîì, ÿêèé
ñêëàäåíèé ç ÷îòèðüîõ ãðàíè÷íèõ îïåðàòîðiâ òà ¹ åëiïòè÷íèì ó äåÿêîìó ïðîñòîði
Ñîáîë¹âà. Äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ÃIÐ ðîçðîáëåíî øâèäêèé ìåòîä ãðàíè÷íèõ
åëåìåíòiâ ÿê ðåàëiçàöiþ ìåòîäó �àëüîðêiíà. Íåâiäîìi ñëiäè i íîðìàëüíi ïîõiäíi
ðîçâ'ÿçêiâ àïðîêñèìîâàíî ëiíiéíèìè òà êóñêîâî-ñòàëèìè áàçèñíèìè ôóíêöiÿìè, âiä-
ïîâiäíî. Ùîá çìåíøèòè íåîáõiäíi îá÷èñëþâàëüíi ðåñóðñè, âèêîðèñòàëè àäàïòèâíó
ïåðåõðåñíó àïðîêñèìàöiþ äèñêðåòèçîâàíèõ ãðàíè÷íèõ îïåðàòîðiâ. Ïðîâåäåíî ñåði¨
îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ iç ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìîäåëüíèõ çàäà÷ Äiðiõëå
òà Ðîáiíà. �õíi ðåçóëüòàòè äåìîíñòðóþòü âèñîêó òî÷íiñòü i øâèäêiñòü çáiæíîñòi
çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à Äiðiõëå, ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à Ðîáiíà,
îäíîðiäíå õâèëüîâå ðiâíÿííÿ, ôîðìóëà Êiðõãîôà, ïîâåðõíåâi ïîòåíöiàëè iç çàïiçíåí-
íÿì, ïåðåòâîðåííÿ Ëà åððà, ãðàíè÷íi iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ iç çàïiçíåííÿì, ìåòîä
�àëüîðêiíà, øâèäêèé ìåòîä ãðàíè÷íèõ åëåìåíòiâ, àäàïòèâíà ïåðåõðåñíà àïðîêñèìàöiÿ,
äèñêðåòíi ãðàíè÷íi îïåðàòîðè.

1. Âñòóï

Ïîòåíöiàëè ç çàïiçíåííÿì ïðîñòîãî òà ïîäâiéíîãî øàðó, à òàêîæ ¨õíÿ êîìáiíàöiÿ
ó âèãëÿäi ôîðìóëè Êiðõãîôà ¹ çðó÷íèìè ïîäàííÿìè ðîçâ'ÿçêiâ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ
çàäà÷ äëÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ (ÏÊÇ) â òåîðåòè÷íèõ i ïðèêëàäíèõ äîñëiäæåííÿõ
[5, 21]. Áåçóìîâíîþ ïåðåâàãîþ ¨õíüîãî âèêîðèñòàííÿ ¹ ïðîñòèé ñïîñiá ïåðåõîäó
äî åêâiâàëåíòíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿì (×ÃIÐ), ðîçìiðíiñòü ÿêèõ
¹ íà îäèíèöþ ìåíøîþ, íiæ ó âèõiäíèõ ÏÊÇ. Îäíàê ó âèïàäêó òðèâèìiðíèõ çà
ïðîñòîðîâèìè êîîðäèíàòàìè ÏÊÇ ðiâåíü îá÷èñëþâàëüíî¨ ñêëàäíîñòi âiäïîâiäíèõ
×ÃIÐ i íàäàëi çàëèøà¹òüñÿ âèñîêèì i ïîòðåáó¹ ðåòåëüíîãî âèáîðó ñïîñîáó ÷èñåëüíîãî
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ðîçâ'ÿçóâàííÿ. �ðóíòîâíèé îãëÿä ëiòåðàòóðè ñòîñîâíî öi¹¨ ïðîáëåìè äèâ., íàïðèê-
ëàä, [9, 14].

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çãàäàíèõ âèùå ÏÊÇ i âiäïîâiäíèõ ×ÃIÐ ó äîñèòü
øèðîêèõ ôóíêöiéíèõ ïðîñòîðàõ îäèí ç åôåêòèâíèõ ïiäõîäiâ ïîëÿãà¹ ó ïî¹äíàííi
ïåðåòâîðåííÿ Ëà åððà (ÏË) ç ìåòîäîì ãðàíè÷íèõ åëåìåíòiâ (ÌÃÅ). Çîêðåìà, ÿêùî
ó âèïàäêó çàäà÷i Äiðiõëå ïîäàòè ¨¨ ðîçâ'ÿçîê ÷åðåç ïîòåíöiàë iç ÷àñîâèì çàïiçíåííÿì
ïðîñòîãî øàðó, à â çàäà÷i Íåéìàíà � ïîäâiéíîãî, òî çà äîïîìîãîþ ÏË ç âiäïîâiäíèõ
×ÃIÐ ìîæíà îòðèìàòè ïîñëiäîâíîñòi ÃIÐ ç åëiïòè÷íèìè ãðàíè÷íèìè îïåðàòîðàìè
[14,15].

Äî àíàëîãi÷íèõ ïîñëiäîâíîñòåé ÃIÐ òàêîæ ìîæíà ïðèéòè iíøèì øëÿõîì, ÿêèé
ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ åòàïiâ. Ïåðøèé ïîëÿãà¹ ó çàñòîñóâàííi ÏË áåçïîñåðåäíüî
äî ÏÊÇ, éîãî ðåçóëüòàòîì ¹ êðàéîâà çàäà÷à äëÿ íåñêií÷åííî¨ òðèêóòíî¨ ñèñòåìè
åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü. Íà äðóãîìó åòàïi ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ñïåöiàëüíèì iíòåãðàëü-
íèì ïîäàííÿì ðîçâ'ÿçêó îòðèìàíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i i ç âðàõóâàííÿì êðàéîâèõ óìîâ
îòðèìàòè íåñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü âiäïîâiäíèõ ÃIÐ [2, 9, 11, 18, 19]. Çàçíà÷èìî
òàêîæ, ùî ç ÏË ìîæíà óñïiøíî ïî¹äíóâàòè i iíøi ìåòîäè. Çîêðåìà, êîëè ãåîìåòðiÿ
îáëàñòi ¹ òàêîþ, ùî ðîçâ'ÿçêè îòðèìàíèõ â ðåçóëüòàòi ÏË êðàéîâèõ çàäà÷ ìîæíà
ïîáóäóâàòè ç çàìêíóòîìó âèãëÿäi (äèâ. [1, 3], à òàêîæ íàâåäåíi òàì ïîñèëàííÿ).

Îòîæ, ç ïîãëÿäó ïðèêëàäíîãî çàñòîñóâàííÿ îáèäâà øëÿõè çâåäåííÿ ÏÊÇ äî
ïîñëiäîâíîñòi ÃIÐ âèÿâèëèñÿ åêâiâàëåíòíèìè. Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó ïîáóäîâè
ðîçâ'ÿçêiâ ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëiâ iç çàïiçíåííÿì âäàëîñÿ âèêîðèñòàòè âiäîìi âëàñòè-
âîñòi ðîçâ'ÿçêiâ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ [6,7,21] i äîâåñòè åêâiâàëåíòíiñòü ÏÊÇ Äiðiõëå
òà Íåéìàíà é îòðèìàíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ÃIÐ ó âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà
[14,15].

Âàæëèâîþ äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ âëàñòèâiñòþ îòðèìàíèõ ïîñëiäîâíîñòåé
ÃIÐ ¹ òîé ôàêò, ùî êîæíó íåâiäîìó ôóíêöiþ øóêàþòü ç ðiâíÿíü, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ
ìiæ ñîáîþ ëèøå ïðàâèìè ÷àñòèíàìè. Öå äà¹ çìîãó áóäóâàòè åôåêòèâíi ìåòîäè
äëÿ ¨õíüîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ, çîêðåìà äëÿ òðèâèìiðíèõ çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ çàäà÷
âèÿâèëèñÿ âäàëèìè ðåàëiçàöi¨ ÌÃÅ ó ïðÿìîìó òà íåïðÿìîìó ïiäõîäàõ [4,9,11,14,15,
17,18].

Iíøà âàæëèâà âëàñòèâiñòü çóìîâëåíà âèãëÿäîì ìàòðèöü, ÿêi âèíèêàþòü ó ïðîöåñi
äèñêðåòèçàöi¨ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. ßê ñâiä÷àòü ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â [11] ñòîñîâ-
íî çàäà÷i Äiðiõëå, âðàõóâàííÿ öi¹¨ âëàñòèâîñòi çà äîïîìîãîþ àäàïòèâíî¨ ïåðåõðåñíî¨
àïðîêñèìàöi¨ (ÀÑÀ) [8,10] ìàòðèöü çíà÷íî ñêîðî÷ó¹ ÷àñ i îáñÿã âèêîðèñòàíî¨ ïàì'ÿòi
äëÿ çíàõîäæåííÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçêó. Òîìó ìåòà íàøî¨ ïðàöi, îêðiì iíøèõ
ïðèêëàäíèõ àñïåêòiâ, � çàñòîñóâàííÿ ÀÑÀ äî ìàòðèöü, ÿêi âèíèêàþòü ó çàäà÷àõ
Äiðiõëå òà Ðîáiíà äëÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ó ðàçi çàñòîñóâàííÿ øâèäêîãî ìåòîäó
ãðàíè÷íèõ åëåìåíòiâ.

Íàøà ïðàöÿ, îêðiì âñòóïó òà âèñíîâêiâ, ñêàäà¹òüñÿ ç ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ. Ó
ïåðøèõ òðüîõ ðîçäiëàõ îïèñàíî îñíîâíi êðîêè ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ i âèâåäåíî ñïiâ-
âiäíîøåííÿ øâèäêîãî ÌÃÅ äëÿ ¨õíüîãî îá÷èñëåííÿ. Çîêðåìà, ó ïåðøîìó ðîçäiëi
ñôîðìóëüîâàíî ïî÷àòêîâî-êðàéîâi çàäà÷i äëÿ îäíîðiäíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ç
êðàéîâèìè óìîâàìè Äiðiõëå òà Ðîáiíà, çâåäåíî ¨õ äî iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì
iç òàê çâàíèì ÷àñîâèì çàïiçíåííÿì. Ó äðóãîìó ðîçäiëi äàíî îçíà÷åííÿ ïåðåòâîðåííÿ
Ëà åððà, ç äîïîìîãîþ ÿêîãî íåñòàöiîíàðíi iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ çàìiíåíî íåñêií-
÷åííèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè ÃIÐ òà iíòåãðàëüíèõ ñèñòåì, ïîáóäîâàíî àíàëîãè ôîðìóë
�ðiíà äëÿ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹-Ëà åððà ðîçâ'ÿçêiâ íåñòàöiîíàðíèõ çàäà÷ òà îòðèìàíî
¨õ íàáëèæåííÿ ó âèãëÿäi ÷àñòèííèõ ñóì ðîçâèíåííÿ Ôóð'¹-Ëà åððà. Ó òðåòüîìó
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ðîçäiëi âèâåäåíî îñíîâíi ñïiââiäíîøåííÿ ÌÃÅ, ðîçãëÿíóòî àäàïòèâíó ïåðåõðåñíó
àïðîêñèìàöiþ äèñêðåòíèõ ãðàíè÷íèõ îïåðàòîðiâ. Ó çàâåðøàëüíîìó ðîçäiëi íà
ìîäåëüíèõ ïðèêëàäàõ ïðîäåìîíñòðîâàíî àïîñòåðiîðíi ïîõèáêè ÷èñåëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ,
ðîçãëÿíóòî äèôðàêöiþ ñôåðè÷íîãî iìïóëüñó íà êóái ç àêóñòè÷íî ì'ÿêîþ ïîâåðõíåþ.

2. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷ i âèâåäåííÿ ãðàíè÷íèõ iíòå-

ãðàëüíèõ ðiâíÿíü, çàëåæíèõ âiä ÷àñîâî¨ çìiííî¨

Íåõàé Ω− � îáìåæåíà îáëàñòü â R3 ç ëiïøèöåâîþ êîìïàêòíîþ ìåæåþ Γ, Ω :=
R3 \Ω−, ν(x) � îäèíè÷íèé âåêòîð íîðìàëi äî ïîâåðõíi Γ ó òî÷öi x ∈ Γ, ñïðÿìîâàíî¨
â Ω. Ïîçíà÷èìî òàêîæ R+ := (0,∞), Q := Ω× R+ i Σ := Γ× R+.

Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíå õâèëüîâå ðiâíÿííÿ

∂2u(x, t)

∂t2
−∆u(x, t) = 0, (x, t) ∈ Q, (1)

äå ∆ =
3∑

i=1

∂2/∂x2
i � îïåðàòîð Ëàïëàñà. Áóäåìî øóêàòè ôóíêöiþ u(x, t), (x, t) ∈ Q,

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (â ïåâíîìó ñåíñi) ðiâíÿííÿ (1), îäíîðiäíi ïî÷àòêîâi óìîâè

u(x, 0) = 0, ∂tu(x, 0) = 0, x ∈ Ω, (2)

òà îäíó ç òàêèõ êðàéîâèõ óìîâ:
� óìîâà Äiðiõëå:

u(x, t) = g(x, t), (x, t) ∈ Σ; (3)

� óìîâà Ðîáiíà

∂ν(x)u(x, t)− b(x)∂tu(x, t) = g(x, t), (x, t) ∈ Σ. (4)

Ó êîæíié ç óìîâ (3) i (4) ïiä g ðîçóìi¹ìî çàäàíó íà Σ ôóíêöiþ (ôóíêöiîíàë),
∂t i ∂ν(x) � ïîçíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ i íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ â òî÷öi
x ∈ Γ, âiäïîâiäíî, à ñòîñîâíî çàäàíî¨ iìïåäàíñíî¨ ôóíêöi¨ b ïîâåðõíi Γ ïðèïóñêà¹ìî,
ùî b(x) ≥ 0 ∀x ∈ Γ. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîñòàòíüî ãëàäêèõ ôóíêöi¨ u òà ïîâåðõíi
Γ íîðìàëüíó ïîõiäíó ìîæíà çàäàòè çà äîïîìîãîþ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó

∂ν(x)u(x, ·) = ν(x) · ∇xu(x, ·),

äå∇x � îïåðàòîð ãðàäi¹íòà, â ÿêîìó ÷àñòèííi ïîõiäíi çà ïðîñòîðîâèìè êîîðäèíàòàìè
îá÷èñëþþòü ó òî÷öi x.

Íàäàëi áóäåìî íàçèâàòè çàäà÷ó (1)�(3) çàäà÷åþ Äiðiõëå, à çàäà÷ó (1), (2), (4) �
çàäà÷åþ Ðîáiíà. Óìîâè, çà ÿêèõ ðîçâ'ÿçîê êîæíî¨ ç öèõ çàäà÷ iñíó¹ òà ¹ ¹äèíèì
ó âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà, äîñëiäæåíî â [14, 21]. Ââàæàþ÷è, ùî öi óìîâè
äîòðèìàíî, áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ çà ôîðìóëîþ Êiðõãîôà

u(x, t) = −(Sµ)(x, t) + (Dλ)(x, t), (x, t) ∈ Q, (5)

ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîòåíöiàëiâ iç çàïiçíåííÿì, âiäïîâiäíî, ïðîñòîãî øàðó

(Sµ)(x, t) := 1

4π

∫
Γ

µ(y, t− |x− y|)
|x− y|

dΓy, (x, t) ∈ Q, (6)
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i ïîäâiéíîãî

(Dλ)(x, t) :=
1

4π

∫
Γ

ν(y) · ∇y

(
λ(z, t− |x− y|)

|x− y|

)∣∣∣∣
z=y

dΓy, (x, t) ∈ Q. (7)

Òóò ÷åðåç λ(·, t) := γ0u(·, t) i µ(·, t) := γ1u(·, t) ïîçíà÷åíî äàíi Êîøi ðîçâ'ÿçêó íà
ïîâåðõíi Γ ó äîâiëüíèé ìîìåíò ÷àñó t ∈ R0, γ0 i γ1 � îïåðàòîðè ñëiäó i íîðìàëüíî¨
ïîõiäíî¨, âiäïîâiäíî. Ïðèíàãiäíî çàóâàæèìî, ùî ïiäõiä äî ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i
çà ôîðìóëîþ (5), äå ãóñòèíè ïîòåíöiàëiâ ¹ äàíèìè Êîøi öüîãî ðîçâ'ÿçêó, íàçèâàþòü
ïðÿìèì, à àëüòåðíàòèâíèé ç âèêîðèñòàííÿì ëèøå îäíîãî ç ïîòåíöiàëiâ � íåïðÿ-
ìèì [13].

Âiäîìî, ùî îáèäâà ïîòåíöiàëè S i D ó ðàçi âèêîíàííÿ ïåâíèõ óìîâ ñòîñîâíî
ãóñòèí çàäîâîëüíÿþòü ïîòî÷êîâî [5] ÷è â ñåíñi ðîçïîäiëiâ [13] îäíîðiäíå õâèëüîâå
ðiâíÿííÿ òà îäíîðiäíi ïî÷àòêîâi óìîâè. Òîìó çàëèøà¹òüñÿ çíàéòè òàêi ãóñòèíè, ùîá
ïîäàííÿ (5) çàäîâîëüíÿëî i ïîòðiáíó êðàéîâó óìîâó. Äëÿ öüîãî ïîáóäó¹ìî âiäïîâiäíi
iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ.

Îòîæ, ñïðÿìó¹ìî ó ôîðìóëi (5) òî÷êó ñïîñòåðåæåííÿ x íà ìåæó îáëàñòi. Ââiâøè
ïîçíà÷åííÿ V := γ0 ◦ S i âðàõîâóþ÷è âiäîìå ñïiââiäíîøåííÿ ñòðèáêà äëÿ ïîòåíöiàëó

ïîäâiéíîãî øàðó γ0 ◦ D =
1

2
I +K, äå I � îïåðàòîð iäåíòè÷íîñòi òà

(Kλ)(x, t) :=
1

4π

∫
Γ

ν(y) · ∇y

(
λ(y, t− |x− y|)

|x− y|

)
dΓy, (x, t) ∈ Σ, (8)

îòðèìà¹ìî â äîâiëüíèé ìîìåíò ÷àñó t ∈ R0 òàêå iíòåãðàëüíå ñïiââiäíîøåííÿ:

Vµ+
(1
2
I − K

)
λ = 0 íà Σ. (9)

Çâiäñè ó âèïàäêó çàäà÷i Äiðiõëå, êîëè λ = g i ¹ âiäîìîþ ôóíêöi¹þ, îòðèìà¹ìî
iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

Vµ = −
(1
2
I − K

)
g íà Σ (10)

ñòîñîâíî íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ µ. Äîòðèìóþ÷èñü [14], äå äî ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ
çàäà÷i Äiðiõëå çàñòîñóâàëè íåïðÿìèé ïiäõiä, ìîæíà äîâåñòè åêâiâàëåíòíiñòü öi¹¨
çàäà÷i òà iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (10) ó ïåâíèõ ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà.

Ó âèïàäêó çàäà÷i Ðîáiíà íåâiäîìèìè ¹ ñëiä i íîðìàëüíà ïîõiäíà ðîçâ'ÿçêó. Êðiì
òîãî, íàÿâíiñòü ó êðàéîâié óìîâi (4) ïîõiäíî¨ ∂tu óñêëàäíþ¹ âèãëÿä iíòåãðàëüíîãî
ðiâíÿííÿ, ÿêå ìîæíà îòðèìàòè âíàñëiäîê áåçïîñåðåäíüî¨ ïiäñòàíîâêè âèðàçó (5) ó
êðàéîâó óìîâó. Òîìó äàëi ïîðÿä ç êðàéîâîþ óìîâîþ (4) áóäåìî ðîçãëÿäàòè òàêó
ñèñòåìó iíòåãðàëüíèõ ñïiââiäíîøåíü:

(
λ
µ

)
=

 −V 1

2
I +K

1

2
I − K′ −W

(
µ
λ

)
íà Σ, (11)

àáî ¨¨ ìîäèôiêîâàíèé âàðiàíò

1

2

(
λ
µ

)
=

(
−V K
−K′ −W

)(
µ
λ

)
. (12)
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Ïåðøà ðiâíiñòü � öå ïåðåïèñàíå â äåùî iíøîìó âèãëÿäi ñïiââiäíîøåííÿ (9), à äðóãà ¹
íîðìàëüíîþ ïîõiäíîþ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i, îòðèìàíîþ ç ôîðìóëè (5) ç âèêîðèñòàííÿì

ñòðèáêà íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó γ1 ◦ S = −1

2
I +K′, äå

(K′µ)(x, t) :=
1

4π

∫
Γ

ν(x) · ∇x

(
µ(y, t− |x− y|)

|x− y|

)
dΓy, (x, t) ∈ Σ, (13)

à ãðàíè÷íèé îïåðàòîð W := −γ1 ◦ D âèçíà÷åíèé òàê:

(Wλ)(x, t) :=
1

4π
ν(x) · lim

Ω∋x′→x
∇x′

∫
Γ

ν(y) · ∇y

(
λ(z, t− |x′ − y|)

|x′ − y|

)∣∣∣∣
z=y

dΓy. (14)

3. Âèâåäåííÿ íåñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé ÃIÐ çà äî-

ïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ëà åððà

Íàñòóïíèé êðîê � ïåðåõiä çà äîïîìîãîþ ÏË âiä îòðèìàíèõ íåñòàöiîíàðíèõ
iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü i ñïiââiäíîøåíü äî åêâiâàëåíòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ñïiââiäíî-
øåíü, ÿêi íå çàëåæàòü âiä ÷àñîâî¨ çìiííî¨. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïåðåò-
âîðåííÿ Ëà åððà, âèçíà÷åíå â [14], ÿêå òóò äåùî ìîäèôiêó¹ìî çà ðàõóíîê ìàñøòà-
áóþ÷èõ ïàðàìåòðiâ.

Íåõàé X � äîâiëüíèé Áàíàõiâ ïðîñòið iç çàäàíîþ íîðìîþ || · ||X . Ðîçãëÿíåìî
ïðîñòið Ëåáåãà L2

α(R+;X), åëåìåíòàìè ÿêîãî ¹ âåêòîðíîçíà÷íi ôóíêöi¨ f : R+ → X,
ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ∫

R+

||v(t)||2X e−αtdt < ∞,

äå α > 0, à òàêîæ ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé

l2(X) :=
{
v ∈ X∞ |

∞∑
j=0

∥vj∥2X < +∞
}
.

ßê áàçèñ ó öüîìó ïðîñòîði âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ôóíêöi¨ Ëà åððà

ln(t) =
√
σLn(σt)e

− β
2 t, t ∈ R+, n ∈ N0, (15)

äå Lk, k ∈ N0, � ïîëiíîìè Ëà åððà; N0 := N ∪ {0}, N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ
÷èñåë; σ > 0 i β ≥ 0 � ïàðàìåòðè. Ìîæíà äîâåñòè, ùî çà σ = α + β ïîñëiäîâíiñòü
(15) ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì ó ïðîñòîði L2

α(R+;X). Âåëè÷èíè σ i β ó âèçíà÷åííi
(15) âiäiãðàþòü ðîëü ïàðàìåòðiâ ìàñøòàáóâàííÿ ó ðîçâèíåííÿõ Ôóð'¹-Ëà åððà. �õíi
çíà÷åííÿ âèáèðàþòü ç ïåâíèõ ìiðêóâàíü äëÿ çíàõîäæåííÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçêó íà
ïiäñòàâi âëàñòèâîñòåé âõiäíèõ äàíèõ g.

Ïiä ÏË áóäåìî ðîçóìiòè âiäîáðàæåííÿ L : L2
α(R+;X) → l2(X), ÿêå äîâiëüíié

ôóíêöi¨ f ∈ L2
α(R+;X) ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ïîñëiäîâíiñòü f := (f0, f1, ..., fk, ... )

⊤

∈ l2(X) çà ôîðìóëîþ

fk :=
(
Lf

)
k
:=

∫
R+

f(t) lk(t) e
−αtdt, k ∈ N0. (16)
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ÏË ¹ ái¹êòèâíèì, à âiäîáðàæåííÿ, ÿêå äîâiëüíó ïîñëiäîâíiñòü h := (h0, h1, ...,
hk, ... )

⊤ ∈ l2(X) ïåðåâîäèòü ó ôóíêöiþ h çà ïðàâèëîì

(L−1h)(t) :=
∞∑
k=0

hk lk(t), t ∈ R+, (17)

¹ éîãî îáåðíåíèì ïåðåòâîðåííÿì L−1 : l2(X) → L2
α(R+;X).

Äîòðèìóþ÷èñü [14], îòðèìà¹ìî òàêi ðîçâèíåííÿ êîìïîíåíòiâ ãðàíè÷íèõ ñïiââiä-
íîøåíü (10) i (12):

(Vµ)(x, t) =
∞∑
j=0

( j∑
i=0

(Vj−iµi)(x)

)
lj(t), x ∈ Γ, t ∈ R+; (18)

(Kλ)(x, t) =

∞∑
j=0

( j∑
i=0

(Kj−iλi)(x)

)
lj(t), x ∈ Γ, t ∈ R+; (19)

(K′µ)(x, t) =

∞∑
j=0

( j∑
i=0

(K ′
j−iµi)(x)

)
lj(t), x ∈ Γ, t ∈ R+; (20)

(Wλ)(x, t) =

∞∑
j=0

( j∑
i=0

(Wj−iµi)(x)

)
lj(t), x ∈ Γ, t ∈ R+. (21)

Òóò âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ µk :=
(
Lµ

)
k
, λk :=

(
Lλ

)
k
, k ∈ N0, à òàêîæ

(Vkξ)(x) :=

∫
Γ

ξ(y)ek(x− y) dΓy,

(Kkξ)(x) :=

∫
Γ

ξ(y)ν(y) · ∇yek(x− y) dΓy,

(K ′
kξ)(x) :=

∫
Γ

ξ(y)ν(x) · ∇xek(x− y) dΓy,

(Wkξ)(x) := ν(x) · lim
x′→x

∇x′

∫
Γ

ξ(y)ν(y) · ∇yek(x− y) dΓy,

(22)

äå

e0(z) :=
e−γ|z|

4π|z|
l0(|z|), ek(z) :=

e−γ|z|

4π|z|
(lk(|z|)− lk−1(|z|)), k ∈ N,

γ := α+ β/2, ïðè z ∈ R3 \ {0}.
(23)

Òåïåð, âðàõîâóþ÷è âiäïîâiäíi ðîçâèíåííÿ, ç iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (10) îòðè-
ìà¹ìî çà äîïîìîãîþ ÏË òàêó íåñêií÷åííó ñèñòåìó ÃIÐ:

k∑
i=0

Vk−iµi = −1

2
gk +

k∑
i=0

Kk−igi; íà Γ, k ∈ N0, (24)
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äå gk :=
(
Lg

)
k
. Ëåãêî áà÷èòè, ùî öÿ ñèñòåìà ¹ òðèêóòíîþ, òîìó ¨¨ ìîæíà ïåðåïèñàòè

ó âèãëÿäi ïîñëiäîâíîñòi òàêèõ ÃIÐ

V0µk = −1

2
gk +

k∑
i=0

Kk−igi −
k−1∑
i=0

Vk−iµi; íà Γ, k ∈ N0. (25)

Òóò i äàëi ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ñïiââiäíîøåíü âèðàçè ç ïiäñóìîâóâàííÿì ââàæà¹ìî
òàêèìè, ùî äîðiâíþþòü íóëåâi, ÿêùî êiíöåâå çíà÷åííÿ iíäåêñó ïiäñóìîâóâàííÿ ¹
áiëüøèì ïî÷àòêîâîãî.

Ñòîñîâíî ñèñòåìè (12) ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî ç êðàéîâî¨ óìîâè (4) ïiñëÿ
çàñòîñóâàííÿ ÏË îòðèìóâàòèìåìî ïîñëiäîâíiñòü ñïiââiäíîøåíü

µk − bσ

k∑
i=0

λi = gk íà Γ, k ∈ N0. (26)

Òåïåð, ïîäiáíî äî ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó i âðàõîâóþ÷è (26), çâåäåìî íåñòàöiîíàðíó
ñèñòåìó (12) äî òàêî¨ íåñêií÷åííî¨ ïîñëiäîâíîñòi ñèñòåì ÃIÐ:

A0

(
µk

λk

)
=

(
0
gk

)
−

k−1∑
i=0

Ak−i

(
µi

λi

)
íà Γ, k ∈ N0, (27)

äå ìàòðè÷íi îïåðàòîðè íàáóâàþòü âèãëÿäó

A0 :=

 V0 (
1

2
I −K0)

(−1

2
I +K ′

0) (bσI +D0)

 , Aj :=

(
Vj −Kj

K ′
j (Bj +Dj)

)
, j ∈ N. (28)

Çàóâàæèìî, ùî ÃIÐ (25) äëÿ âèçíà÷åííÿ êîæíî¨ ç íåâiäîìèõ µk, k ∈ N0,
âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå ðåêóðåíòíî çàëåæíèìè ïðàâèìè ÷àñòèíàìè, à ãðàíè÷íèé îïåðà-
òîð V0 ¹ òèì ñàìèì äëÿ óñiõ ðiâíÿíü. Ó âèïàäêó çàäà÷i Ðîáiíà ðiâíÿííÿ (27)
äåùî ñêëàäíiøå, îñêiëüêè éîãî îïåðàòîð A0 ¹ ìàòðè÷íèì i ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷îòèðüîõ
ãðàíè÷íèõ îïåðàòîðiâ. Âîíè íà êîæíîìó êðîöi ôîðìóþòü ñèñòåìó äâîõ iíòåãðàëü-
íèõ ðiâíÿíü ñòîñîâíî ïàðè íåâiäîìèõ (µk, λk), k ∈ N0. Àëå çàãàëîì ìà¹ìî àíàëîãi÷-
íó (25) ðåêóðåíòíó ñòðóêòóðó. Öåé ôàêò ¹ âàæëèâèì äëÿ ïîáóäîâè åôåêòèâíîãî
àëãîðèòìó ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ öèõ ðiâíÿíü.

Îòîæ, çàôiêñóâàâøè íàòóðàëüíå ÷èñëî N , ç ïîñëiäîâíîñòåé ÃIÐ (25) i (27) ìîæíà
îòðèìàòè çíà÷åííÿ ïåðøèõ N + 1 êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹-Ëà åððà µN :=

(
µ0, µ1, ...,

µN

)⊤
i λN :=

(
λ0, λ1, ..., λN

)⊤
äëÿ òèõ äàíèõ Êîøi, ÿêi íåâiäîìi âiäïîâiäíié çàäà÷i.

Öå äà¹ çìîãó çíàõîäèòè êîìïîíåíòè òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi uN :=
(
u0, u1, ..., uN

)⊤
çà

ôîðìóëîþ

uk(x) = −
k∑

i=0

(
Sk−iµi

)
(x) +

k∑
i=0

(
Dk−iλi

)
(x), x ∈ Ω, k ∈ [0, N ], (29)

äå Sk := Lk(S) i Dk := Lk(D). Ëåãêî áà÷èòè, ùî öÿ ôîðìóëà ¹ ðåçóëüòàòîì
ïåðåòâîðåííÿ ôîðìóëè Êiðõãîôà (5). Ó [19] äîâåäåíî, ùî âîíà ¹ àíàëîãîì ôîðìóëè
�ðiíà äëÿ ñèñòåìè iç ïåðøèõ N + 1 åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü çãàäàíî¨ âèùå íåñêií÷åííî¨
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òðèêóòíî¨ ñèñòåìè. Çàñòîñîâóþ÷è òåïåð îáåðíåíå ÏË (17), îòðèìà¹ìî íàáëèæåíèé
ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i

ũN (x, t) :=

N∑
k=0

uk(x)lk(t), (x, t) ∈ Q. (30)

Îòîæ, çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ïîñëiäîâíîñòi ÃIÐ (25) ÷è (27) ¹ êëþ÷îâèì åòàïîì
ðîçâ'ÿçóâàííÿ âiäïîâiäíî¨ ÏÊÇ.

4. Äèñêðåòèçàöiÿ òà àäàïòèâíà ïåðåõðåñíà àïðîêñèìà-

öiÿ ãðàíè÷íèõ îïåðàòîðiâ

×èñåëüíî ðîçâ'ÿçóâàòè ïîñëiäîâíîñòi ÃIÐ (25) i (27) áóäåìî ìåòîäîì ãðàíè÷íèõ
åëåìåíòiâ (ÌÃÅ). Ìîæíà äîâåñòè (äèâ., íàïðèêëàä, [14]), ùî îïåðàòîð V0 ¹ åëiï-
òè÷íèì (ó ïðîñòîði, ñïðÿæåíîìó äî ïðîñòîðó ñëiäiâ), òîìó ÷èñåëüíi ðîçâ'ÿçêè
ÃIÐ (25) ìîæíà çíàõîäèòè çà äîïîìîãîþ ìåòîäó �àëüîðêiíà. Åôåêòèâíiñòü éîãî
ðåàëiçàöi¨ ó âèãëÿäi ÌÃÅ äåìîíñòðóþòü, çîêðåìà, ðåçóëüòàòè ñåði¨ îá÷èñëþâàëüíèõ
åêñïåðèìåíòiâ ó [2, 11], äå áóâ âèêîðèñòàíèé íåïðÿìèé ïiäõiä äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ
òðèâèìiðíèõ çà ïðîñòîðîâèìè êîîðäèíàòàìè çàäà÷ Äiðiõëå. Ìàòðè÷íèé ãðàíè÷íèé
îïåðàòîð A0 òàêîæ ¹ åëiïòè÷íèì ó ñïåöiàëüíîìó ïðîñòîði [18, 19], òîìó i â öüîìó
âèïàäêó ¹ ïiäñòàâè äëÿ åôåêòèâíîãî âèêîðèñòàííÿ ÌÃÅ äëÿ çíàõîäæåííÿ ïîñëiäîâ-
íîñòi ïàð (µk, λk).

Äëÿ ðåàëiçàöi¨ ÌÃÅ-�àëüîðêiíà ñêîðèñòà¹ìîñÿ áàçèñàìè, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç êóñ-
êîâî ñòàëèõ òà ëiíiéíèõ ôóíêöié äëÿ íàáëèæåííÿ ãóñòèí µ i λ, âiäïîâiäíî. Íà
ïiäñòàâi äèñêðåòèçàöi¨ ãðàíè÷íèõ îïåðàòîðiâ Vj , Kj , K ′

j i Wj îòðèìà¹ìî ìàòðèöi

Vh
j , K

h
j , K

′h
j i Wh

j , âiäïîâiäíî. Òóò h � ïàðàìåòð äèñêðåòèçàöi¨, ïîâ'ÿçàíèé ç
êiëüêiñòþ M ãðàíè÷íèõ òðèêóòíèõ åëåìåíòiâ, ÿêèìè àïðîêñèìó¹ìî ïîâåðõíþ Γ.
Áóäåìî àïðîêñèìóâàòè ôóíêöi¨ µk êóñêîâî-ñòàëèìè ôóíêöiÿìè

{
φ0
l

}M

l=1

µh
k =

M∑
l=1

µh
k,lφ

0
l , k ∈ N0, (31)

äå
{
µh
k,l

}M

l=1
=: µh

k ∈ RM � âåêòîð íåâiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ.

Ó âèïàäêó ÃIÐ (25) ôóíêöi¨ λk = gk âiäîìi, íàáëèçèìî ¨õ ëiíiéíèìè ôóíêöiÿìè{
φ1
l

}M∗

l=1

λh
k =

M∗∑
l=1

λh
k,lφ

1
l , k ∈ N0. (32)

Òóò
{
λh
k,l

}M∗

l=1
=: λh

k ∈ RM∗
� âiäîìi êîåôiöi¹íòè àïðîêñèìàöi¨; M∗ � êiëüêiñòü

ëiíiéíèõ áàçèñíèõ ôóíêöié. Òîäi ç ÃIÐ (25) çà äîïîìîãîþ ÌÃÅ-�àëüîðêiíà îòðè-
ìà¹ìî òàêó ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü (ÑËÀÐ):

Vh
0µ

h
k = −1

2
Mhghk +

k∑
i=0

Kh
k−ig

h
i −

k−1∑
i=0

Vh
k−iµ

h
i , k ∈ N0. (33)

Òóò Mh � ìàòðèöÿ, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ ïîïàðíi ñêàëÿðíi äîáóòêè ôóíêöié ç áàçè-
ñiâ àïðîêñèìàöi¨ µk i gk. ßêùî ïîñëiäîâíî çíàéòè N + 1 ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè,
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ðåêóðåíòíî ïåðåðàõîâóþ÷è âèðàçè ó ¨¨ ïðàâié ÷àñòèíi, òî ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè âiäïî-
âiäíèõ íàáëèæåíü µk i gk ó ôîðìóëó (29) ìîæåìî îá÷èñëþâàòè íàáëèæåíi çíà÷åííÿ
êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹-Ëà åððà

uh
k(x) = −

k∑
i=0

(
Sk−iµ

h
i

)
(x) +

k∑
i=0

(
Dk−iλ

h
i

)
(x), x ∈ Ω, k ∈ [0, N ], (34)

à òàêîæ çíà÷åííÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Äiðiõëå

ũN,h(x, t) :=

N∑
k=0

uh
k(x)lk(t), (x, t) ∈ Q. (35)

Îñêiëüêè â ïîñëiäîâíîñòi ñèñòåì ÃIÐ (27) ôóíêöi¨ µk i λk, k ∈ N0, ¹ íåâiäîìèìè,
òî äëÿ àïðîêñèìàöi¨ ¨õ çà ôîðìóëàìè (31) i (32), âiäïîâiäíî, òðåáà çíàõîäèòè äâà
íàáîðè êîåôiöi¹íòiâ µh

k i λh
k , ïî N + N∗ íåâiäîìèõ äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ k. Ïðè

ôîðìóâàííi çà ñõåìîþÌÃÅ-�àëüîðêiíà äèñêðåòíîãî àíàëîãó äëÿ îïåðàòîðà A0, ÿêèé
âèçíà÷à¹ ñèñòåìó (27), äëÿ ïåðøîãî ðiâíÿíÿ öi¹¨ ñèñòåìè ó ðîëi ïðîáíèõ ôóíêöié
áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè êóñêîâî-ñòàëi áàçèñíi ôóíêöi¨, à äëÿ äðóãîãî � ëiíiéíi, òîáòî
âñüîãî N + N∗ ïðîáíèõ ôóíêöié. Ïiñëÿ ïîñëiäîâíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ âiäïîâiäíèõ
ÑËÀÐ íàáëèæåííÿ ãóñòèí µh

k i λh
k òàêîæ ïiäñòàâëÿ¹ìî ó ôîðìóëó (34), à ÷èñåëüíèé

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Ðîáiíà îá÷èñëþ¹ìî çà ôîðìóëîþ (35).
Çàçíà÷èìî, ùî ìàòðèöi Vh

j , Kh
j , K′h

j i Wh
j ïîâíiñòþ çàïîâíåíi, i ïiä ÷àñ

îá÷èñëåííÿ ¨õíiõ åëåìåíòiâ òðåáà âðàõîâóâàòè ñèíãóëÿðíiñòü ôóíêöié (23), ÿêi ðàçîì
ç ¨õíiìè ïîõiäíèìè çàäàþòü ÿäðà ãðàíè÷íèõ îïåðàòîðiâ. Âèâåäåííÿ ðîçðàõóíêîâèõ
ôîðìóë äëÿ îá÷èñëåííÿ òàêèõ åëåìåíòiâ äåòàëüíî âèêëàäåíî â ïðàöÿõ [2,11,15,18].

Îá÷èñëåííÿ åëåìåíòiâ çãàäàíèõ âèùå ìàòðèöü ïîëÿãà¹ ó ïîâòîðíîìó iíòåãðóâàí-
íi çà ãðàíè÷íèìè åëåìåíòàìè, òîìó ôîðìóâàííÿ òàêèõ ìàòðèöü ñòàíîâèòü çíà÷íó
÷àñòèíó âiä óñüîãî ÷àñó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷. Êðiì òîãî, çà âåëèêî¨ êiëüêîñòi
ãðàíè÷íèõ åëåìåíòiâ çáåðiãàííÿ ïîñëiäîâíîñòi òàêèõ ìàòðèöü ïîòðåáó¹ çíà÷íèõ
ðåñóðñiâ ïàì'ÿòi. Îäèí ç óíiâåðñàëüíèõ ïiäõîäiâ, ÿêèé äà¹ çìîãó åôåêòèâíiøå
âèêîðèñòîâóâàòè îá÷èñëþâàëüíi ðåñóðñè, � àäàïòèâíà ïåðåõðåñíà àïðîêñèìàöiÿ
(ÀÑÀ) [10] ìàòðèöü. Ñóòü ÀÑÀ ïîëÿãà¹ ó íàáëèæåííi îêðåìèõ ïðÿìîêóòíèõ áëîêiâ
åëåìåíòiâ ìàòðèöi äîáóòêîì äâîõ ìàòðèöü ìåíøîãî ðàíãó, ÿêi ïiä ÷àñ îá÷èñëåííÿ
çáåðiãàþòü ó âèãëÿäi òàê çâàíèõ i¹ðàðõi÷íèõ H-ìàòðèöü [10].

Óìîâîþ çàñòîñóâàííÿ ÀÑÀ äî ïîâåðõíåâèõ ïîòåíöiàëiâ ç ÿäðîì K(x, ·) ∈
C∞(R3\{x}) ¹ âèêîíàííÿ äëÿ âñiõ x ∈ R3 òàêî¨ íåðiâíîñòi [8, ðîçä. 3.4.2]:

|∂α
y K(x, y)| ≤ cp|x− y|g−p, p = |α|, (36)

äëÿ âñiõ ìóëüòèiíäåêñiâ α ∈ N3
0, äå g < 0 � äåÿêà ñòàëà. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

ôóíêöi¨ (23) çàäîâîëüíÿþòü öþ óìîâó, êîëè òî÷êè x i y íàëåæàòü ðiçíèì ãðàíè÷-
íèì åëåìåíòàì. Íà ïðàêòèöi òi åëåìåíòè ìàòðèöi, ÿêi âiäïîâiäàþòü ñóñiäíiì àáî
ãðàíè÷íèì åëåìåíòàì, ÿêi çáiãàþòüñÿ, îá÷èñëþþòü i çáåðiãàþòü, à ñåðåä iíøèõ íà
ïiäñòàâi äåÿêèõ êðèòåði¨â âèäiëÿþòü ó ìàòðèöi òàê çâàíi äîïóñòèìi áëîêè, äî ÿêèõ i
çàñòîñîâóþòü ÀÑÀ.

Ìåòîä ÀÑÀ ñòîñîâíî äîïóñòèìîãî áëîêó Q ∈ Rm×n çâîäèòüñÿ äî îá÷èñëåííÿ
åëåìåíòiâQ[i, j] ëèøå äëÿ äåÿêî¨ ÷àñòèíè éîãî ðÿäêiâ i ñòîâïöiâ. Îòðèìàíi çíà÷åííÿ
çáåðiãàþòü ó äâîõ âåêòîðíèõ ïîñëiäîâíîñòÿõ a1,a2, ...,ar, ...,ap òà b1,b2, ...,br, ..., bp,
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äå p ≤ min(m,n), ôîðìóþ÷è ¨õ ïîêðîêîâî. Íà êîæíîìó r-ìó êðîöi ìàòðèöþ

Sr :=

r∑
l=1

alb
⊤
l , r ≤ p (37)

òðàêòó¹ìî ÿê ÷åðãîâå íàáëèæåííÿ âèõiäíî¨ ìàòðèöi Q, ââàæàþ÷è, ùî Q = Sr +Rr,
äå Rr � ïîõèáêà íàáëèæåííÿ, ïðè÷îìó rank(Sr) ≤ r. Îñêiëüêè Sr = Sr−1+arb

⊤
r , òî

çà íàïåðåä çàäàíîãî çíà÷åííÿ ε > 0 âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi

∥ar∥2∥br∥2 ≤ ε∥Sr∥F (38)

òðàêòóâàòèìåìî ÿê óìîâó çóïèíêè ðåêóðåíòíîãî ïðîöåñó íàáëèæåííÿ ìàòðèöi Q.

Òóò ∥ar∥2 :=

(∑nr

j=1(ar[j])
2

)1/2

i ∥Q∥F :=

(∑m
i=1

∑n
j=1(Q[i, j])2

)1/2

� âåêòîðíà

Åâêëiäîâà (nr � êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó âåêòîði ar) i ìàòðè÷íà Ôðîáåíióñà íîðìè,
âiäïîâiäíî.

Îòæå, çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä ÀÑÀ (çà ôîðìóëîþ (37) ) äî áëîêà Q, ÿêèé ñêëàäà-
¹òüñÿ ç NQ := m × n åëåìåíòiâ, òðåáà çáåðiãàòè âñüîãî NS := r(m + n) çíà÷åíü, ùî
çà ìàëèõ çíà÷åíü r ìîæå áóòè ñóòò¹âî ìåíøèì, íiæ âåëè÷èíà NQ. Ïðèïóñòèâøè
ïðîïîðöiéíó çàëåæíiñòü m = c · n, äå c > 0 � äåÿêà ñòàëà, çà íåçìiííîãî r
ìàòèìåìî îöiíêè NQ = O(n2) i NS = O(n) äëÿ çàçíà÷åíèõ âèùå îáñÿãiâ ïàì'ÿòi.
ßêùî ââàæàòè êiëüêiñòü àëãåáðè÷íèõ îïåðàöié äëÿ îá÷èñëåííÿ îäíîãî åëåìåíòà
ìàòðèöi Q[i, j] íåçàëåæíîþ âiä çíà÷åíü éîãî iíäåêñiâ, òî îòðèìàíi âèùå îöiíêè
õàðàêòåðèçóâàòèìóòü òàêîæ êiëüêiñòü òàêèõ îïåðàöié äëÿ ôîðìóâàííÿ âñüîãî áëîêó
Q i éîãî íàáëèæåííÿ Sr, âiäïîâiäíî.

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó çàçíà÷åíèõ âèùå ïðèïóùåíü ùîäî ðîçìiðiâ áëîêó
Q îá÷èñëåííÿ ìàòðè÷íî-âåêòîðíîãî äîáóòêó Qx ïðèâîäèòü äî âèêîíàííÿ O(n2)
àëãåáðè÷íèõ îïåðàöié, òèì ÷àñîì äîáóòîê Srx � ëèøå äî O(n). Òàêà âëàñòèâiñòü äà¹
çìîãó âèêîðèñòîâóâàòè ç ÀÑÀ åôåêòèâíi àëãîðèòìè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ
àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü, íàïðèêëàä, iòåðàöiéíèé ìåòîä óçàãàëüíåíèõ ìiíiìàëüíèõ íå-
â'ÿçîê ç ïåðåçàïóñêàìè GMRES [20].

5. Ðåçóëüòàòè îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ

Ïðîäåìîíñòðó¹ìî ðîçãëÿíóòèé âèùå ïiäõiä äî ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìîäåëü-
íèõ çàäà÷ Äiðiõëå òà Ðîáiíà ççîâíi êóáà Ω− := {(x, y, z) : |x| ≤ 1, |y| ≤ 1, |z| ≤ 1},
òîáòî êîëè Ω = R3\Ω−. Äëÿ ãåíåðóâàííÿ ãðàíè÷íèõ äàíèõ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè
ñiì'þ ôóíêöié

w(x, t) :=
w∗(t− |x|+ 1)

|x|
ϑ(t− |x|+ 1), (x, t) ∈ R3 \ {0} × R0, (39)

äå ïiä ôóíêöi¹þ w∗ áóäåìî ðîçóìiòè êóái÷íèé Â-ñïëàéí, à ïiä ϑ � ôóíêöiþ Õåâiñàé-
äà. Âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [5]), ùî ôóíêöi¨ w çàäîâîëüíÿþòü îäíîðiäíå õâèëüî-
âå ðiâíÿííÿ é îäíîðiäíi ïî÷àòêîâi óìîâè. ßêùî æ çàäàòè â êðàéîâié óìîâi (3)
g(x, t) := w(x, t), à â (4) � g(x, t) := −∂ν(x)w(x, t) + b(x)∂tw(x, t), òî ôóíêöiÿ u := w
áóäå ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷ Äiðiõëå òà Ðîáiíà, âiäïîâiäíî. Íàäàëi íàçèâàòèìåìî éîãî
àíàëiòè÷íèì (òî÷íèì) i âèêîðèñòîâóâàòèìåìî äëÿ îöiíêè àïîñòåðiîðíèõ ïîõèáîê
÷èñåëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, îá÷èñëåíèõ çà ôîðìóëîþ (35).
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Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè, ÿêi äåìîíñòðóþòü çáiæíiñòü çàïðîïîíîâàíîãî
ìåòîäó çi çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi ãðàíè÷íèõ åëåìåíòiâ. Ïî÷íåìî ç çàäà÷i Ðîáiíà,
îñêiëüêè ÷èñåëüíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ Äiðiõëå, îòðèìàíi ïðÿìèì ÌÃÅ, ïðàêòè÷íî çái-
ãàþòüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè, ÿêi îòðèìàëè â [11, Ïðèêëàä 5.1] íåïðÿìèì ÌÃÅ ç âèêî-
ðèñòàííÿì ïîòåíöiàëó ç çàïiçíåííÿì ïðîñòîãî øàðó.

Ïðèêëàä 1. Äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà iìïåäàíñó b çíàéòè â Ω çíà÷åííÿ
ôóíêöi¨ uh

0 � êîåôiöi¹íòà Ôóð'¹-Ëà åððà ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Ðîáiíà, ðîçãëÿ-
äàþ÷è ðîçáèòòÿ ïîâåðõíi êóáà íà ãðàíè÷íi åëåìåíòè äëÿ ïîñëiäîâíîñòi çíà÷åíü M ,
à òàêîæ äîñëiäèòè àïîñòåðiîðíó ïîõèáêó i øâèäêiñòü çáiæíîñòi uh

0 (x).
Îñêiëüêè äëÿ ñôåðè÷íîãî iìïóëüñó íåñêëàäíî âèçíà÷èòè âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè

Ôóð'¹-Ëà åððà, òî áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ¨õ ÿê àíàëiòè÷íi ðîçâ'ÿçêè uk äëÿ çíà-
õîäæåííÿ àïîñòåðiîðíèõ ïîõèáîê ÷èñåëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ uh

k

δhk := ||uh
k − uk||L2(Ωa,b), ϵhk := δhk/||uk||L2(Ωa,b) ∗ 100 %, k ∈ N0. (40)

Òóò ïiä Ωa,b ðîçóìi¹ìî äåÿêèé âiäðiçîê ç êiíöÿìè â òî÷êàõ a i b, âçäîâæ ÿêîãî
ðîçìiùóþòüñÿ òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ. Êðiì òîãî, íàñ áóäå öiêàâèòè âåëè÷èíà ïåðåä-
áà÷óâàíîãî ïîðÿäêó çáiæíîñòi (estimated order of convergence)

eock :=
ln(δ

hj−1

k /δ
hj

k )

ln(hj−1/hj)
, k ∈ N0, (41)

äå hj−1 i hj � ïàðàìåòðè äâîõ ïîñëiäîâíèõ ðîçáèòòiâ ãðàíè÷íî¨ ïîâåðõíi íà ãðàíè÷íi
åëåìåíòè.

Òàáëèöÿ 1

Àíàëiç çáiæíîñòi äëÿ u0 ïðè ðiçíèõ M i b

M b = 0.25 b = 1 b = 16
δ0 eoc0 ϵ0 δ0 eoc0 ϵ0 δ0 eoc0 ϵ0

768 4.69 · 10−5 0.50 4.67 · 10−5 0.50 4.81 · 10−5 0.51
1200 3.50 · 10−5 1.32 0.37 3.43 · 10−5 1.39 0.36 3.41 · 10−5 1.54 0.36
2028 2.53 · 10−5 1.23 0.27 2.45 · 10−5 1.28 0.26 2.38 · 10−5 1.37 0.25

Ïîõèáêè ÷èñåëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ uh
0 , îòðèìàíèõ ïðè α = 0.5 i β = 3.5 äëÿ ðiçíèõ

ðîçáèòòiâ ïîâåðõíi êóáà íà ãðàíè÷íi åëåìåíòè ïîäàíî â òàáë. 1. ßê áà÷èìî, çi
çáiëüøåííÿì âåëè÷èíè M ïîõèáêè çìåíøóþòüñÿ i ¨õíÿ âåëè÷èíà òà øâèäêiñòü
çáiæíîñòi eoc0 ïðàêòè÷íî íå çàëåæèòü âiä çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà iìïåäàíñó.

Ïðèêëàä 2. Äëÿ çàäà÷i ïðèêëàäó 1 ïðè çíà÷åííi ïàðàìåòðà iìïåäàíñó b = 1
çíàéòè êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìàòðèöü äèñêðåòèçîâàíèõ ãðàíè÷íèõ îïåðàòîðiâ, çíà÷åí-
íÿ ÿêèõ áóäóòü îá÷èñëåíi i çáåðåæåíi â ïàì'ÿòi ó ðàçi çàñòîñóâàííÿ ÀÑÀ (øâèäêèé
ÌÃÅ), ó âiäñîòêàõ âiä êiëüêîñòi âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ áåç çàñòîñóâàííÿ ÀÑÀ (çâè-
÷àéíèé ÌÃÅ).

Íà ðèñ. 1 çîáðàæåíî ãðàôiêè, ÿêi äåìîíñòðóþòü êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó âiäïîâiäíèõ
ìàòðèöÿõ ó ðàçi çàñòîñóâàííÿ øâèäêîãî (ε = 0.01 i ε = 0.001) i çâè÷àéíîãî (ε = 0)
ÌÃÅ. ßê áà÷èìî, çàñòîñóâàííÿ ÀÑÀ ó øâèäêîìó ìåòîäi ïðèâîäèòü äî êâàçiëiíiéíî¨
çàëåæíîñòi êiëüêîñòi åëåìåíòiâ, ÿêi îá÷èñëþþòü, âiä ïàðàìåòðà M . Äëÿ ìàòðèöi
Vh

0 ó çíà÷åííÿõ M > 1200 ¨õ ñóòò¹âî ìåíøå, íiæ åëåìåíòiâ ó âèïàäêó çâè÷àéíîãî
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Ðèñ. 1. Êiëüêiñòü çáåðåæåíèõ åëåìåíòiâ ó ìàòðèöÿõ Vh
0 ,W

h
0 òà Kh

0 çàëåæíî âiä êiëüêîñòi
ãðàíè÷íèõ åëåìåíòiâ ó ðàçi çàñòîñóâàííÿ çâè÷àéíîãî (ε = 0) i øâèäêîãî ÌÃÅ ç ðiçíèìè

çíà÷åííÿìè ïàðàìåòðà ε

ÌÃÅ, êîëè ¨õ M2 øòóê. ßê âèäíî ç ãðàôiêà, ó ìåíøèõ çíà÷åííÿõ M âèòðàòè
÷àñó íà ïîøóê äîïóñòèìèõ áëîêiâ ñïiâðîçìiðíi ç åôåêòîì åêîíîìi¨ âiä çàñòîñóâàííÿ
ÀÑÀ. Çàóâàæèìî, ùî çà ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà M , ÿêèé çàäà¹ ðîçáèòòÿ
ïîâåðõíi êóáà íà ãðàíè÷íi åëåìåíòè, çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà M∗ < M . Âiäïîâiäíî i
ðîçìið ìàòðèöi Wh

0 ¹ ìåíøèì, íiæ ó Vh
0 , àëå çàñòîñóâàííÿ ÀÑÀ òàêîæ ïðèâîäèòü

äî åêîíîìi¨ ïàì'ÿòi, âèòðàòè ÿêî¨ òàêîæ êâàçiëiíiéíi ñòîñîâíî M . Òåæ ñàìå ñïîñòå-
ðiãà¹ìî i äëÿ ìàòðèöi Kh

0 òà ñïðÿæåíî¨ äî íå¨. Îñêiëüêè âiä êiëüêîñòi åëåìåíòiâ,
ÿêi òðåáà îá÷èñëèòè, çàëåæèòü ñóìàðíèé ÷àñ ôîðìóâàííÿ ìàòðèöü, òî î÷åâèäíèìè
¹ ïåðåâàãè øâèäêîãî ÌÃÅ i ñòîñîâíî öüîãî îá÷èñëþâàëüíîãî ðåñóðñó.

Ïðèêëàä 3. Äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà iìïåäàíñó b çíàéòè â Ω çíà÷åííÿ
÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Ðîáiíà, ðîçãëÿäàþ÷è ðîçáèòòÿ ïîâåðõíi êóáà íà ãðàíè÷-
íi åëåìåíòè äëÿ ïîñëiäîâíîñòi çíà÷åíü M , à òàêîæ äîñëiäèòè àïîñòåðiîðíó ïîõèáêó
i øâèäêiñòü çáiæíîñòi ũN,h(x, t) ïîðiâíÿíî ç ũN (x, t) ïðè N = 10.

Òàáëèöÿ 2

Àíàëiç çáiæíîñòi äëÿ ũ10,h ïðè ðiçíèõ M i b

M b = 0.25 b = 1 b = 16

δ̃0 ẽoc0 ϵ̃0 δ̃0 ẽoc0 ϵ̃0 δ̃0 ẽoc0 ϵ̃0
768 1.16 · 10−3 0.23 1.33 · 10−3 0.26 2.25 · 10−3 0.44

1200 9.26 · 10−4 1.01 0.18 1.00 · 10−3 1.28 0.20 1.83 · 10−3 0.92 0.36
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Ðîçãëÿíåìî òàêi àïîñòåðiîðíi ïîõèáêè íåñòàöiîíàðíèõ ÷èñåëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

δ̃N,h := ||ũN,h − ũN ||L2
σ(R+;L2(Ωa,b)), ϵ̃N,h := δ̃N,h/||ũN ||L2

σ(R+;L2(Ωa,b)) ∗ 100 %,

äå ïiä Ωa,b ðîçóìi¹ìî âiäðiçîê (áåç êiíöåâèõ òî÷îê) ó ïðîñòîði ïîçà êóáîì. Òàêîæ
áóäåìî îá÷èñëþâàòè äëÿ ïîñëiäîâíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà h âåëè÷èíó

ẽoc
N,h

:=
ln(δ̃N,hj−1/δ̃N,hj )

ln(hj−1/hj)
.

Iç íàâåäåíèõ ó òàáë. 2 ðåçóëüòàòiâ áà÷èìî, ùî çi çãóùåííÿì ñiòêè ðîçáèòòÿ
÷èñåëüíèé ðîçâ'ÿçîê ũN,h ïðÿìó¹ äî àíàëiòè÷íîãî i ó öüîìó âèïàäêó âåëè÷èíè
ïîõèáîê i øâèäêiñòü çáiæíîñòi, ÿê i â ïðèêëàäi 1, íå çàëåæèòü âiä çíà÷åííÿ ïàðà-
ìåòðà iìïåäàíñó.

Ïðèêëàä 4. Çíàéòè ÷èñåëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Äiðiõëå, ÿêà îïèñó¹ äèôðàêöiþ
ñôåðè÷íîãî àêóñòè÷íîãî iìïóëüñó ç äæåðåëîì ó òî÷öi x∗ = (2, 0, 0) íà êóái ç
àêóñòè÷íî ì'ÿêîþ ïîâåðõíåþ.

t = 2

t = 4

t = 3

t = 5

Ðèñ. 2. Ðîçâ'ÿçîê ũN,h(x, t) çàäà÷i Äiðiõëå (ïðèêëàä 4) â òî÷êàõ x íà ïðÿìîêóòíèêó
(x1, x2) ∈ Ω1,2 = (−3, 1.8)× (0, 3) â ïëîùèíi x3 = 0 ó ôiêñîâàíi ìîìåíòè ÷àñó t ∈ [2, 5]

Îñêiëüêè äæåðåëî ñôåðè÷íîãî iìïóëüñó

w̃(x, x∗, t) :=
w∗(t− |x− x∗|+ 1)

|x− x∗|
ϑ(t− |x− x∗|+ 1)
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ïåðåáóâà¹ áåçïîñåðåäíüî â îáëàñòi Ω, òî â öüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ utot, ÿêà îïèñó¹
éîãî ïîøèðåííÿ, çàäîâîëüíÿ¹ íåîäíîðiäíå õâèëüîâå ðiâíÿííÿ

∂2utot(x, t)

∂t2
−∆utot(x, t) = δ(x− x∗)δ(t), (x, t) ∈ Q, (42)

i êðàéîâó óìîâó utot = 0 íà Σ. Âiäëiê ÷àñó ïî÷íåìî ç ìîìåíòó äîñÿãíåííÿ iìïóëüñîì
ïîâåðõíi êóáà. Ïîäàìî øóêàíó ôóíêöiþ ÿê ñóïåðïîçèöiþ utot = u + w̃, äå u �
çãåíåðîâàíå ïîâåðõíåþ ïîëå. Òîäi ñòîñîâíî ôóíêöi¨ u ìàòèìåìî çàäà÷ó Äiðiõëå
(1)�(3), êîëè g = −w̃ íà Σ. ×èñåëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i çíàéäåíî çà òàêèõ
çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ α = 0.5, β = 3.5, M = 768. Íà ðèñ. 2 çîáðàæåíî ãðàôiêè
äèôðàãîâàíîãî iìïóëüñó ó ðiçíi ìîìåíòè ÷àñó â ïëîùèíi x3 = 0. Çàçíà÷èìî, ùî
íà íèõ äîáðå ñïîñòåðiãàþòüñÿ òàêi ôiçè÷íi àñïåêòè: ïðèõiä çáóðåííÿ ç ÷àñîì ó
òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ, çàíóëåííÿ ñëiäó ñóìàðíîãî iìïóëüñó íà ïîâåðõíi êóáà òà éîãî
çàíèêàííÿ ó ìiðó âiääàëåííÿ âiä äæåðåëà.

6. Âèñíîâêè

Ïîäàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi
ôîðìóëè Êiðõãîôà äà¹ çìîãó çâåñòè çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ëà åððà öi çàäà÷i
äî ïîñëiäîâíîñòåé ãðàíè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi ìàþòü òîé ñàìèé åëiïòè÷íèé
îïåðàòîð ó ëiâié ÷àñòèíi òà ðåêóðåíòíî çàëåæíi âèðàçè ïðàâî¨ ÷àñòèíè. Ïîðiâíÿíî ç
íåïðÿìèì ïiäõîäîì, êîëè ðîçâ'ÿçîê ïîäàþòü ëèøå îäíèì ç ïîâåðõíåâèõ ïîòåíöiàëiâ
iç çàïiçíåííÿì, çàïðîïîíîâàíèé ïiäõiä äà¹ çìîãó âèçíà÷èòè ïîâíèé êîìïëåêò äàíèõ
Êîøi âiäïîâiäíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Êðiì òîãî, åëiïòè÷íiñòü çãàäàíèõ ãðàíè÷íèõ îïåðàòî-
ðiâ çàáåçïå÷ó¹ çàñòîñîâíiñòü ìåòîäó �àëüîðêiíà äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ îòðèìàíèõ ÃIÐ.
Ñïåöèôi÷íà áóäîâà ÿäåð îòðèìàíèõ îïåðàòîðiâ äà¹ çìîãó âèêîðèñòàòè àäàïòèâíó
ïåðåõðåñíó àïðîêñèìàöiþ ó ðàçi ¨õíüî¨ äèñêðåòèçàöi¨ òà ðîçðîáèòè âàðiàíò øâèäêîãî
ÌÃÅ. Ðåçóëüòàòè ñåði¨ îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ íà ìîäåëüíèõ çàäà÷àõ äåìîí-
ñòðóþòü åôåêòèâíiñòü çàïðîïîíîâàíîãî ïiäõîäó.
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Exterior Dirichlet and Robin initial boundary-value problems for the homogeneous
wave equation with homogeneous initial conditions are considered in domains which are
three-dimensional in spatial variables. Using a solution representation by the Kirchho� for-
mula these problems are reduced to time-domain boundary integral equations (TDBIEs)
with unknown Cauchy data on a boundary surface. We have one nonstationary integral
equation with an unknown normal derivative of the solution of the problem in the case of
the Dirichlet problem and a system of two TDBIEs for both Cauchy data for the Robin
problem. As a result of applying the Laguerre transform in the time variable to that TD-
BIEs and regrouping the corresponding Fourier-Laguerre coe�cients, we obtained in�nite
sequences of boundary integral equations (BIEs), which depend only on the coordinates at
boundary surfaces. All BIEs obtained from the Dirichlet problem are represented by the
same elliptic boundary operator in the left-hand side of the equations and by recurrently
dependent expressions in the right-hand sides. In the case of Robin problem, the structure
of the resulting sequence is similar, but now we are dealing with a matrix operator, which
is composed of four boundary operators and is elliptic in some Sobolev space. For the
numerical solution of obtained BIEs, a fast boundary element method was developed as an
implementation of the Galerkin method. The unknown traces and normal derivatives of the
solutions are approximated by linear and piece-wise constant basis functions, respectively.
To reduce the required storage and computational costs, an adaptive cross-approximation
of the discretized boundary operators was implemented. A series of computational exper-
iments on the numerical solution of the Dirichlet and Robin model problems were carried
out. Their results demonstrate the high accuracy and estimated order of convergence of
the proposed method.

Key words: Dirichlet initial-boundary value problem, Robin initial-boundary value prob-
lem, homogeneous wave equation, Kirchho� formula, retarded surface potentials, Laguerre
transform, time domain boundary integral equation, Fast Galerkin boundary element
method, adaptive cross approximation discrete boundary operators.


